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摘　要: 连续动力系统安全验证是一个重要的研究问题, 多年来各类验证方法所能处理的问题规模非常受限. 对此,

对于给定的连续动力系统, 提出通过反例制导方法生成一组组合式概率近似正确 (PAC)障碍证书的算法, 最终给

出无限时间范畴安全验证问题在概率统计意义下的形式化描述. 通过建立和求解基于大 M 法的混合整数规划方

法, 将障碍证书的求解转化为约束优化问题. 通过微分中值定理将非线性不等式进行区间线性化. 最后, 实现组合

式 PAC障碍证书生成工具 CPBC, 并在 11个基准系统上评估其性能. 实验结果表明, CPBC均能成功验证每个动

力系统在指定不同的安全需求阈值下的安全性. 与现有方法相比, 所提方法可以更高效地为复杂系统或高维系统

生成可靠的概率障碍证书, 验证的样例规模已高达百维.
关键词: 连续动力系统; 障碍证书; PAC; 区间线性化; 混合整数规划

中图法分类号: TP311

中文引用格式: 杨紫萱, 曾霞, 任勐鑫, 王建林, 曾振柄, 杨争峰. 基于PAC学习的组合式概率障碍证书生成. 软件学报. http://www.
jos.org.cn/1000-9825/7176.htm
英文引用格式: Yang ZX, Zeng X, Ren MX, Wang JL, Zeng ZB, Yang ZF. Compositional Probabilistic Barrier Certificate Generation
Based on PAC Learning. Ruan Jian Xue Bao/Journal of Software (in Chinese). http://www.jos.org.cn/1000-9825/7176.htm

Compositional Probabilistic Barrier Certificate Generation Based on PAC Learning

YANG Zi-Xuan1, ZENG Xia2, REN Meng-Xin3, WANG Jian-Lin3, ZENG Zhen-Bing4, YANG Zheng-Feng1

1(Software Engineering Institute, East China Normal University, Shanghai 200062, China)
2(College of Computer and Information Science, Southwest University, Chongqing 400715, China)
3(School of Computer and Information Engineering, Henan University, Kaifeng 475001, China)
4(College of Sciences, Shanghai University, Shanghai 200444, China)

Abstract:  Continuous  dynamical  systems  safety  verification  is  an  important  research  issue,  and  over  the  years,  various  verification  methods
have  been  very  limited  in  the  scale  of  the  problems  they  can  handle.  For  a  given  continuous  dynamical  system,  this  study  proposes  an
algorithm  to  generate  a  set  of  compositional  probably  approximately  correct  (PAC)  barrier  certificates  through  a  counterexample-guided
approach.  A  formal  description  of  the  infinite-time  domain  safety  verification  problem  is  given  in  terms  of  probability  and  statistics.  By
establishing  and  solving  a  mixed-integer  programming  method  based  on  the  Big-M  method,  the  barrier  certificate  problem  is  transformed
into  a  constrained  optimization  problem.  Nonlinear  inequalities  are  linearized  in  intervals  using  the  mean  value  theorem  of  differentiation.
Finally,  this  study  implements  the  compositional  PAC  barrier  certificate  generator  CPBC  and  evaluates  its  performance  on  11  benchmark
systems.  The  experimental  results  show  that  CPBC  can  successfully  verify  the  safety  of  each  dynamical  system  under  specified  different
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safety  requirement  thresholds.  Compared  with  existing  methods,  the  proposed  method  can  more  efficiently  generate  reliable  probabilistic
barrier certificates for complex or high-dimensional systems, with the verified example scale reaching up to hundreds of dimensions.
Key words:  continuous  dynamical  system;  barrier  certificate;  probably  approximately  correct  (PAC);  interval  linearization;  mixed-integer

programming

安全验证问题是利用形式化方法证明系统在运行过程中满足指定安全需求的重要研究问题. 这类研究对涉及

安全攸关系统的应用领域尤为重要, 例如自动驾驶汽车 [1]、医疗设备 [2]、航空航天 [3]等多个领域, 对人类生命安全、

环境保护以及重要基础设施的正常运行具有重大意义. 形式化验证是对动力系统进行验证的重要方法, 主要可分

为准确验证和概率验证两种方式. 而安全攸关动力系统通常涉及多个复杂因素的相互作用, 包括物理动力学、控

制算法和环境因素等. 在验证过程中, 不确定性和噪声的影响使得系统的行为难以预测. 此外, 动力系统的状态空

间通常是高维的, 增加了验证的复杂性. 因此, 通过准确验证处理这些复杂系统时常常面临极大的限制和困难, 导
致一系列方法在实际应用中问题规模受到一定限制, 一般在 20维以内.

在许多实际应用中, 系统安全性的需求往往可以通过达到一定的概率精度来满足. 系统安全性的概率验证分

析是一个关键的研究领域. 主要包含两种类型的问题, 其中一类问题是寻求系统的概率近似安全性, 即在高置信度

下保证系统的安全性, 另一类问题通过确定系统安全概率的下界来进行安全性评估. 之前的研究中, Xue等人采用

概率近似正确 (probably approximately correct, PAC)学习框架 [4], 通过生成 PAC障碍证书 (barrier certificate, BC)

验证系统的概率安全性 [5]. 然而, 当需要达到很高的安全概率要求时, 部分样本点可能始终无法满足安全条件. 为

了应对这种情况, Xue等人采取将这些样本点进行丢弃的方法 [5]. 本文提出了生成一组组合式 PAC障碍证书的算

法, 在验证复杂动力系统的安全性时, 能够更加灵活地求解. 该算法采用反例制导的方法学习一组障碍证书, 直到

验证过程中没有反例点为止. 组合式障碍证书采用多个障碍证书联合的思想, 提高了整体的性能和鲁棒性, 允许在

优化问题求解过程中纠正由于样本和概率不完备性导致的误差, 并且能够有效地改善验证结果. 与先前的方法相

比, 本文提出的方法通过概率方式描述连续动力系统的安全性, 在准确验证方法无法验证系统安全性的情况下, 本

方法能够进行定量的概率分析, 从而有效地验证高维复杂系统的安全性. 需要指出的是, 虽然概率方法提供了系统

安全性的定量评估, 但这并不意味着可以确保绝对的安全.

ε β 1−β
1−ε M

M

为了学习单个 PAC 障碍证书, 本文提出一种基于大 M 法的混合整数规划方法进行求解. 在给定安全需求阈

值参数   和置信度水平参数   的情况下, 该方法的目标是学习在初始区域上至少   的置信度下满足安全属性的

概率大于等于   的概率障碍证书. 通过引入常数   和二进制变量, 能够将不满足约束条件的点进行调整, 以满

足对障碍证书的要求. 具体地, 对于每个从初始区域中随机采样的样本点, 将其对应的约束减去   乘以二进制变

量. 当二进制变量为 1时, 约束条件对该点不产生影响; 当二进制变量为 0时, 该点必须满足约束条件. 通过在优化

目标中最小化所有二进制变量的和, 目标是使不满足原问题约束条件的点的数量尽可能少, 以提高验证的效率和

可行性. 基于大M法的混合整数规划方法能够有效处理 PAC学习中可能出现的不满足约束条件的情况. 为了处

理约束条件, 本文采用场景优化方法 [6]和区间不等式线性化方法 [7−10], 并通过基于微分中值定理的非线性不等式

区间化方法, 将非线性不等式转化为线性不等式 [11], 使用数值优化器 Gurobi进行求解. 这种方法相比直接进行区

间乘法运算能够更准确地近似原始约束, 并提高优化问题的求解效率. 通过求解上述优化问题, 可以计算出具有鲁

棒性和可信度的 PAC障碍证书.
本文旨在为连续动力系统的概率安全性验证提供一种创新方法. 通过结合 PAC学习框架、基于大M法的混

合整数规划和反例制导方法, 可以获得一组组合式的 PAC障碍证书, 从而提高系统概率安全性的保障. 为了验证

方法的有效性和适用性, 本文将该方法应用于 11个连续动力系统的概率安全性验证任务, 并与现有验证方法进行

对比实验. 结果表明, 所提方法在保证准确性的前提下, 大大减少了计算时间和空间的开销. 进一步推动连续动力

系统概率安全验证领域的发展. 综上, 本文的主要贡献包括以下内容.
● 提出了通过反例制导方法学习一组组合式 PAC障碍证书的算法, 增强了连续动力系统的概率安全保障.
● 将问题转化为基于大M法的混合整数规划问题, 使不满足约束条件的点的数量最小化, 从而提高障碍证书
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的鲁棒性和可信度.
● 通过场景优化方法和基于微分中值定理的区间化方法将非线性不等式转化为线性不等式, 能够更加近似原

始约束, 提高优化问题的求解效率.
● 实现了组合式 PAC障碍证书生成工具 CPBC, 并在 11个基准系统上评估其性能. 实验结果表明该工具成功

验证了所有样例的概率安全性, 并且相比现有方法对于验证复杂系统或高维系统更高效.
本文第 1 节介绍相关工作. 第 2 节介绍预备知识. 第 3 节介绍动力系统概率安全验证任务. 第 4 节介绍组合

式 PAC障碍证书的动机和计算方法. 第 5节介绍算法流程, 并通过具体例子展示计算方法. 第 6节对 11个非线性

连续动力系统进行实验评估. 第 7节总结全文. 

1   相关工作

在实际应用中, 许多安全攸关系统都是基于连续动力系统构建的. 对于验证连续动力系统的安全性, 不变量生

成是一种成熟的近似方案, 可为系统在无限时间范围内的安全性提供可靠的证明. 不变量可以采用多种形式构建,
比如通过障碍证书 [12]证明系统在无限时间范围内的安全性. 通过预先指定的模板, 可以将问题简化为数值优化或

约束求解问题 [13−16]. 使用障碍证书进行验证的最初想法是由 Prajna等人 [17]提出的. 障碍证书能否成功合成与 3个
因素密切相关, 即障碍证书模板的形式、障碍证书条件的编码以及生成障碍证书的计算方法. 研究一直致力于各

种形式的障碍证书, 力图在表达性和合成可行性之间取得平衡. 障碍证书可以按照其形式和验证方法的不同, 分为

确定形式和概率形式.
确定形式的障碍证书通常用于验证确定性连续动力系统的安全性. 其中, 障碍证书的形式是一个确定的函数

或多项式, 能够精确地描述系统的安全区域和边界. 确定形式的障碍证书可以通过数值计算或数学推导方法来判

断其是否存在, 并可用于保证系统在给定约束条件下保持在一个安全区域内. Prajna等人 [17,18]采用正立方体定理

推导出障碍证书的平方和程序, 这导致了一个属于 NP难问题的双线性矩阵不等式求解问题. Sloth等人 [19]建立了

一种组合形式的条件, 用于验证特定类别的动力系统的安全性. Kapinski等人 [20]提出了一种基于 Lyapunov函数的

障碍证书, 比 Prajna提出的障碍证书更保守但更易于处理. Platzer等人 [21]探讨了微分不变量来扩展障碍证书的思

想, 考虑多项式等式和不等式的布尔组合, 扩展了障碍证书的范围, 从而可以描述更广泛的系统安全性问题.
Sogokon 等人 [22]采用一种称为类 Lyapunov 函数方法的技术, 来放宽障碍证书的导数条件, 以保持搜索空间的凸

性, 从而能够搜索具有更一般特征的更广泛的障碍证书. 对于障碍证书条件的编码, 一种常用方法是使用平方和多

项式和半定规划理论将验证条件转化为凸优化问题 [18,23,24]. 另一种方法是使用 Hamilton-Jacobi可达性分析的概念,
将验证条件编码为偏微分方程 [25]. 在确定形式的障碍证书生成的计算方面, 最广泛使用的方法是平方和编程和

BMI求解 [23], 已成功应用于各种类型的系统. Zeng等人 [26]提出使用 Darboux形式的障碍证书来保证系统的安全

性, 其基于代数曲线定义, 并可以对系统的轨迹施加约束.
概率形式的障碍证书适用于具有确定性或随机性的系统, 可以描述系统在一定概率下保持在安全区域内的可

能性, 更全面地考虑系统的不确定性. 现有研究大多数采用统计模型检验 [27,28]或概率可达集计算 [29,30]来验证随机

系统. 但统计模型检验只能提供统计保证 [31]. 概率形式的障碍证书可以通过随机模型或随机过程来定义. 随机模

型通常基于概率分布函数或随机变量, 用于描述系统的随机性质. 随机过程是一种描述随机行为随时间演变的数

学工具. Xue 等人 [5]使用 PAC 框架定义概率障碍证书, 旨在研究在给定样本和一定置信度的情况下, 如何从训练

数据中学习出一个在未知数据上表现良好的模型, 来验证受扰动输入的动力系统的概率安全性. Huang等人 [32]提

出一种基于障碍证书的随机初始状态半代数混成系统的概率安全验证方法, 将概率安全验证问题转化为在初始状

态空间中寻找可找到的障碍证书的最大内切区域的问题. Kumar 等人 [33]使用高斯过程对残差动态的投影建模为

控制障碍函数, 结果表明相比神经网络的确定性方法, 概率方法能够显著减少安全违规次数. Luo等人 [34]提出了概

率安全障碍证书 (PrSBC), 使用控制障碍证书来定义概率安全的可能控制动作的空间, 通过约束机会约束安全集

的二次规划来确定安全控制器. Jing等人 [35]提出了一种安全性和性能规范的障碍证书, 该证书通过在长期概率上
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定义的前向不变性的新概念, 集成了基于可达性和基于不变性的方法, 能保证多全局目标的随机安全控制技术. 随
着概率形式障碍证书技术的发展, 其将在越来越多的实际应用中发挥重要作用, 为复杂系统的概率安全性提供更

全面的保障. 

2   预备知识

本节将介绍动力系统的概率安全性问题、场景优化方法和基于微分中值定理的区间线性化方法. 

2.1   动力系统安全性

考虑一类由自治型常微分方程建模的连续动力系统: 

ẋ = f (x) (1)

x ∈ Rn ẋ dx/dt t ∈ R+0 f : Rn→ Rn D ⊆ Rn

f D x0 [0,T ]

x(x0, t)

其中,    是状态向量,    表示其时间导数   ,    表示时间,    是在状态空间   上定义的向

量场. 假设   满足局部利普希茨条件, 使得在状态空间   中对于每个初始状态   , 存在一个有限的时间区间   ,
在该区间内动力系统有唯一解   .

X ⊆ D X0 ⊆ X X Ω X0

C = ( f ,X0,Ω,X)

Xu ⊆ X X0

Xu C

动力系统 (1) 通常配有系统状态空间   和初始区域   ,    为一个有界紧集.    为   服从的分布, 用
于选择初始连续状态. 将动力系统表示为四元组   . 然而, 动力系统在实际应用中面临着安全性的挑

战. 安全性指系统在运行过程中具有始终不会进入非安全区域的性质. 对于连续动力系统而言, 安全性的保证至关

重要, 因为系统的异常状态可能导致严重的后果. 给定一个预先指定的非安全区域   , 如果从初始区域   出

发的系统轨迹在任意时间内都不会进入非安全区域   , 则称动力系统   是安全的.

C = ( f ,X0,Ω,X) Xu ⊆ X Xu∩X0 = ∅

X Xu x0 ∈ X0 T ⩾ 0

定义 1 (安全性). 对于一个连续动力系统   和给定的非安全区域   , 其中   , 若系

统轨迹始终在   中并且不会进入非安全区域   , 即对任意   , 任意   : 

∀t ∈ [0,T ], (x(x0, t) ∈ X)∧(x(x0,T ) < Xu),

则称该系统是安全的.
定义 1是对于动力系统安全性的语义定义, 旨在确保系统在运行过程中始终不会进入非安全区域. 动力系统

通常由非线性常微分方程表示, 由于难以获得精确解, 对于动力系统的安全性验证一直以来是一个具有挑战性的

问题. 目前能够验证的问题规模受到一定的限制, 一般局限在 20维以内. 然而, 如果允许系统在一定概率情况下不

满足安全性质, 即不要求所有从初始区域出发的状态轨迹都完全避开非安全区域, 这样的系统被称为概率安全系

统. 动力系统的概率安全性对系统的安全性进行定量分析, 扩展了问题规模的可行性, 使其适应更为复杂的实际工

业问题, 有效地处理了不确定性因素. 定义 2为动力系统的概率安全性定义.

C = ( f ,X0,Ω,X) ε ∈ (0,1) β ∈ (0,1)

1−β 1−ε
定义 2 (概率安全性). 连续动力系统   关于   和   是概率近似安全的, 如果在至少

 的置信度下, 动力系统满足安全性质的概率大于等于   .

1−β Ω x0

1−ε

Ω

定义 2表明若动力系统是概率近似安全的, 则在至少   的置信度下, 从满足   的随机初始状态   出发的状

态点在后续演化中不会进入非安全区域的概率至少为    . 系统的概率安全性是通过 PAC 学习框架定义的.
PAC学习框架广泛应用于机器学习领域, 是一种基于统计学习理论的方法. 该方法提供了在有限数据集上通过随

机采样评估系统安全性的方法. 目的是在给定安全需求阈值参数和置信度水平参数的情况下保证学习部分的训练

效果, 使得该框架适用于形式验证的目的. 本文仅考虑   为均匀分布的情况, 然而, 本文的方法也适用于其他分布

情况. 

2.2   场景优化方法

∆ ∆ P

hδ(γ) ⩽ 0,∀δ ∈ ∆ P

∆ δ K δ(1), δ(2), . . . , δ(K) K

场景优化方法 (scenario optimization approach)[6]是一种用于解决具有无限个约束的凸优化问题的有效技术.
在这种方法中, 假设对不确定性进行概率描述, 通过一组   以及   上的概率分布   来表示不确定性, 将不确定性引

入优化问题的建模中, 具有统计形式的保证. 由于在计算中无法处理大量的约束   , 通过概率分布 

在   上随机采样不确定性参数   的   个独立同分布的样本   , 并将原问题转化为求解与这   个样本
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相关的约束优化问题, 从而降低计算复杂度. 假设原凸优化问题为:  min
c

cTγ

s.t. hδ(γ) ⩽ 0,∀δ ∈ ∆
(2)

将求解无限个约束的凸优化问题转化为求解有限个约束的凸优化问题:  min
c

cTγ

s.t. hδ(i) (γ) ⩽ 0, i = 1,2, . . . ,K
(3)

δ(i) K

K

公式 (3)放松了公式 (2), 因为它只考虑了与采样的样本   相对应的   个有限约束, 若公式 (3)无解, 则公式 (2)
的解集为空集. 由于公式 (3)的约束有限, 并且是一个凸优化问题, 因此只要   不是一个非常大的数, 可以通过数

值优化器进行求解.
K K

K

K K

在场景优化方法中, 最关键的是如何选择适当的样本数   , 以保证得到足够准确的优化结果. 通常,    的取值

要足够大, 以确保样本的覆盖性和可靠性. 然而   又不能过大, 应尽量减少计算成本. 因此, 对于不同的问题和应用

场景, 需要综合考虑样本数   的选择, 以平衡准确性和计算效率之间的权衡. 对于样本数   , 存在以下定理.

γ∗ ε ∈ (0,1)

β ∈ (0,1)

定理 1. 若公式 (3) 可行并且存在唯一的最优解    , 给定安全需求阈值参数    和置信度水平参数

 , 如果满足 

ε ⩾
2
K

(
ln

1
β
+m

)
(4)

K ∆ m 1−β γ∗ ∆

1−ε P({δ ∈ ∆|hδ(γ∗) ⩽ 0}) ⩾ 1−ε
其中,    为从   中随机采样的样本数,    为约束中优化变量的个数, 那么至少在   的置信度下最优解   满足 

中所有约束的概率大于等于   , 即   . 

2.3   基于微分中值定理的区间线性化方法

AI x ⩽ bI AI = {A | A ⩽ A ⩽ A} m×n bI = {b | b ⩽ b ⩽ b}
m x0 AI x ⩽ bI Ax0 ⩽ b A ∈ AI b ∈ bI XS

对于线性区间不等式组   , 其中   是一个   维区间矩阵,    是一个

 维区间向量. 向量   是   的一个强解, 若满足   对于每个   和   都成立. 用   表示所有强

解的集合, 有以下命题成立.
AI x ⩽ bI XS = {x1− x2 | Ax1−Ax2 ⩽ b, x1 ⩾ 0, x2 ⩾ 0}

AI x ⩾ bI XS = {x1− x2 | Ax1−Ax2 ⩾ b, x1 ⩾ 0, x2 ⩾ 0}
命题 1. 若线性区间不等式组   有解, 则所有强解的集合   . 若线

性区间不等式组   有解, 则所有强解的集合   .

若想得到具有区间数值的线性不等式系统的强解, 则可以通过命题 1 将区间不等式转化为线性规划问题计

算. 定义 3定义了区间运算的基本规则.

X = [a,a] Y = [b,b] X ·Y = [min{ab,ab,ab,ab},max{ab,ab,ab,ab}]
X−Y = [a−b,a−b] c X± c = [a± c,a± c] cX = [ca,ca]

定义 3 .  已知区间    和区间     ,  则区间     ,  区间

 . 给定一个常数   ,    ,    .

g(x)

x ∈ [x, x]

每个区间表示为一对下界和上界, 当线性化一个区间不等式时, 更小的区间长度通常近似效果更好, 因为这意

味着下界和上界的差异更小, 可以减少线性化过程中的误差和近似带来的不确定性. 对于已知的连续函数   ,
 , 由微分中值定理可知: 

g(x)−g(x) =
∂g
∂x

(ζ)(x− x), ζ ∈ [x, x].

定理 2引入基于中值定理的连续函数区间化方法.

g(x) : Rn→ R, x ∈ [x, x] x̆ =
x+ x

2
定理 2. 给定一个连续函数   , 中点   , 则

 

g(x) ∈ g(x̆)+
∂g
∂x

([x, x])[x− x̆, x− x̆],

∂g
∂x

([x, x]) g(x)其中,    表示对   的偏导直接进行区间乘法运算得到的结果.

基于微分中值定理的区间线性化方法首先通过定理 2 将连续函数转化为区间形式, 再通过命题 1 进行线性

化. 与直接通过区间乘法运算得到的结果相比, 该方法得到的区间长度更短, 更加近似精确值. 接下来通过一个例
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子说明直接进行区间乘法运算与基于微分中值定理区间化方法的不同之处.

g(x) = x3−2x2+4x, x ∈ [4,5] g(x) ∈ [48,95]

g(x) ∈ [30,113] x̆ = 4.5, g(x)

g′(x) = 3x2−4x+4, x ∈ [4,5] g′(x) g′(x) ∈ [32,63] g(x) ∈ g(4.5)+

g′(x)(x−4.5) = [37.125,100.125] [30,113]

例 1: 假设连续函数   , 通过单调性可知   . 如果对于函数的每一项直接

通过区间乘法运算后可以得到   . 基于微分中值定理的区间化方法首先得到中点   再将   进

行求导得     .  将    通过定义 3 进行区间运算得     ,  所以  

 , 区间长度比   小.
通过例 1的演示, 可以发现, 使用定理 2进行区间化运算相比于直接对连续函数的每一项进行区间乘法运算,

更加接近于原问题的准确值. 

3   动力系统的概率安全验证

在动力系统的安全性验证方面, 一种流行的方法是使用障碍证书. 由于动力系统的安全性验证问题通常具有

不确定性, 即使对于具有简单动力学的系统也是如此. 近年来, 对于系统的概率安全性分析问题受到广泛关注, 其
中一种方法是通过定量安全性取代定性安全性, 即不要求系统轨迹一定不能到达某个非安全区域. 本节首先介绍

通过障碍证书 (barrier certificates, BC)来验证系统的安全性概念, 属于定性安全性. 然后介绍概率障碍证书验证系

统的安全性概念, 属于定量安全性. 

3.1   障碍证书

障碍证书是一种提供形式化框架的方法, 通常用一个函数来定义, 具体形式取决于系统的特定要求和约束, 可
以是多项式函数、线性不等式或差分不等式. 障碍证书将系统的状态空间划分为两个区域, 分别包含初始状态的

前向可达状态集和非安全区域的反向可达状态集. 障碍证书的设计满足一定的条件, 即系统的状态始终保持在定

义的安全边界内, 并满足所需的安全属性. 通过验证障碍证书的存在性, 可以确定系统是否能完全避免进入非安全

区域, 正式证明系统的安全性. 在没有精确解的情况下, 也能够确保系统满足非线性方程的要求. 障碍证书有多种

变体, 对应多种不同的计算方法. 本文将障碍证书定义为多项式形式, 但本文的方法并不局限于多项式形式.

C = ( f ,X0,Ω,X) Xu ⊆ X

B : Rn→ R
定理 3 (障碍证书) [22]. 给定一个连续动力系统    和相应的非安全区域    , 若障碍证书

 存在, 则需要满足以下条件:

∀x ∈ X0, B(x) ⩽ 0;BC1.  

∀x ∈ Xu, B(x) > 0;BC2.  

∀x ∈ X,
∂B
∂x

(x) f (x)+λB(x) ⩽ 0 λ ∈ RBC3.    , 其中,    为一个固定的常数.

B(x) B(x)

B(x) = 0 B(x) ⩽ 0

B(x) > 0

B(x)

障碍证书   将可达区域中的所有状态映射为非正实数, 将非安全区域中的所有状态映射为正实数.   的

零级集合将初始区域与非安全区域分开, 要求系统状态在连续演化过程中, 当   时不会将满足   的状

态演变为满足   的状态 [36]. 定理 3将障碍证书视为与时间无关的量来刻画系统的安全性. 若能找到一个满

足 BC1–BC3的   , 则可以说明该系统是安全的. 

3.2   概率障碍证书

ε β

概率障碍证书用于验证动力系统的概率安全性. Xue等人通过限制系统出现不安全行为的概率在一定置信度

下保持在定量安全的目标范围内, 将满足这一性质的系统称为概率近似安全的. 通过统计推断和有限样本建模, 利
用 PAC 障碍证书验证动力系统的概率安全性, 可以更全面地评估复杂动力系统或高维动力系统的安全性. 基于

PAC 学习的保证和场景优化方法将训练数据的大小与安全需求阈值参数   和置信度水平参数   相关联. 基于定

理 3, 提出了通过学习连续动力系统的 PAC障碍证书 (probably approximately correct barrier certificates, PBC)来证

明系统的概率近似安全性.

C = ( f ,X0,Ω,X) Xu ⊆ X B : Rn→ R
ε ∈ (0,1) β ∈ (0,1)

定义 4 (PAC 障碍证书). 给定一个连续动力系统   和相应的非安全区域   , 若 

是关于安全需求阈值参数   和置信度水平参数   的 PAC障碍证书, 则需满足下述条件:

∀x ∈ Xu, B(x) > 0PBC1.    ;
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∀x ∈ X,
∂B
∂x

(x) f (x)+λB(x) ⩽ 0, λ ∈ RPBC2.    其中   为一个固定的常数;

1−β P({x ∈ X0 | B(x) ⩽ 0}) ⩾ 1−εPBC3. 在置信度至少为   的条件下,    .

B(x) 1−β X0

1−ε
ε

若函数   满足 PBC1–PBC3, 则在至少   的置信度下, 可以说明从初始区域   出发的状态在连续演化过

程中不会进入非安全区域的概率至少为   . PAC 学习框架定义了一个学习算法可以产生 PAC 障碍证书的概

率, 即其安全需求阈值参数小于某个给定的阈值   , 并且安全需求阈值参数可以通过训练数据的规模来控制. 相较

于传统的穷尽搜索或确定性方法, 该方法能够更高效地计算出具有一定置信度的概率障碍证书, 从而减少计算的

复杂性. PAC障碍证书满足以下定理.

B : Rn→ R ε ∈ (0,1) β ∈ (0,1) C = ( f ,X0,Ω,X)

1−β 1−ε
定理 4. 若   是关于   和   的 PAC 障碍证书, 则连续动力系统   在至少

 的置信度下, 满足安全性质的概率大于等于   .

C = ( f ,X0,Ω,X) Xu ⊆ X B(x,c) : Rn→ R λ c

B(x,c) ε ∈ (0,1) β ∈ (0,1)

对于 PAC障碍证书的求解, 可以将问题转化为在初始区域上通过场景优化方法求解的优化问题. 给定一个连

续动力系统   和相应的非安全区域   , 存在一个函数   和一个常数   ,    为障碍证

书中每一项的系数,    是关于安全需求阈值参数   和置信度水平参数   的 PAC障碍证书, 如果

满足以下约束条件:  

min
c

∫
X0

B(x,c)dx

s.t.



∧
i=1,2,...,K

B(x(i),c) ⩽ 0, x(i) ∈ X0

B(x,c) > 0, ∀x ∈ Xu

∂B
∂x

(x,c) f (x)+λB(x,c) ⩽ 0, ∀x ∈ X

(5)

B(x,c) B(x,c) ⩽ 0

Xu

通过最小化   在初始区域上的积分使得从初始区域出发的状态尽可能多地满足   , 即一组状态

使得轨迹永远不会进入非安全区域   .

c∗ ε ∈ (0,1)

β ∈ (0,1) K

定理 5[5]. 若上述优化问题可行并且存在唯一的最优解   , 给定安全需求阈值参数   和置信度水平参数

 的条件下, 随机采样数   满足: 

K ⩾
2
ε

(
ln

1
β
+m

)
,

m 1−β P({x ∈ X0 | B(x) ⩽ 0}) ⩾ 1−ε C = ( f ,X0,Ω,X)

1−ε
其中,    为优化变量的个数. 则在至少   的置信度下   , 即动力系统   满

足安全性质的概率至少为   . 

4   组合式概率障碍证书生成方法

本节通过使用场景优化方法和基于微分中值定理的区间线性化方法将 PAC障碍证书的求解问题转化为基于

大 M法的混合整数规划问题, 并且提出通过反例制导方法生成一组组合式的 PAC障碍证书来验证动力系统的概

率安全性. 

4.1   基于大 M 法的混合整数规划方法

X0 K

M

B(x,c) =
∑

α∈M
cαxα M K

y(i) ∈ {0,1}, i = 1,2, . . . ,K C = ( f ,X0,Ω,X)

Xu ⊆ X B(x,c) : Rn→ R λ ε β

B(x,c)

在约束条件 (5) 中, 通过场景优化方法从初始区域   中随机采样   个样本点, 然而, 这些样本点并不一定能

够全部满足约束条件. 为了确保能够得到一个 PAC障碍证书, 引入常量   作为罚因子, 将优化问题 (5)转化为一

个混合整数规划问题. 希望不满足约束条件的样本点的数量尽可能少, 即使在某些样本点为反例点的情况下, 依然

能够得到优化问题的解. 本文选择障碍证书模板   . 具体地, 通过引入一个很大的正常数   和 

个二进制变量   来调整原始约束条件 (5). 给定一个连续动力系统   和相应的

非安全区域   , 存在一个函数   和一个常数   , 在安全需求阈值参数   和置信度水平参数   给定

的情况下, 通过求解以下优化问题来计算   : 
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

min
c,y(i) ,i=1,...,K

∫
X0

B(x,c)dx+
∑K

i=1
y(i)

s.t.



∧
i=1,2,...,K

B(x(i),c)−My(i) ⩽ 0, x(i) ∈ X0 (6)


B(x,c)−ς ⩾ 0, ∀x ∈ Xu

∂B
∂x

(x,c) f (x)+λB(x,c) ⩽ 0, ∀x ∈ X (7)

ς λ x(1), x(2), . . . , x(K) X0 K M

y(i)

y(i) = 0 x(i) y(i) = 1 x(i) x(i)∑K

i=i
y(i)

其中,    为一个很小的常数,    为一个固定的常数,    是从初始区域   中随机采样的   个样本点. 
为一个很大的正数, 通过预先定义来确保该约束对目标函数的影响足够大, 从而实现对    的取值的限制. 当

 时, 对应的   满足约束条件. 当   时, 约束条件对   不产生影响,    为一个反例点. 通过最小化反例

点的数量   来获得具有鲁棒性和可信度的障碍证书, 以提高系统的概率安全性保障.

c∗ ε ∈ (0,1) β ∈ (0,1)

K

定理 6. 若   是上述优化问题的最优解, 在给定安全需求阈值参数   和置信度水平参数   的条件

下, 随机采样数   满足: 

K ⩾
2
ε

(
ln

1
β
+m+1

)
,

m B(x,c) 1−β P({x ∈ X0 | B(x,c∗) ⩽ 0}) ⩾ 1−ε C = ( f ,X0,

Ω,X) 1−ε
其中,    为   中优化变量的个数, 则在至少   的置信度下   , 即动力系统 

 满足安全性质的概率至少为   .

Xu X IXu IX Xu ⊆ IXu ,X ⊆ IX

直接求解上述优化问题是很困难的, 因为求解公式 (7)是一个 NP难问题. 通过基于微分中值定理的区间线性

化方法, 将公式 (7)转化为线性不等式, 从而将障碍证书的求解转化为线性优化问题, 便于直接通过数值优化器 Gurobi
进行求解, 为 PAC障碍证书的计算提供了一个新方法. 在将公式 (7)通过区间不等式线性化之前, 首先要将所给非

安全区域   和系统状态空间   分别用区间   和   表示, 其中   . 先通过定理 2将非线性不等式转化

为区间不等式, 再使用命题 1将每个优化变量用两个非负变量的差表示, 从而转化为线性不等式. 本文通过实验证

明了该区间线性化方法在验证复杂动力系统时, 能在更高的安全概率下成功验证动力系统的概率安全性. 这表明

使用定理 2能有效减小区间长度, 更接近准确解, 从而大大提高区间运算的效率. 

4.2   组合式障碍证书

由于将原始优化问题 (5) 转化为基于大 M法的混合整数规划方法存在一个潜在的问题, 即从初始区域中随

机采样的样本点可能存在部分样本点不满足原始优化问题 (5)的约束条件的情况, 也就是计算出来的障碍证书在

某些样本点处的值并不满足在初始区域上非正的条件. 基于此, 本文提出学习一组组合式 PAC障碍证书 (composi-
tional PAC barrier certificates, CPBC)来解决动力系统概率安全性验证的问题. 通过场景优化方法和基于大 M法的

混合整数规划方法学习 PAC障碍证书. 将样本点代入原问题中进行验证, 不满足初始区域上的约束条件的点作为

反例点. 本文通过使用反例制导方法学习一组组合式的 PAC障碍证书, 来提高动力系统概率安全验证的保障. 为
了能更具体地说明本文所提方法的应用和优势, 通过例 2进行阐述.

例 2: 给定一个连续动力系统   ẋ1

ẋ2

 = −x1+ x1x2

− x2

 ,
X = {x ∈ R2 : −2.5 ⩽ x1, x2 ⩽ 2.5} X0 = {x ∈ R2 : −0.5 ⩽ x1 ⩽ 0,−1 ⩽ x2 ⩽ 1} X0

Xu = {x ∈ R2 : 1.2 ⩽ x1 ⩽ 2,−2 ⩽ x2 ⩽ −0.17}
系统状态空间   , 初始区域   ,    服从均匀分布,
非安全区域   .

ε = 0.1 β = 10−12 M = 104

K = 813

B0 = −12.858+8.958x1−15.0x2

若安全需求阈值参数   , 置信度水平参数   ,    . 由定理 6可知在初始区域中随机采样的样

本数   . 通过基于大 M 法的混合整数规划方法, 在初始区域中随机采样 813 个样本点学习 PAC 障碍证书

 .

B0 B0

K B0 B0(x) ⩽ 0

如图 1 (a)所示, 绿框和红框分别代表初始区域和非安全区域,    由黑色直线表示, 目标是希望   将两个区域

分隔开. 接下来通过将   个样本点代入   , 验证是否满足初始区域上的原始约束条件   . 计算可知存在 5
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A(−0.112,−0.993) B(−0.104,−0.928) C(−0.072,−0.922) D(−0.009,−0.963) E(−0.063,−0.974)

X1 X2 X2 X1 K

B1 = −8.907+7.287x1−10.998x2 X2 K

B2 = −0.099+3.666x1+1.573x2

个反例点   、   、   、   、   . 将
初始区域划分为上半部分   和下半部分   两个区域, 其中   包含所有反例点. 从   中随机采样   个点, 学习 PAC
障碍证书   , 如图 1 (b) 中的黑色直线所示. 从   中随机采样   个点, 学习 PAC 障

碍证书   , 如图 1 (b)中的蓝色直线所示.
 
 

(a)

x1

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

0

−0.5
−1.0
−1.5
−2.0
−2.5

−2.5 −2.0 −1.5 −1.0 −0.5 0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

x
2

(b)

x1

2.5

2.0

1.5

1.0

0.5

0

−0.5
−1.0
−1.5
−2.0
−2.5

−2.5 −2.0 −1.5 −1.0 −0.5 0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

x
2

Barrier border Barrier border

图 1　组合式障碍证书效果图
 

X1 X2 B1 B2 B1(x) ⩽ 0 B2(x) ⩽ 0

1−10−12 X1 X2

B1 B2 X0 Xu

1−10−12 B1 B2

将   和   中的采样点分别代入   和   验证可知满足原始约束条件   和   , 分别可以说明在

至少   的置信度下, 从   出发的状态在连续演化过程中满足安全性质的概率至少为 0.9, 从   出发的状态

在连续演化过程中满足安全性质的概率至少为 0.9.   和   一起将初始区域   与非安全区域   分隔开. 因此可

以表明在至少   的置信度条件下, 该动力系统满足安全性的概率至少为 0.9.    和   称为该系统的一组

PAC障碍证书, 共同验证系统的概率安全性.
基于以上例子所带来的启发, 本文提出学习一组组合式 PAC障碍证书的方法, 以解决样本点中可能存在反例

点的问题.
C = ( f ,X0,Ω,X) Xu ⊆ X

B1,B2, . . . ,Bn ε ∈ (0,1) β ∈ (0,1)

定义 5 (组合式 PAC 障碍证书). 给定一个连续动力系统    和相应的非安全区域    , 若
 是关于安全需求阈值参数   和置信度水平参数   的一组组合式 PAC 障碍证书, 则需满

足下述条件:
∀x ∈ Xu,Bi(x) > 0, i = 1,2, . . . ,nCPBC1.    ;

∀x ∈ X,
∂Bi

∂x
(x) f (x)+λBi(x) ⩽ 0, i = 1,2, . . . ,n, λ ∈ RCPBC2.    其中   为一个固定的常数;

∀x(1)
i , x

(2)
i , . . . , x

(K)
i ∈ Xi

∧
j=1,2,...K

Bi(x( j)
i ) ⩽ 0 i = 1, . . . ,n {X1, . . . ,Xn} X0 K XiCPBC3.    ,    ,    为真, 其中   是   的划分,    是从子块 

中随机采样的样本数且满足公式 (8).
B1,B2, . . . ,Bn Xi K Bi, i = 1,2, . . . ,n

ε ∈ (0,1) β ∈ (0,1)

1−ε

对于所得到的一组组合式 PAC障碍证书   , 只需每个   中   个样本点对于   都有能

满足的安全性质. 由于样本数由安全需求阈值参数   和置信度水平参数   决定, 并且对于每个 PAC
障碍证书所学习的样本点不同, 因此系统的安全概率为   . 组合式 PAC障碍证书的安全概率由以下定理可得.

B1,B2, . . . ,Bn

1−β C = ( f ,X0,Ω,X) 1−ε
定理 7 (组合式 PAC 障碍证书概率安全性). 假设   为一组组合式 PAC 障碍证书, 满足 CPBC1–3,

则在至少   的置信度下, 可以说明系统   在至少   的概率下满足安全性质.
如图 2所示为组合式 PAC障碍证书的构造框架, 具体流程如下:

π(1) = {X0} X0 i = 1 L = 100(1) 令   是初始区域   的一个划分; 组合式 PAC障碍证书集合 CPBC={};   ;   ;

π(i) = {X(i)
1 , . . . ,X

(i)
ni
} ni π(i) K

B(i)
1 , . . . ,B

(i)
ni

(2) 对于   中每个子块,    为当前   中包含的子块个数, 随机采样   个点, 并利用大 M法分别

计算相应子块的 PAC障碍证书   ;

T = {} X(i)
j K B(i)

j (x) ⩽ 0 j = 1,2, . . . ,ni(3) 令   ; 分别对每个子块   中的   个样本点检验是否满足条件   ,    , 若均满足则将
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B(i)
j (x) X(i)

j X(i)
j T 存入集合 CPBC; 否则   中存在反例点, 将   存入到   中;

T = {} i = i+1 π(i) T T

X j X j K

(4) 若   , 则返回组合式 PAC障碍证书集合 CPBC; 否则, 令   , 构造   为   的加细划分, 即将   中

每一个元素   划分成两个子块, 使得其中一个子块包含   的   个样本点中所有的反例点, 另一子块包含非反例点;
i = L(5) 若   则结束, 否则重复步骤 (2)–(4).

  

连续系统
ẋ=f (x)

采样样本点

场景优化

区间线性化
样本点代入原始条件

基于大 M 法的混合整数规划

将包含反例点的区域进行划分

学习 验证

是

一组 B

否

B

B 满足初始
区域的安全性?

图 2　组合式 PAC障碍证书构造框架
 

由于优化问题采用基于大M法的混合整数规划方法, 在约束中引入了新的变量, 因此可能存在反例点. 通过

将包含反例点的区域进行划分后再分别对每个区域计算 PAC障碍证书, 能够更好地逼近原问题的约束, 从而生成

一组组合式 PAC障碍证书来共同验证动力系统的概率安全性, 提高验证的准确性. 这种反例制导方法允许在优化

过程中纠正由于样本和概率不完备性导致的误差, 并且能够改善验证结果.
在应用场景方面, 生成一组组合式 PAC障碍证书的方法适用于各种安全攸关系统, 如机器人控制系统、自动

驾驶等, 从而验证系统的概率安全性. 例如, 在给定安全需求阈值参数和置信度水平参数的条件下, 对机器人控制

系统进行验证, 以确保机器人在复杂环境中执行任务时不会出现意外行为. 对自动驾驶系统验证其在不同交通条

件和道路情况下的概率安全性, 确保驾驶的可靠性和安全性.
因此, 本文提出的求解组合式障碍证书的方法为验证动力系统的概率安全性提供了一种有效的、全面的、可

靠的方式, 在许多复杂系统的概率安全性验证中具有重要作用, 并在自动化、机器学习等领域中有广泛的应用潜力. 

5   算法与用例展示

本节首先介绍使用混合整数规划方法生成一组组合式 PAC障碍证书的算法, 再通过一个三维实例进行详细

介绍. 

5.1   算　法

ε β M π(i)

X0 τ i L

K i L π(i) Ū

K ū

B ū

B B Ū

算法 1展示了本文所提出的组合式 PAC障碍证书的生成算法. 对于一个给定的连续动力系统和非安全区域,
首先定义安全验证的安全需求阈值参数   和置信度水平参数   , 给定一个很大的正常数   , 将划分   初始化为

 , 将临时存储集合   初始化为空集, 将组合式障碍证书集合 CPBC初始化为空集, 将变量   初始化为 1,    初始化

为 100,    为满足定理 6的随机采样数. 当   小于   时, 开始循环 (第 1行). 对于   中每一个划分块   (第 2行), 随
机采样   个点得到样本点集   (第 3行), 并将 (7)通过定理 2使非线性不等式区间化, 再由命题 1将区间不等式转

化为线性不等式, 将问题转化为第 4.1 节所提出的基于大 M 法的混合整数规划方法, 可以直接带入数值优化器

Gurobi进行求解, 得到 PAC障碍证书   (第 4行). 将   中样本点带回初始区域上的原始约束条件 (5), 验证是否满

足   的值在样本点上非正的安全性条件, 若满足则将   加入 CPBC集合中 (第 5、6行), 若不满足则将该划分块 
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Ū1 Ū2 ū Ū1 Ū2 τ τ

i τ

π(i) π(i) i

1−β 1−ε

分割成   和   两块, 其中一块包含   中所有反例点, 将   和   加入临时集合   中 (第 7–9行). 若   是空集, 表示

现在没有待求解的初始区域的划分块, 返回的 CPBC即为一组 PAC障碍证书 (第 10、11行). 否则, 将   自增,    赋

值给   (第 12–14行), 然后对   中每个划分块进行新一轮的遍历. 若   的值为 100, 则停止循环, 表示无法证明在

至少   的置信度下, 该系统在至少   的概率下满足安全性质.

算法 1. 组合式 PAC障碍证书生成算法 CPBC.

C = ( f ,X0,Ω,X) Xu ε β M π(i) = {X0}

τ = {} CPBC = {} i = 1 L = 100 K ⩾
2
ε

(
ln

1
β
+m+1

)输入: 连续动力系统   , 非安全集   , 安全需求阈值参数   , 置信度水平参数   , 大数   ,    ,

 ,    ,    ,    ,    ;

输出: 一组 PAC障碍证书 CPBC.

i < L1. while     do
π(i) Ū2.　 for    中每一个划分块 

Ū K ū3. 　　采样   中   个点得到样本点集 

B4. 　　通过基于大M法的混合整数规划方法计算 PAC障碍证书 

ū B(x) ⩽ 05.　　 if    中每个样本点 x都满足 

B6. 　　　将   加入 CPBC
7.　　 else

Ū Ū1 Ū2 ū8.　　　 将   划分为   和   , 分别包含   中所有反例点和非反例点

Ū1 Ū2 τ9. 　　　将   ,    加入 

τ10.　 if    是空集

11.　　 return CPBC
12.　 else

i = i+113.　　  
π(i) = τ14. 　　 

 

5.2   用例展示

C = ( f ,X0,Ω,X) Xu ⊆ X本节通过一个具体的三维例子来展示在给定一个连续动力系统   和相应的非安全区域 

的情况下, 如何得到该系统的组合式 PAC障碍证书.
例 3[37]: 给定一个连续动力系统   ẋ1

ẋ2

ẋ3

 =
 − x2

− x3

−x1−2x2− x3+ x3
1

 ,
X = {x ∈ R3 : −2 ⩽ x1, x2, x3 ⩽ 2} X0 = {x ∈ R3 : 0 ⩽ x1, x2, x3 ⩽ 1}

Xu = {x ∈ R3 : 1.5 ⩽ x1 ⩽ 2,0 ⩽ x2, x3 ⩽ 1} Ω
已知系统的状态空间为   , 初始区域为   , 非安全区域为

 ,    为均匀分布.

B(x,c) = c0+ c1x1+ c2 x2+ c3x3 ci = ci1− ci2 i = 0,1,2,3

ε = 0.1 β = 10−12 M = 104 K ⩾ 732.624

K = 733 y(i) ∈ {0,1} i = 1,2, . . . ,K

设置障碍证书   , 由命题 1 可知   ,    . 设置安全需求阈值参数

 , 置信度水平参数   , 大数   . 由定理 6可知从初始区域中随机采样的样本数   , 取

 ,    为二进制变量,    .

X0在   上有线性不等式约束:  ∧
i=1,2,...,K

B(x(i),c)−My(i) ⩽ 0, x(i) ∈ X0.

Xu B(x)−ς ⩾ 0在   上通过定理 2将不等式   区间化得: 

c0+1.75c1+0.5c2+0.5c3+ c1[−0.25,0.25]+ c2[−0.5,0.5]+ c3[−0.5,0.5]−ς ⩾ 0.
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再线性化得: 

c01− c02+1.5c11−2c12− c22− c32−ς ⩾ 0.

X
∂B
∂x

(x) f (x)+λB(x) ⩽ 0在   上通过定理 2将不等式   区间化得:
 

λc0+ (λ+1)c1[−2,2]+ (λ+1)c2[−2,2]+ (λ+16)c3[−2,2] ⩽ 0.

再线性化得: 

λc01−λc02+2(λ+1)c11+2(λ+1)c12+2(λ+1)c21+2(λ+1)c22+2(λ+16)c31+2(λ+16)c32 ⩽ 0.∫
X0

B(x,c)dx λ = 0.132 ς = 0.05 π(1) = {X(1)
1 }

X(1)
1 = X0 X(1)

1 K

目标是最小化   和不满足约束条件的点的个数, 令   ,    , 令第 1 轮划分   ,

其中   . 从   中随机采样   个样本点, 通过大M法学习 PAC障碍证书: 

B(1)
1 = −13.709+11.603x1+2.989x2−3.446x3,

B(1)
1 (x) ⩽ 0 (0.999,0.841,0.013) (0.983,0.936,0.142) (0.963,0.984,0.024)

X(1)
1 T T π(2) π(2) = {X(2)

1 ,X
(2)
2 } X(2)

1 = {x ∈ R3 :

0 ⩽ x1 ⩽ 0.5,0 ⩽ x2, x3 ⩽ 1} X(2)
2 = {x ∈ R3 : 0.5 ⩽ x1 ⩽ 1,0 ⩽ x2, x3 ⩽ 1}

验证样本点是否满足   , 得到   、   、   这 3个反例

点. 将    存入到临时存储空集    中, 并构造    的加细划分, 赋给    , 此时    , 其中  

 ,    .

X(2)
1 K从   中随机采样   个样本点, 通过大M法学习 PAC障碍证书: 

B(2)
1 = −9.749+12.389x1+3.717x2−4.284x3,

B(2)
1 (x) ⩽ 0 CPBC = {B(2)

1 }验证样本点是否满足约束条件   , 可知不存在反例点, 此时组合式 PAC障碍证书集合   .

X(2)
2 K从   中随机采样   个样本点, 通过大M法学习 PAC障碍证书: 

B(2)
2 = −6.103+6.835x1+8.882×10−16 x2,

B(2)
2 (x) ⩽ 0 (0.946,0.957,0.980) (0.903,0.782,0.762) (0.992,0.267,0.109)

X(2)
2 T T π(3) π(3) = {X(3)

1 ,X
(3)
2 } X(3)

1 = {x ∈ R3 : 0.5 ⩽

x1 ⩽ 1,0 ⩽ x2 ⩽ 0.5,0 ⩽ x3 ⩽ 1} X(3)
2 = {x ∈ R3 : 0.5 ⩽ x1, x2 ⩽ 1,0 ⩽ x3 ⩽ 1}

验证样本点是否满足   , 得到   、   、   这 3个反例

点. 将   存入到临时存储空集   中, 并构造   的加细划分, 赋给   , 此时   , 其中 

 ,    .

X(3)
1 K从   中随机采样   个样本点, 通过大M法学习 PAC障碍证书: 

B(3)
1 = −3.216+2.564x1+0.747x2−0.860x3,

B(3)
1 (x) ⩽ 0 CPBC = {B(2)

1 ,B
(3)
1 }验证样本点是否满足约束条件   , 可知不存在反例点, 此时组合式 PAC 障碍证书集合   .

X(3)
2 K从   中随机采样   个样本点, 通过大M法学习 PAC障碍证书: 

B(3)
2 = −3.223+2.415x1+0.264x2−0.429x3,

B(3)
2 (x) ⩽ 0 CPBC = {B(2)

1 ,B
(3)
1 ,B

(3)
2 }

T T B(2)
1 ,B

(3)
1 ,B

(3)
2 1−10−12

验证样本点是否满足   , 可知不存在反例点, 此时组合式 PAC 障碍证书集合   . 由于

此时没有将   赋值, 所以   为空集, 因此组合式 PAC 障碍证书为   . 可以验证在置信度至少为 

的条件下, 系统满足安全性质的概率至少为 0.9. 

6   实验结果及分析

在本节中, 我们对提出的 CPBC算法进行了评估, 以实现对 11个非线性连续动力系统进行概率安全验证. 同
时比较了 CPBC算法和 Xue等人提出的 PACBC方法 [5], 并采用基于微分中值定理的区间化方法 PACBC-DM进

行了实验. 所有实验都是在 Ubuntu 系统下使用 3.30 GHz Intel(R) Xeon(R) Gold 6246 处理器、NVIDIA GeForce
RTX 2080 Ti CPU和 64 GB RAM的机器上运行的. 本文使用数值优化器 Gurobi求解混合整数规划问题, 实验结

果见表 1.
针对 11个基准样例进行了对比实验, 其中包括高达 200维的样例, 以评估基于微分中值定理区间化方法的优

势以及 CPBC与 PACBC方法之间的效果差异. 对于 15维以上的高维样例, 从 Ratschan的研究中选取了一个可扩

展性样例 [38], 并针对几个有代表性的样例进行了深入分析. PACBC方法通过在初始区域的约束中引入松弛变量,
并在目标函数中最小化这一变量来求解障碍证书. 在将非线性不等式线性化时, PACBC 直接采用区间乘法运算.
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相比之下, PACBC-DM 在将非线性不等式线性化时采用基于微分中值定理的区间线性化方法, 其余方面与

PACBC相同. 此外, CPBC采用基于大M法的混合整数规划方法来求解障碍证书, 并使用基于微分中值定理的区

间线性化方法处理非线性约束条件. 对于一些复杂的动力系统, 本文通过求解 1组组合式的 PAC障碍证书, 以验

证其概率安全性.

nx d f ε

β = 10−12 T dB

如表 1 所示,    为动力系统中状态变量的个数,    表示向量场中多项式的最高次数,    表示安全需求阈值参

数, 对于所有样例, 置信度水平参数   .    表示计算时间 (以 s 为单位),    表示障碍证书的次数. 允许最大

运行时间为 20 000 s, 画横杠表示该方法在用例上失败, 即不能在最大运行时间内生成 PAC障碍证书来验证动力

系统的概率安全性.
 
 

表 1　实验评估以及相关工作对比
 

Ex nx d f ε
PACBC-DM PACBC CPBC

T  (s) dB T  (s) dB T  (s) dB N

C1
[39] 2

0.2 1.50 1 3.71 2 1.17 1 1
2 0.1 2.89 1 7.13 2 2.14 1 1

0.05 5.51 1 14.21 2 4.17 1 1
0.2 2.16 1 2.19 1 1.79 1 1

C2
[38] 3 3 0.1 4.02 1 16.35 2 3.33 1 1

0.05 7.78 1 32.63 2 6.54 1 1

C3
[40]

0.2 5.54 1 75.54 2 5.05 1 3
7 2 0.1 14.30 1 166.14 2 9.58 1 4

0.05 120.74 1 315.03 2 20.33 1 6

C4
[40]

0.2 23.00 1 186.58 1 6.74 1 1
9 2 0.1 30.27 1 190.07 1 13.31 1 1

0.05 116.40 1 207.56 1 26.27 1 1

C5
[41]

0.2 118.93 1 668.79 2 10.30 1 1
12 1 0.1 129.20 1 1 333.60 2 19.85 1 1

0.05 150.67 1 2 639.76 2 40.05 1 1

C6
[38]

0.2 15.74 1 － － 14.51 1 1
15 5 0.1 550.07 1 － － 28.17 1 1

0.05 588.67 1 － － 56.47 1 3
0.2 21.77 1 258.19 1 18.40 1 2

C7
[38]

17 5 0.1 39.68 1 － － 35.64 1 2
0.05 418.40 1 － － 71.21 1 1
0.2 23.25 1 312.65 1 21.53 1 1

C8
[38]

19 5 0.1 45.96 1 － － 41.93 1 1
0.05 93.95 1 － － 83.94 1 3
0.2 － － － － 789.11 1 1

C9
[38]

101 5 0.1 － － － － 1 574.74 1 1
0.05 － － － － 3 136.34 1 1
0.2 884.38 1 864.17 1 824.72 1 1

C10
[5] 101 5 0.1 1 735.06 1 1 704.87 1 1 616.99 1 1

0.05 3 373.56 1 3 362.61 1 3 185.07 1 1

0.2 － － － － 4 012.86 1 1
C11

[38]
201 5 0.1 － － － － 7 894.78 1 1

0.05 － － － － 15 714.11 1 1
 

为了充分展示使用微分中值定理对非线性不等式进行区间化的优势, 我们开展了一系列实验, 并在 PACBC-DM
中呈现这些实验结果. 在对 11个样例进行比较后, 我们发现在多数情况下 PACBC-DM表现优于 PACBC. 这主要

是因为 PACBC 在将非线性不等式线性化时直接采用区间乘法运算, 导致较大的区间扩张, 这在某些情况下使得
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优化问题难以求解. 相反, 基于微分中值定理的区间化方法提供了更精确的区间估计. 在 PACBC无法找到解的情

况下, 通常需要划分区间或增加障碍证书模板的次数来寻找可行解, 但这可能导致求解复杂度呈指数型增加. 相比

之下, PACBC-DM无需进行额外区域划分就能找到可行解, 显著提高了计算效率.

C1 C5 C10

T (s)

C5 1−ε
C3

C3

在样例   –   和   中, CPBC和 PACBC都能成功验证动力系统的概率安全性, 适应不同的安全需求阈值要

求. 从表 1中的   列数据可以看出, 就时间效率而言, CPBC在这些样例中的表现均优于 PACBC. 例如, 对于样

例   , 在安全阈值   为 0.95的情况下, PACBC耗时 2 639.76 s以验证系统的概率安全性, 而 CPBC仅需 40.05 s,
效率是 PACBC的 65倍. 对于样例   , 在安全阈值为 0.95的情况下, PACBC需耗时 315.03 s在 2次障碍证书模

板下验证系统的概率安全性, 而 CPBC 只需 20.33 s 即可生成组合形式的 1 次 PAC 障碍证书, 效率是 PACBC 的

15倍. 样例   对于不同要求的安全阈值均生成多个 PAC障碍证书来验证系统的概率安全性, 实验效率明显高于

PACBC, 表明多个 1次的 PAC障碍证书具有表达力的同时生成效率更高. 与 PACBC不同的是, CPBC在将非线

性不等式线性化时采用基于微分中值定理的方法, 有效改善了区间扩张现象, 提高了计算结果的精确性. 在
PACBC未能获得可行解的情况下, 不得不对非安全区域和系统状态域进行区域划分以解决由于区间扩张导致的

问题, 但这也增加了求解时间的开销. 在实验中, 对于 PACBC, 首先尝试在不划分区域的情况下在 1次障碍证书模

板下求解, 若无解则对区域进行划分. 考虑到求解时间随划分数的指数型增长, 每个维度的最大划分数设为 4, 通
过逐步提高区域划分的细度来迭代求解. 若在 1次障碍证书条件下仍然无解, 则采用 2次障碍证书进行计算.

C6 C9

C7 C8

在样例   –   中, 观察到 CPBC能成功验证所有样例在不同安全阈值下的概率安全性. 与此相比, PACBC只

能在样例   和   中, 在安全阈值为 0.8时成功验证系统的概率安全性, 而 CPBC能在安全阈值为 0.95的情况下

成功验证, 且时间效率至少快 14倍. CPBC通过求得组合式 PAC障碍证书, 迅速验证了系统的概率安全性. 对于

PACBC验证失败的情况, 我们进行了一系列探索和尝试: 首先, 在 1次障碍证书模板下, 对非安全区域和系统状态

域的各个维度进行最多 4次划分并求解, 以缓解由区间扩张导致的无可行解问题. 如果仍无解, 则采用 2次障碍证

书进行验证, 在必要时对非安全区域和系统状态域的各个维度进行划分后求解. 如果在最大运行时间范围内仍无

解, 则用横杠表示验证失败. 这些实验结果表明, PACBC的验证过程高度依赖于障碍证书的复杂表达力, 主要受非

线性不等式在区间化时直接通过区间乘法运算带来的误差影响. 相比之下, CPBC通过使用基于微分中值定理的

区间化方法, 无需对区域进行划分即可成功验证样例的概率安全性. 这不仅体现了其验证的有效性, 还表现出其在

复杂动力系统概率安全验证方面的广泛适用性.

C9 C10

[−0.3,0.3] C9

[−10,10]

C10

本文还针对两个 101维的样例进行了对比实验, 样例   源自 Ratschan等人 [38]的工作, 样例   
[5]则是 Xue等

人对 Ratschan样例的修改, 其中系统状态空间每个维度被限制在   的范围内. 对于样例   , 其系统状态空

间的范围较广 (   ), 这在区间线性化的过程中凸显了 PACBC方法直接采用区间乘法运算引入的误差问题.
如果对每个维度进行区域划分处理, 我们发现即使是在最大允许的运行时间内, 也无法求解. 我们尝试将区域随机划分为

1 024、2 048和 4 096个区域进行运算, 但在所有这些尝试中, 都未能在规定的最大运行时间内求解. 如果不进行区

域划分, 由于区间扩张的问题, 同样无法找到可行解. 相比之下, CPBC通过成功求解单个 1次障碍证书, 有效地进

行了动力系统的概率安全验证, 这进一步证明了, 基于微分中值定理进行的区间线性化方法, 相比直接区间相乘方

法, 在优化问题求解上能更接近原始问题的解. 对于样例   , 由于其较小状态空间范围, PACBC在区间相乘操作

中的劣势不太明显, 从而在区间线性化时能够有效地求解. 然而, 实验结果显示, CPBC在效率方面仍然表现得更

优越. 此外, 本文还进一步探索了一个 201维的样例, 我们发现, 在 PACBC无法验证动力系统的概率安全性的情

况下, CPBC在不进行区域划分的前提下, 成功地验证了动力系统的概率安全性.
综上所述, 基于 CPBC算法框架的 PAC障碍证书生成方法在实验中展现了出色的性能. 对于 PACBC无法验

证的情况, CPBC通过生成组合式 PAC障碍证书, 更高效地实现了动力系统的概率安全验证. 而基于 PACBC算法

框架的方法在一些复杂的动力系统下表现出较差的效果, 尤其是在高维动力系统中. 因此, 本文提出的 CPBC算法

在提升动力系统的概率安全保障方面具有显著潜力和优势, 为高维动力系统的概率安全验证提供了一种有效的解

决方案. 
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7   总　结

本文提出基于反例制导方法学习一组组合式 PAC障碍证书的算法, 以解决非线性连续动力系统概率安全验

证中的不确定性和高维状态空间等挑战. 将求解 PAC障碍证书的优化问题转化为基于大 M法的混合整数规划问

题. 对于在 3个区域上的不等式约束, 通过使用场景优化方法和基于微分中值定理的区间线性化方法, 将其转化为

线性优化问题, 并通过数值优化器 Gurobi进行求解. 最后对 11个非线性连续动力系统进行对比实验. 实验结果表

明, 本文提出的 CPBC算法在不需要对区域进行划分的情况下, 成功验证了所有用例的概率安全性, 同时证明了基

于微分中值定理的区间线性化方法能更接近原始非线性约束, 从而得到最优解. 综合实验结果, 本文为实际系统的

安全性评估提供了实用且可靠的方法, 有望推动非线性连续动力系统概率安全性验证领域的发展.
在区间线性化过程中, 可以将区间分割成多个部分, 并使用中值定理来提高精度, 从而有望减少组合式障碍证

书的数量, 但会显著增加求解时间. 本文所提方法不使用区域划分, 而是通过构造组合式障碍证书来平衡精度问题

和前期计算的要求. 未来, 我们将探索如何平衡区域划分带来的 PAC障碍证书数量与求解时间, 以进一步提高算

法的效率和实用性.
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