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摘　要: DH坐标系在机器人运动学分析中发挥着重要的作用. 在基于 DH坐标系构建的机器人控制系统中, 机器

人结构的复杂性使得构建安全的控制系统成为一个难题, 仅依靠人工方法可能导致系统漏洞和安全风险, 从而危

及机器人的安全. 形式化方法通过演绎推理与代码抽取实现了对软硬件系统的设计、开发及验证. 基于此, 设计基

于 DH标定的机器人正向运动学的形式化验证框架. 在 Coq中构建机器人运动理论的形式化证明, 并验证控制算

法的正确性以确保机器人的运动安全. 首先, 对 DH坐标系进行形式化建模, 构建相邻坐标系间转换矩阵的形式化

定义, 并验证该转换矩阵与复合螺旋运动的等价性; 其次, 构建机械臂正向运动学的形式化定义, 并对机械臂运动

的可分解性进行形式化验证; 再次, 对工业机器人中常见连杆结构及机器人进行形式化建模, 并完成正向运动学的

形式化验证; 最后, 实现 Coq到 OCaml的代码抽取, 并对抽取的代码进行分析与验证.
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Abstract:  The  DH  coordinate  system  plays  a  vital  role  in  analyzing  robot  kinematics.  In  the  robot  control  system  built  upon  the  DH
coordinate  system,  the  robot  structure  complexity  poses  challenges  to  developing  a  secure  control  system.  Depending  solely  on  manual
methods  can  introduce  system  vulnerabilities  and  security  hazards,  thereby  endangering  the  overall  safety  of  the  robot.  The  formal  method
becomes  a  promising  direction  to  design,  develop,  and  verify  hardware  and  software  systems  by  deductive  reasoning  and  code  extraction.
Based  on  this,  this  study  designs  a  formal  verification  framework  for  robot  forward  kinematics  based  on  the  DH  calibration,  during  which
the  robot  kinematics  theory  is  rigorously  proven  and  the  correctness  of  the  control  algorithm  in  Coq  is  verified  to  ensure  the  motion  safety
of  the  robot.  First,  it  formally  models  the  DH  coordinate  system,  defines  the  transformation  matrix  among  adjacent  coordinate  systems,  and
verifies  the  equivalence  of  this  transformation  matrix  with  the  composite  helical  motion.  Then,  the  forward  kinematics  of  the  robotic  arm
is  formally  defined,  with  its  motion  detachability  verified.  Subsequently,  this  study  formally  models  the  common  connecting  rod  structures
and  robots  in  industrial  robots  and  verifies  their  forward  kinematics.  Finally,  the  code  extraction  from  Coq  to  OCaml  is  implemented,  and
the extracted code is analyzed and verified.
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近年来, 机器人广泛应用于生产、医疗、交通、家庭等各个领域. 机器人应用范围的不断扩大, 使机器人运动

安全性问题日益引人关注. 对机器人进行控制时, 不安全的行为不仅会导致意外事故发生, 给人们带来生命财产上

的损失, 而且会影响人们对机器人技术的信任. 因此如何保障机器人运动的安全性成为近期研究的热点 [1]. 机器人

控制系统与机器人运动安全息息相关, 由于控制系统的设计与实现涉及复杂的模型与算法, 单纯采用人工设计容

易出现漏洞从而引起安全隐患, 这对机器人的安全构成了潜在的威胁. 基于数学模型和理论的形式化技术为控制

系统的建模和分析提供了新的手段 [2]. 形式化技术有助于识别设计中的漏洞和安全隐患, 为机器人运动安全性问

题提供有效的解决方案. 采用形式化技术可以更精确地描述机器人的运动行为, 并允许在设计阶段进行测试和验

证 [3], 进而有效降低了机器人运动相关的安全风险.
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机器人运动学是几何学在控制理论中的应用, 重点关注机器人运动状态的几何属性, 包含位置和方向 [4], 以实

现对机器人的精确控制. 本文中, 机器人被描述为一个由多连杆和关节组成的刚体, 机器人的每个关节都有自己的

坐标系, 称为刚体坐标系   . 机器人所处环境的坐标系被称为全局坐标系   . 坐标变换是机器人运动

学的基础, 在实现精确控制方面起着关键作用. 机器人运动控制系统的形式化验证围绕坐标变换这一问题展开, 旨
在通过形式化验证机器人在各坐标系中的变换来提高机器人控制的安全性和稳定性.
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基于数学建模和演绎推理的形式化技术为保障机器人控制算法设计的安全性提供了更加严格和可靠的方法 [5].
尽管机器人运动学包含正向运动学和逆向运动学等多个方面, 但本文重点对机器人的正向运动学进行形式化验

证. 本文形式化验证框架如图 1所示. 具体而言, 在矩阵形式化的基础之上, 本文对机器人的平动及旋转进行形式

化定义, 并对机器人运动的齐次矩阵进行形式化的推理与验证; 之后, 对 DH坐标系进行形式化定义, 并对连杆两

端 (相邻坐标系)转换与复合螺旋运动的等价性进行形式化证明; 对特定类型的机器人 (   机器人、   机器

人、空间机械手等)的结构进行形式化定义, 并验证了对应的转换矩阵和正向运动学公式; 最后对机器人控制系统

中部分算法进行代码抽取. 需要注意的是, Coq代码抽取到 OCaml的过程是递归进行的, 这意味着在 Coq中当一

个目标函数被抽取为 OCaml 代码时, 它所依赖的辅助函数也同时被抽取出来 [6,7]. 递归抽取的优势在于它能够保

持代码的完整性和一致性. 当目标函数需调用辅助函数时, 抽取机制会自动识别并抽取这些辅助函数, 从而消除手

工处理依赖关系的需要. 递归抽取功能提高了将 Coq代码转换为 OCaml代码的便利性和效率, 同时确保所产生代

码的准确性和可靠性.
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图 1　机器人正向运动学形式化框架图
 

Record本文的贡献可以概括为以下几点: 首先, 扩展了基于   类型的形式化矩阵库, 为机器人运动学的形式化

验证奠定了数学基础. 其次, 实现了机器人运动学中齐次变换矩阵的形式化定义, 并完成了基于 DH标定的坐标系

的形式化定义. 再次, 完成了基于 DH坐标系的连杆结构的定义, 并验证了连杆两端坐标系转换矩阵与复合螺旋运
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动的等价性. 最后, 对常见结构机器人的坐标转化算法进行定义与验证, 实现相关算法代码的抽取.
本文第 1节介绍机器人形式化的相关方法和研究现状. 第 2节介绍本文所需的基础知识, 包括矩阵形式化和

机器人运动学. 第 3节介绍 DH标定的形式化. 第 4节介绍机器人正向运动学的形式化定义, 并完成相关理论的验

证. 第 5节介绍代码的抽取, 并对抽取后的 OCaml代码进行理论分析. 第 6节总结全文. 

1   相关工作

在机器人领域, 形式化技术被广泛应用于人机协作、机器人系统开发与仿真、机器人基础理论验证、工业应

用、自动驾驶等多个领域, 下面进行详细的介绍.
在人机协作领域, Vicentini等人 [8]利用时序逻辑对任务执行方式进行描述, 并采用形式化验证技术对状态空

间进行自动探索与验证以便及早发现和修正危险情况, 从而确保在人与机器人之间保持安全的共同工作空间.
Isobe 等人 [9]对协作运输机器人进行研究, 使用模型检查工具 FDR 对有限状态机进行形式化建模与验证, 从而证

明了形式化方法在提高协作机器人可靠性的有效性. Lesting等人 [10]构建了一个基于形式建模、验证的框架, 用于

开发和分析在不确定的人类行为下, 与人类高度互动的机器人应用, 为人类的健康保护和任务完成提供了可靠的

数学保证. Askarpour等人 [11]使用一个非确定性形式化模型来捕捉人类操作者的不确定行为, 并分析协作机器人应

用的安全性, 使安全工程师能够在设计过程中考虑和减轻所有可能的错误行为, 为未来工厂中人类和机器人在共

同工作空间紧密合作的安全性提供了可靠的评估.
在机器人系统开发与仿真领域, Praveen等人 [12]针对分布式无人机在城市空域的运动问题, 提供了一个在更高

抽象层中集成设计和形式化验证的框架, 加速从形式化验证系统过渡到仿真的开发周期. Martin-Martin等人 [13]使

用不同的可执行规范语言对 Ros中的 Navigation Stack库进行定义, 采用差分测试技术验证了规范与原始系统之

间的等价性, 并形式化验证了规划算法的若干性质. Dal Zilio等人 [14]通过自动生成机器人软件组件的形式化模型,
实现了强大的监控和运行时验证功能, 能够预防碰撞、触发紧急降落等, 同时对可调度性、最坏遍历时间和互斥

性等问题进行了形式化的验证. Bohrer等人 [15]提出了一种可重复使用的经过形式化验证安全网, 为具有公差和加

速度的 Dubins型地面机器人的二维航点跟随提供端到端的安全性和有效性保证. Foughali等人 [16]提出一种搜索

启发式算法, 使用动态优先级调度器对时间自动机模型进行扩展, 在同一模型检测框架下对扩展模型进行验证, 实
现对机器人在实时约束下行为的形式化验证, 并实现了从机器人框架到 UPPAAL的自动转换. Paul等人 [17]设计了

基于形式化验证的运行时评估框架, 用于航空航天系统的安全检查, 支持对分布式和集中式航空应用的确定性和

非确定性进行验证, 包括可验证算法、软件、形式推理模型、形式化证明库和数据驱动的运行时验证方法.
在机器人基础理论验证领域, Xie等人 [18]使用 Coq对机器人刚体运动中的坐标转换问题进行形式化验证, 确

保理论设计的正确性, 并提供了一个通用的机器人运动学分析框架, 有助于机器人控制系统的形式化验证. Lopez
等人 [19]针对机器人系统中非结构化环境的异步交互问题, 使用 Petri网对任务级控制模型进行描述, 使用 Petri标
记语言将任务描述语言 (task description language, TDL)翻译到 Petri网, 解决了不同 Petri网工具之间的相互操作

的难题. Sangnier等人 [20]研究了群体自组织机器人在离散空间中的验证问题, 并表明在同步情况和特殊算法的异

步情况下安全性问题可通过对 Presburger 算术公式的编码使用 SMT 求解器进行判定. Evangelidis 等人 [21]对

Kalman滤波器的效能进行严格的定量分析, 建立了适用于线性离散时间随机系统的 Kalman滤波器验证框架, 评
估和验证了在 2个不同的概率运动模型和 4个 Kalman滤波器实现中的可扩展性和准确性. Abd Alrahman等人 [22]

提出了一种基于形式化建模和推理的可重构多智能体系统的方法, 在该形式化方法中, 智能体以不同的模式相互

作用和通信, 以完成共同的任务; 智能体可以动态同步、交换数据、调整行为和重新配置其通信接口, 扩展了线性

时态逻辑 (linear temporal logic, LTL)验证智能体之间的交互意图和通信协议, 并对这种扩展的可满足性和模型检

测复杂性进行了研究. Rashid 等人 [23]提出了一种使用高阶逻辑定理证明对复杂物理系统进行 Laplace 和 Fourier
变换的方法, 确保在信息物理融合系统 (cyber-physical system, CPS)的连续动态行为中的绝对准确性, 从而实现对

智能系统的形式化动态分析, 为提高系统安全性提供了新的解决方案. Wang等人 [24]使用形式化工具开发了一种

基于螺旋理论的方法, 解决了传统 DH参数方法在逆运动学问题建模和求解中的奇异性问题, 保证了机器人系统

4162  软件学报  2024年第 35卷第 9期



的安全性.
在工业应用领域, Murray等人 [25]设计了一种新颖且通用的协同验证框架, 通过硬件和软件模型之间的平台映

射, 实现了 ABB工业喷漆机器人中的高压静电控制系统 (high-voltage electrostatic control system, HVC)的形式化

验证. Mkaouar等人 [26]将实时系统的形式化验证与架构分析和设计语言 (architecture analysis and design language,
AADL)模型开发流程相结合, 通过使用 LNT语言对实时任务模型进行形式化映射, 并提供完整的自动化工具链,
实现了对实时系统的事件驱动任务、异步通信和抢占式固定优先级调度的形式化验证. Sakata等人 [27]提出一种工

业控制系统 (industrial control system, ICS)建模及其分析方法, 利用 UPPAAL和定时计算树逻辑 (timed computation
tree logic, TCTL)对控制系统进行形式化验证, 确保在网络攻击下, 监控器能够有效实现回退控制以保证系统的安

全运行. Menghi等人 [28]解决了机器人任务的可靠性、性能、资源使用等关键属性的精确定义问题, 并通过与概率

性奖励计算树逻辑相结合的工具支持领域特定语言, 实现了该问题形式化验证和机器人任务的自动规划.
在自动驾驶领域, Arcile等人 [29]提出了一种被称为 VerifCar的形式化框架, 用于验证自动驾驶车辆的决策策

略, 该方法通过使用时间自动机对通讯自组织车辆 (communicating autonomous vehicles, CAVs)进行形式化建模,
实现对车辆行为的形式化分析与验证. Pek等人 [30]提出了一种形式化验证方案, 用于确保自主车辆在任意城市交

通场景中的安全性验证, 并可在安全关键情况下提供备用方案, 以确保自主车辆的安全性. Kabra等人 [31]形式化验

证了包括轨道坡度和曲率、空气制动传播和戴维斯方程计算的阻力等在内的货运列车动力学模型的安全性, 为改

善铁路运营提供了新的控制方案. 

2   预备知识
 

2.1   基于 Coq 的矩阵形式化

Coq、Isabelle 和 HOL Light 都是广泛应用于形式化方法和定理证明领域的工具, 各自具有独特的特点. Coq
的底层逻辑基于依赖类型论 (dependent type theory), 允许精确规范和验证软件及数学定理. 它提供了交互式证明

助手, 支持自动化策略, 拥有庞大的生态系统, 适用于多个应用领域. 然而, 对于复杂证明, Coq的证明脚本可能变

得冗长和难以理解. Isabelle提供了灵活的逻辑框架, 便于定义新的逻辑和规则, 特别适合形式化方法研究. 它不仅

用于定理证明, 还可用于程序验证和形式化方法开发, 支持多种逻辑系统, 并提供了直观的 Isar语言, 使证明更清

晰易懂. HOL Light是一款轻量级工具, 具有较快的证明速度. 然而, 其逻辑系统相对简单, 可能无法表达某些复杂

的数学属性与概念.
依赖类型论的主要特征是类型可以依赖于值, 这允许更精确地表达程序行为和数学定理. 在依赖类型论中, 类

型可以动态地依赖程序的输入和运行时信息, 这与传统的静态类型不同. 此外, 依赖类型允许在类型中包含详细的

规范信息, 从而可以明确规定变量的取值范围、性质和约束条件, 提供更严格的安全性和正确性保证. 类型本身也

是一等公民, 可以像其他数据一样进行计算和构造. 最重要的是, 依赖类型论将编程和定理证明更紧密地集成在一

起, 使得程序和证明可以共享相同的表示方式, 促进了形式化验证的实现.

< R,+,× >

矩阵形式化 [32,33]在诸如机器人运动学的形式化工程数学中至关重要. Coq社区中不同的组织和学者开发了多

种矩阵形式化方案, 每个方案都有其独特的特点和应用. Coquelicot[34]专注于实数分析和数值计算, 使用迭代乘积

(iterated product) 来表示向量和矩阵, 包括矩阵群、矩阵环等, 其中所有的“等于”关系都基于莱布尼茨等式.
CoLoR[35]矩阵库是基于 Coq 标准库中向量库来开发的矩阵形式化库, 具有良好的重写关系; 该库在终止证书

(termination certificates)的自动化验证中被广泛使用; 该库实现了矩阵的各种运算和属性, 如获取矩阵的元素、行

或列、零矩阵、转置、加法和乘法; 该矩阵库要求元素类型为半环 (semiring), 这意味着它具有类似于环结构

 ; 因此, N、Z、Q 和 R 等数据类型都可以作为元素类型来构成矩阵. MathComp库 [36]使用了一种结合了

归纳类型、乘积类型和有限集的复杂矩阵形式化, 该库中的形式化矩阵理论极为丰富, 几乎涵盖了前面讨论过的

所有方案, 并增加了块矩阵、行列式、邻接矩阵、逆矩阵和 LU分解等矩阵运算.
然而, 这些方案的形式化范围是有限的, 由于底层矩阵模型的定义不同, 这使得开发者难以在不同库之间切
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换. 为了解决这些问题, Shi 等人 [37]为矩阵理论提出了一套统一的分层接口, 并遵照这些接口实现了一个名为

CoqMatrix的开源多模型形式化矩阵库, 这种实现有助于解耦底层库与上层应用之间的紧密联系. CoqMatrix还构

建了不同模型之间的双射转换函数, 建立了不同模型之间的联系, 为 Coq中形式化矩阵理论的多模型和多应用适

应性提供了一种新颖而有效的解决方案. 

2.2   机器人运动学

B G

B′ B

机器人运动学是研究机器人在空间中运动的学科, 主要关注机器人的位置和方向. 机器人的运动状态通常通

过关节角和末端执行器的位置和方向来描述. 机器人的坐标系包括全局坐标系和局部 (刚体)坐标系两种. 在全局

坐标系中, 刚体的运动可分为旋转和平移两种方式. 图 2展示了刚体坐标系   在全局坐标系   中的状态, 即经过旋

转和平移后的状态. 初始时刻, 局部坐标系与全局坐标系重合, 随后局部坐标系旋转至   , 最后平移至   .
 
 

X

Y

Z

x

y

z

x′

y′

z′
d

o

O

G B

B′

图 2　局部坐标系在全局坐标系中的运动
 

o

G dG rG
P P

G rB
P P B RG

B

在刚体平动中, 刚体内所有点的运动状态相同, 因此可以用刚体坐标系中原点   的位置来描述刚体在全局坐

标系   中的位移   . 刚体在全局坐标系中的运动如公式 (1) 所示, 其中,    表示刚体中任意一点   在全局坐标系

 中的位置,    表示点   在局部坐标系   中的位置,    为局部坐标系到全局坐标系的旋转矩阵. 

rG
P = RG

B × rB
P + dG, s.t.


rG

P =
[

XP YP ZP

]T
rB

P =
[

xP yP zP

]T
dG=
[

x0 y0 z0

]T (1)

4×4
[0,0,0,1] 3

在机器人运动学中, 齐次变换技术被广泛用于描述刚体在全局坐标系中的位置与方向. 齐次变换矩阵是 

的矩阵, 矩阵的最后一行为   . 矩阵前   行被用来表示刚体的旋转和平移. 齐次变换将多次的矩阵运算合并

为一次运算, 从而降低在求解运动学问题时的运算次数. 机器人运动学中转换矩阵的齐次表示如公式 (2) 所示: 

Gr = T G
B × Br, s.t.



T G
B =

 RG
B dG

0 1


Gr =

[
XP YP ZP 1

]T
Br =
[

xP yP zP 1
]T

dG =
[

X0 Y0 Z0

]T
(2)

 

3   DH 标定

DH标定是机器人运动学中用于描述机械臂运动常用的一种方法, DH参数由机械臂各连杆在运动中的几何

参数确立. DH参数可以构建出机械臂的运动学模型, 从而实现机械臂的精确运动与定位. 机械臂之间通过关节串

联, 在本文中, 平动关节符号记为 P, 转动关节符号记为 R. 

3.1   DH 标定规则

n n+1

i i+1 i Bi−1

在具有   个关节的串联机器人中存在   个连杆 (基体为编号为 0的连杆), 关节的编号从 1开始. 图 3给出

了具有关节   、   的串联机器人结构图. 对于关节   , 使用 DH标定可以构建与之对应的局部坐标系   , 其中,
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i B0 Zi−1 i

Xi−1 Zi−1 Zi Zi−1 Zi Yi−1 Zi−1

Xi−1

关节   的最小取值为 1,    为全局坐标系. 在 DH标定中坐标轴的选取规则如下:    轴与关节   的关节轴对齐, 正
方向可任意选取;    轴沿   轴与   轴的公共法线, 方向遵从右手螺旋定则从   轴指向   轴;    轴由   轴

与   轴的叉乘确定. 在本文中, 将通过 DH标定规则确定的坐标系称为 DH坐标系.
Bi (li) (αi) (di) (θi)

(li) Zi−1 Zi Xi (αi) Zi−1 Zi Xi

(di) Xi−1 Xi Zi−1 (θi) Xi−1 Xi Zi−1

坐标系   的 DH参数包括连杆长度   、连杆扭转角   、关节距离   、关节角   等 4个参数. 其中, 连
杆长度   是   轴与   轴之间沿   轴平动的距离; 连杆扭转角   是   轴与   轴之间绕   轴转动的夹角; 关
节距离   是   轴与   轴之间沿   轴平动的距离; 关节角   是   轴与   轴之间绕   轴转动的夹角.

(B0 B1 B2 ) B0

B0 B1 B2

l1 l2 θ1 θ2

图 4显示了 2R平面机器人的 DH坐标系及参数. 该模型共有 3个坐标系   .    被称为全局坐标

系, 它的选取是任意的 (为方便描述, 本文将   的原点固定在编号为 1的关节中). 局部坐标系   和   的 DH参数

为: 连杆长度:    和   、连杆扭转角: 0和 0、关节距离: 0和 0、关节角:    和   . 

3.2   DH 坐标系的形式化定义

Bi i+1 Bi−1 i Bi Bi−1

αi li θi di

在 DH坐标系中, 坐标系   固定在关节   上, 坐标系   固定在关节   上, 坐标系   至坐标系   的变换如

公式 (3) 所示, 其中,    为连杆扭转角、   为连杆长度、   为关节角、   为关节距离. 

T i−1
i = D(Zi−1 ,di)×R(Zi−1 ,θi)×D(Xi ,li)×R(Xi ,αi) (3)

DH_PRM l α d θ

在 Coq中, Class机制定义类型类, 用于描述一组相关的类型和操作的抽象接口. 引入 Class机制, DH参数的

定义如   所示, 其中,    对应连杆长度,    对应连杆的扭转角,    对应关节距离,    对应关节角. 

Class DH_PRM : Type :=
{

l : R; α : R; d : R; θ : R
}
.

Bi Bi−1 Tnear DH_PRM

Tnear DH_PRM→ mat 4 4

根据公式 (3), 坐标系   至坐标系   的形式化定义如定义 1中的   所示. 该函数接受一个   类

型的参数, 返回对应的齐次转换矩阵. 因此   的类型为:    .
prm Bi Bi Bi−1定义 1. 在 DH坐标系中, 设   为坐标系   对应的 DH参数, 则将坐标系   转换至坐标系   的变换矩阵形

式化定义如下: 

Definition Tnear
(
prm : DH_PRM

)
:= (DZ prm. (d))∗ (RZ prm. (θ))∗ (DX prm. (l))∗ (RX prm. (α)) .

xi zi−1对于同一个 DH坐标系的变换矩阵, 该运动可等价描述为: 首先沿着   进行平动与转动, 然后沿着   进行平

动与转动. 对于任意一次运动其平动与旋转沿着相同坐标轴, 因此变换矩阵与运动次序无关. 该性质的形式化描述

与证明如下.
prm Bi Bi Bi−1

D(zi−1 ,d1)×R(zi−1 ,θ1)×R(xi ,αi)×D(xi ,li)

引理 1. 在 DH坐标系中, 假设   为坐标系   的任意 DH参数, 则坐标系   转换至坐标系   的变换矩阵与

 等价. 

Lemma Tnear_eq1 : forall
(
prm : DH_PRM

)
,

Tnear prm = (DZ prm. (d)) ∗ (RZ prm. (θ)) ∗ (RX prm. (α)) ∗ (DX prm. (l)) .

prm Bi Bi Bi−1

R(zi−1 ,θ1)×D(zi−1 ,d1)×D(xi ,li)×R(xi ,αi)

引理 2. 在 DH坐标系中, 假设   为坐标系   的任意 DH参数, 则坐标系   转换至坐标系   的变换矩阵与

 等价. 

Lemma Tnear_eq2 : forall
(
prm : DH_PRM

)
,

Tnear prm = (RZ prm. (θ)) ∗ (DZ prm. (d)) ∗ (DX prm. (l)) ∗ (RX prm. (α)) .

 

连杆 i

关节 i+1

关节 i

Z i−1

Z i

关节轴

关节轴

图 3    串联机器人结构图
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图 4    2R 平面机器人 DH坐标系图

谢果君 等: 基于 DH标定的机器人正向运动学形式化验证 4165



prm Bi Bi Bi−1

R(zi−1 ,θ1)×D(zi−1 ,d1)×R(xi ,αi)×D(xi ,li)

引理 3. 在 DH坐标系中, 假设   为坐标系   的任意 DH参数, 则坐标系   转换至坐标系   的变换矩阵与

 等价. 

Lemma Tnear_eq3 : forall
(
prm : DH_PRM

)
,

Tnear prm = (RZ prm. (θ)) ∗ (DZ prm. (d)) ∗ (RX prm. (α)) ∗ (DX prm. (l)) .
 

3.3   相邻坐标系的螺旋表示

h

φ −→u

螺旋运动是同时具有平动和旋转的运动形式. 在螺旋运动中, 物体绕着一个中心轴旋转, 并沿着该中心轴平

移. 中心螺旋运动是螺旋运动的一种特殊情况, 即中心轴经过坐标系原点. 中心螺旋运动如公式 (4)所示, 其中,  
表示沿中心轴的平动距离,    表示绕中心轴的旋转弧度,    表示中心轴的方向向量. 

S (h,φ,−→u) = D(−→u ,h)×R(−→u ,φ) (4)

Bi Bi−1 S (li ,αi ,Xi)

li αi Xi S (di ,θi ,Zi−1) di θi

Zi−1

由公式 (3) 与公式 (4), 可推出公式 (5) 所示的 DH坐标系中坐标系   到坐标系   的变换矩阵, 其中,  
表示平动距离为   , 旋转弧度为   , 中心轴为   轴的中心螺旋运动;    表示平动距离为   , 旋转弧度为   , 中
心轴为   轴的中心螺旋运动. 

T i−1
i = S (di ,θi ,Zi−1)×S (li ,αi ,Xi) (5)

f un_GT B_center

3×1 R→ R→ mat 3 1→ mat 4 4

在中心螺旋运动中, 坐标转换矩阵形式化定义由如下的   给出. 该函数接收 2个实数类型和 1
个   矩阵类型的变量, 返回该运动对应的齐次转换矩阵. 因此, 该函数类型为   . 

Definition f un_GT B_center (h ϕ : R) (u : mat 3 1) :=
let u′ := (1/ |u|) c∗ u in
(D4 (h c∗ u′)) ∗ (R4 ϕ u′) .

Notation

Notation f un_GTB_center

Coq中的   策略用于自定义符号和语法, 以增强 Coq的可读性和易用性. 它允许用户定义自己的运算

符、记法和语法规则, 进而使代码更接近于人类的数学规约. 基于   策略, 给出   的中缀符

号定义如下: 

Reserved Notation “S (h,φ,u)” (at level 34) .
Notation “S (h,φ,u)” :=

(
f un_GTB_center h φ u

)
: mat_scope.

S (h, φ, u)在上述中缀符号   的基础上, 公式 (5) 的形式化证明如引理 4所示.

prm Bi Bi Bi−1

S (di ,θi ,Zi−1)×S (li ,αi ,Xi)

引理 4. 在 DH 坐标系中, 假设    为坐标系    的任意 DH 参数, 则坐标系    到坐标系    的变换矩阵与

 等价. 

Lemma Tnear_S _eq : forall prm : DH_PRM, Tnear prm = S (d, θ,Z)∗S (l,α,X) .
 

4   正向运动学的形式化定义
 

4.1   正向运动学基础理论的形式化定义

rn
P Bn r0

P

T 0
n

正向运动学 (forward kinematics, FK) 是指通过关节变量计算机器人末端执行器在全局坐标系中的位置和姿

态等. 在机器人控制系统中, 正向运动学是机器人控制中最基本的问题之一. 对于任意结构的机器人, 其 DH标定

的正向运动学方程如公式 (6) 所示, 其中,    表示末端执行器在局部坐标系   中的位置,    表示末端执行器在全

局坐标系中的位置,    为综合变换矩阵.  r0
P = T 0

n × rn
P

T 0
n = T 0

1 ×T 1
2 × . . .×T n−1

n

(6)

B j Bi T Fixpoint

i j prms

De f ault_prm

对于任意的   到   的综合变换矩阵, 其形式化定义如定义 2 中的   所示. 在定义 2 中, 使用   策略定

义了一个递归函数, 该函数接受 3个参数, 其中,    表示目的坐标系编号,    表示源坐标系编号,    表示该结构中

所有 DH参数的列表, 默认参数   为所有变量都为 0的 DH参数.

prms B j定义 2. 在 DH坐标系中对于任意结构的机器人, 设   为该机器人的 DH参数列表, 则坐标系   到坐标系
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Bi  的综合变换矩阵形式化定义如下: 

Fixpoint T (i j : nat)
(
prms : list DH_PRM

) { struct prms } :=
match prms with
| [ ]⇒ Tnear De f ault_prm

| h :: t⇒ match i, j with
| 0,0⇒ Tnear De f ault_prm | 0, (S j′)⇒ (Tnear h)∗ (T 0 j′ t)

| (S i′) ,0⇒ Tnear De f ault_prm | (S i′) , (S j′)⇒ T i′ j′ t

end
end.

f un_FK_DH

let length list DH_PRM→ mat 3 1→
mat 4 1

在定义 2 的基础上, 基于 DH 标定的正向运动学方程的形式化定义如定义 3 中的   所示. 在该定

义中, 使用   策略定义临时变量,    函数获取一个列表长度; 因此, 该函数的类型为 

 .

prms r P

Bn P B0

定义 3. 给定 DH坐标系中任意结构的机器人, 若   为该机器人对应的 DH参数列表,    为末端执行器   在

局部坐标   中的坐标, 则   在全局坐标系   中坐标的形式化定义如下: 

Definition f un_FK_DH
(
prms : list DH_PRM

)
(r : mat 3 1) :=

let r0 := mnth r 0 0 in
let r1 := mnth r 1 0 in
let r2 := mnth r 2 0 in
let r′ := {{r0} , {r1} , {r2} , {1}} in
let len := length prms in
T 0 len prms ∗ r′.

T i
j对于任意的综合变换矩阵   , 综合变换矩阵的可分解性可以被形式化验证.

T i
j T i

k ×T k
j i ⩽ k ⩽ j引理 5. 在 DH标定的机器人结构中, 对于任意的综合变换矩阵   , 可以分解为   , 其中   .

 

Lemma T_split : forall (i j k : nat)
(
p : list DH_PRM

)
, i <= k <= j→ (T i j p) = (T i k p)∗ (T k j p) .

 

4.2   连杆的形式化定义

Zi Zi−1 i

|| Zi Zi−1 ⊥ Zi Zi−1

在工业机器人中根据连杆两端关节类型及   轴与   轴的夹角关系, 本文将任意连杆   分为如表 1 所示的 8
种类型, 其中,    表示   轴与   轴平行,    表示   轴与   轴垂直, ~代表任意类型关节.
 
 

表 1　连杆类型
 

连接符号 类型说明 连接符号 类型说明

R|| ∼ (0) i Zi Zi−1关节   为旋转关节,    轴与   轴同向 P|| ∼ (0) i Zi Zi−1关节   为平动关节,    轴与   轴同向

R|| ∼ (π) i Zi Zi−1关节   为旋转关节,    轴与   轴反向 P|| ∼ (π) i Zi Zi−1关节   为平动关节,    轴与   轴反向

R⊥ ∼ (π/2) i Zi Zi−1 π/2关节   为旋转关节,    轴与   轴夹角为  P⊥ ∼ (π/2) i Zi Zi−1 π/2关节   为平动关节,    轴与   轴夹角为 

R⊥ ∼ (−π/2) i Zi Zi−1 −π/2关节   为旋转关节,    轴与   轴夹角为  P⊥ ∼ (−π/2) i Zi Zi−1 −π/2关节   为平动关节,    轴与   轴夹角为 

 

Pole R_0 R_pi R_pi2 R_pi2′ R→ R→ R→ Pole

P_0 P_pi P_pi2 P_pi2′ R→ R→ Pole

因此, 在任意基于 DH标定的机器人结构的形式化定义中, 本文将连杆结构归纳定义为 8种不同的类型, 如定

义 4中的   所示. 其中, 构造子   、   、   、   的类型为   类型, 代表连杆近端

为螺旋关节;    、   、   、   的类型为   类型, 代表连杆近端为平动关节.

R_0

R_pi R_pi2

π/2 R_pi2′ −π/2 P_0

P_pi

P_pi2 π/2 P_pi2′

定义 4. 在 DH 标定的机器人结构中, 机器人连杆类型被归纳定义为 8 种, 其中,    表示近端为旋转关节且

远端与近端关节轴平行且同向;    表示近端为旋转关节且远端与近端关节轴平行且反向;    表示近端为旋

转关节且远端与近端关节轴夹角为   ;    表示近端为旋转关节且远端与近端关节轴夹角为   ;    表示

近端为平动关节且远端与近端关节轴平行且同向;    表示近端为平动关节且远端与近端关节轴平行且反向;
 表示近端为平动关节且远端与近端关节轴夹角为   ;    表示近端为平动关节且远端与近端关节轴夹
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−π/2角为   . 

Inductive Pole : Type :=
|R_0 : R→ R→ R→ Pole |R_pi : R→ R→ R→ Pole

|R_pi2 : R→ R→ R→ Pole |R_pi2′ : R→ R→ R→ Pole

|P_0 : R→ R→ Pole |P_pi : R→ R→ Pole

|P_pi2 : R→ R→ Pole |P_pi2′ : R→ R→ Pole.

f un_poleT对于不同连杆类型, 其转换矩阵 (从远端到近端)的形式化定义如定义 5中的   所示.

pole l d θ定义 5. 在 DH标定的机器人结构中, 若   为连杆类型, 且该连杆的连杆长度为   , 关节距离为   , 关节角为   ,
则该连杆转换矩阵的形式化定义如下: 

Definition f un_poleT (pole : Pole) (l d θ : R) :=
let prm :=match pole with
|R_0 l d θ ⇒ Build_DH_PRM l 0 d θ |R_pi l d θ ⇒ Build_DH_PRM l PI d θ

|R_pi2 l d θ ⇒ Build_DH_PRM l (PI/2) d θ |R_pi2′ l d θ ⇒ Build_DH_PRM l (−PI/2) d θ

|P_0 l d ⇒ Build_DH_PRM l 0 d 0 |P_pi l d ⇒ Build_DH_PRM l PI d 0
|P_pi2 l d ⇒ Build_DH_PRM l (PI/2) d 0 |P_po2′ l d ⇒ Build_DH_PRM l (−PI/2) d 0

end in
Tnear prm

R R||R R||P
(li) (di) (θi) R|| ∼

对于近端为   类型关节, 图 5(a) 与图 5(b) 分别显示了   和   类型的连杆结构图. 在该结构中, 连杆长度

 、关节距离   为常量, 关节角   为唯一可变参数. 因此   类型连杆转换矩阵的形式化验证如下.
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R ∼图 5　   连杆结构图
 

i R|| ∼ (0) Bi Bi−1 [[cosθ, −sinθ, 0, l× cosθ] ;

[sinθ, cosθ, 0, l× sinθ] ; [0, 0, 1, d] ; [0, 0, 0, 1]]

引理 6. 在 DH 坐标系中, 设连杆   的类型为   , 则   到   的变换矩阵为:  
 . 

Lemma R0_check : forall {po : Pole} (l d θ : R)→ po = R_0 l d θ → f un_poleT po l d θ =

{{cosθ, −sinθ, 0, l∗ cosθ} , {sinθ, cosθ, 0, l∗ sinθ} , {0, 0, 1, d} , {0, 0, 0, 1}} .

i R|| ∼ (π) Bi Bi−1 [[cosθ, sinθ, 0, l× cosθ] ;

[sinθ, −cosθ, 0, l× sinθ] ; [0, 0, −1, d] ; [0, 0, 0, 1]]

引理 7. 在 DH 坐标系中, 设连杆    的类型为    , 则    到    的变换矩阵为:   
 . 

Lemma Rpi_check : f orall {po : Pole} (l d θ : R)→ po = R_pi l d θ → f un_poleT po l d θ =

{{cosθ, sinθ, 0, l∗ cosθ} , {sinθ, −cosθ, 0, l∗ sinθ} , {0, 0, −1, d} , {0, 0, 0, 1}} .
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R⊥R R⊥P Zi−1 Zi

αi = π/2 αi = −π/2 Bi Bi−1

图 5(c)、图 5(d)分别显示了   类型、   类型的连杆结构图. 根据   与   的方向, 连杆扭转角可以划分

为   和   两种情况. 引理 8与引理 9对这两种情况下   到   的变换矩阵进行形式化验证.

i R⊥ ∼ (π/2) Bi Bi−1 [[cosθ, 0, sinθ, l× cosθ] ;

[sinθ, 0, −cosθ, l× sinθ] ; [0, 1, 0, d] ; [0, 0, 0, 1]]

引理 8. 在DH坐标系中, 若连杆   的类型为   类型, 则   到   的变换矩阵为:  

 . 

Lemma Rpi2_check : forall {po : Pole} (l d θ : R)→ po = R_pi2 l d θ → f un_poleT po l d θ =

{{cosθ, 0, sinθ, l∗ cosθ} , {sinθ, 0, −cosθ, l∗ sinθ} , {0, 1, 0, d} , {0, 0, 0, 1}} .

i R⊥ ∼ (−π/2) Bi Bi−1 [[cosθ, 0, −sinθ, l×
cosθ]; [sinθ, 0, cosθ, l× sinθ] ; [0, −1, 0, d] ; [0, 0, 0, 1]]

引理 9. 在 DH坐标系中, 若连杆   的类型为   类型, 则   到   的变换矩阵为:  

 . 

Lemma Ropppi_check : forall {po : Pole} (l d θ : R)→ po = R_pi2′ l d θ → f un_poleT po l d θ =

{{cosθ, 0, −sinθ, l∗ cosθ} , {sinθ, 0, cosθ, l∗ sinθ} , {0, −1, 0, d} , {0, 0, 0, 1}} .

P P||R P||P
(li) (αi) (θi) (di) P|| ∼

同样地, 对于近端为   类型关节, 图 6(a)与图 6(b)分别显示了   和   类型的连杆结构图. 在该结构中, 连

杆长度   、连杆扭转角   及关节角   为常量 (关节角为 0), 关节距离   为唯一可变参数.    类型连杆转

换矩阵的形式化验证如下.
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P ∼图 6　   连杆结构图
 

i P|| ∼ (0) Bi Bi−1 [[1, 0, 0, l] ; [0, 1, 0, 0] ;

[0, 0, 1, d] ; [0, 0, 0, 1]]

引理 10. 在 DH 坐标系中, 设连杆    的类型为    , 则    到    的变换矩阵为:   

 . 

Lemma P0_check : forall {po : Pole} (l d : R)→ po = P_0 l d → f un_poleT po l d 0 =
{{1, 0, 0, l} , {0, 1, 0, 0} , {0, 0, 1, d} , {0, 0, 0, 1}} .

i P|| ∼ (π) Bi Bi−1 [[1, 0, 0, l] ; [0, −1, 0, 0] ;

[0, 0,− 1, d] ; [0, 0, 0, 1]]

引理 11. 在 DH 坐标系中, 设连杆   的类型为   , 则   到   的变换矩阵为:  

 . 

Lemma Ppi_check : forall {po : Pole} (l d : R)→ po = P_pi l d → f un_poleT po l d 0 =
{{1, 0, 0, l} , {0, −1, 0, 0} , {0, 0, −1, d} , {0, 0, 0, 1}} .

P⊥R P⊥P Zi−1 Zi

αi = π/2 αi = −π/2 Bi Bi−1

图 6(c)、图 6(d) 分别显示了   和   类型的连杆结构图. 根据   与   的方向, 连杆扭转角可以划分为

 和   两种情况. 引理 12与引理 13对这两种情况下   到   的变换矩阵进行形式化验证.

i P⊥ ∼ (π/2) Bi Bi−1 [[1, 0, 0, l] ;

[0, 0, −1, 0] ; [0, 1,0, d] ; [0, 0, 0, 1]]

引理 12 .  在 DH 坐标系中 ,  若连杆    的类型为    类型 ,  则    到    的变换矩阵为 :    

 . 
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Lemma Ppi2_check : forall {po : Pole} (l d : R)→ po = P_pi2 l d → f un_poleT po l d 0 =
{{1, 0, 0, l} , {0, 0, −1, 0} , {0, 1, 0, d} , {0, 0, 0, 1}} .

i P⊥ ∼ (−π/2) Bi Bi−1 [[1, 0, 0, l] ; [0, 0, 1, 0] ;

[0, −1,0, d] ; [0, 0, 0, 1]]

引理 13. 在 DH坐标系中, 若连杆   的类型为   , 则   到   的变换矩阵为:  

 . 

Lemma Popppi_check : forall {po : Pole} (l d : R)→ po = P_pi2′ l d → f un_poleT po l d 0 =
{{1, 0, 0, l} , {0, 0, 1, 0} , {0, −1, 0, d} , {0, 0, 0, 1}} .

 

4.3   机器人实例的形式化验证

R||R R⊥R||R
f un_Get f un_Get getT A→ mat 4 4 getGr

A→ mat 3 1→ mat 4 1

作为 Coq中用于定义多态的一种机制, 类型类允许在不同类型上定义相同名字的操作, 使得这些操作可以在

不同类型的对象上具有类似的行为. 本文关注机器人正向运动学的形式化定义与验证, 针对不同类型的机器人 (本

文选取了    平面机器人、    机器人、空间站机械手), 其转换矩阵求解函数、坐标转换函数被封装在

 中, 由   对外提供统一的接口. 其中,    表示转换矩阵求解函数, 其类型为   ;    为

坐标转换函数, 其类型为   . 

Class f un_Get A : Type := {
getT : A→ mat 4 4;
getGr : A→ mat 3 1→ mat 4 1; }.

 

R||R4.3.1       平面机器人

R||R
R||R Z0 Z1 Z2 R||R

   平面机器人是一种用于简单装配和操作的机器人. 它由两个旋转关节连接, 在二维平面内移动和执行任

务. 图 4 显示了   平面机器人的 DH 坐标系模型, 其中   、   、   的方向垂直于平面向上. 因此,    平面机

器人的 DH参数如表 2所示.
 
 

R||R表 2　   平面机器人 DH参数表
 

坐标系编号 连杆长度 连杆扭转 关节距离 关节角

1 l1 0 0 θ1

2 l2 0 0 θ2

 

R||R RR_type   结构的形式化定义如下述   所示. 

Class RR_type : Type := { l1 : R; l2 : R; θ1 : R; θ2 : R } .

f un_RR_T f un_RR R||R
Section

定义 6 中的   与   分别为   平面机器人的转换矩阵与坐标转换函数的形式化定义. 它们被

定义在一个   结构中.

rob RR_type定义 6. 在 DH 坐标系中, 若机器人   的类型为   , 则该机器人的转换矩阵及坐标转换算法的形式化

定义如下: 

Section RR.

Variable rob : RR_type.

Let prm :=
[(

Build_DH_PRM l1 0 0 θ1
)
;
(
Build_DH_PRM l2 0 0 θ2

)]
.

Definition f un_RR_T := T 0 (length prm) prm.

Definition f un_RR (Pb : mat 3 1) :=
let b0 := mnth Pb 0 0 in let b1 := mnth Pb 1 0 in
let b2 := mnth Pb 2 0 in let b := { {b0} , {b1} , {b2} , {1} } in
f un_RR_T ∗b.

End RR.

Instance R||R f un_Get get_RR在 Coq中,    策略用于定义类型类的实例,    机器人在类型类   的实例化如   所示. 
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#
[
export

]
Instance get_RR : f un_Get RR_type := {

getT := f un_RR_T ;
getGr := f un_RR; }.

R||R在   结构的机器人中, 以下引理可以被形式化证明.

rob RR_type引理 14. 在 DH坐标系中, 若机器人   的类型为   , 则该机器人转换矩阵具有如下等价关系. 

Lemma RR_T_check : forall
(
rob : RR_type

)
, getT rob =

{{ cos(θ1+ θ2) , −sin(θ1+ θ2) , 0, l1∗ cosθ1+ l2∗ cos(θ1+ θ2) },
{ sin(θ1+ θ2) , cos(θ1+ θ2) , 0, l1∗ sinθ1+ l2∗ sin(θ1+ θ2) },
{ 0, 0, 1, 0 },
{ 0, 0, 0, 1 }}.

rob RR_type

[ [l1× cosθ1+ l2× cos(θ1+ θ2)] ; [l1× sinθ1+ l2× sin(θ1+ θ2)] ; [0] ; [1] ]

引理 15. 在 DH坐标系中, 若机器人   的类型为   , 则该机器人的末端执行器在全局坐标系中的位置

为   . 

Let Br := {{0} , {0} , {0}} .
Lemma RR_Gr_check : forall

(
rob : RR_type

)
, getGr rob Br =

{{l1∗ cosθ1+ l2∗ cos(θ1+ θ2)} , {l1∗ sinθ1+ l2∗ sin(θ1+ θ2)} , {0} , {1}} .
 

R⊥R||R4.3.2       机器人

R⊥R||R R⊥R||R
Z0 Z1 Z1 Z2 R⊥R||R

   机器人由 3个旋转关节连接, 可以在 3维空间内移动和执行任务. 图 7给出了   机器人的 DH坐

标系模型, 其中,    与   垂直相交,    与   同向平行. 因此,    机器人的 DH参数如表 3所示.
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R⊥R||R图 7　   机器人 DH坐标系图
 
 
 

R⊥R||R表 3　   机器人 DH参数表
 

坐标系编号 连杆长度 连杆扭转 关节距离 关节角

1 0 −π/2 d1 θ1

2 l2 0 d2 θ2

3 l3 0 0 θ3
 

R⊥R||R RRR_type   结构的形式化定义如下述   所示. 

Class RRR_type : Type := { l2 : R; l3 : R; d1 : R; d2 : R; θ1 : R; θ2 : R; θ3 : R } .

f un_RRR_T f un_RRR R⊥R||R定义 7中的   与   分别为   器人的转换矩阵与坐标转换求解函数的形式化定义.

rob RRR_type定义 7. 在 DH坐标系中, 若机器人   的类型为   , 则该机器人的转换矩阵及坐标转换算法的形式化

定义如下: 
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Section RRR.

Variable rob : RRR_type.

Let prms := [Build_DH_PRM 0 (−PI/2) d1 θ1; Build_DH_PRM l2 0 d2 θ2; Build_DH_PRM l3 0 0 θ3].
Definition f un_RRR_T := T 0 (length prms) prms.

Definition f un_RRR (Pb : mat31) :=
let b0 := mnth Pb 0 0 in let b1 := mnth Pb 1 0 in let b2 := mnth Pb 2 0 in let b := {{b0} , {b1} , {b2} , {1}} in
f un_RRR_T ∗b.

End RRR.

R⊥R||R f un_Get get_RRR因此,    机器人在类型类   的实例化如   所示.
 

#
[
export

]
Instance get_RRR : f un_Get RRR_type := {

getT := f un_RRR_T ;

getGr := f un_RRR; }.

R⊥R||R在   结构的机器人中, 以下引理可以被形式化证明.

rob RRR_type引理 16. 在 DH坐标系中, 若机器人   的类型为   , 则该类型机器人转换矩阵具有如下等价关系.
 

Lemma RRR_T_check : forall
(
rob : RRR_type

)
, getT rob =

{{ cosθ1∗ cos(θ2+ θ3) , −cosθ1∗ sin(θ2+ θ3) , −sinθ1, l3∗ cosθ1∗ cos(θ2+ θ3)+ l2∗ cosθ1∗ cosθ2−d2∗ sinθ1 },
{ sinθ1∗ cos(θ2+ θ3) , −sinθ1∗ sin(θ2+ θ3) , cosθ1, l3∗ sinθ1∗ cos(θ2+ θ3)+ l2∗ sinθ1∗ cosθ2+d2∗ cosθ1 },
{ −sin(θ2+ θ3) , −cos(θ2+ θ3) , 0, −l3∗ sin(θ2+ θ3)− l2∗ sinθ2+d1 },
{ 0, 0, 0, 1 }}.

rob RRR_type引理 17. 在 DH坐标系中, 若机器人   的类型为   , 则该类型机器人的末端执行器在全局坐标系中

的位置具有以下等价关系.
 

Lemma RRR_Gr_check : forall
(
rob : RRR_type

)
, getGr rob Br =

{{l3∗ cosθ1∗ cos(θ2+ θ3)+ l2∗ cosθ1∗ cosθ2−d2∗ sinθ1} ,

{l3∗ sinθ1∗ cos(θ2+ θ3)+ l2∗ sinθ1∗ cosθ2+d2∗ cosθ1} ,

{−l3∗ sin(θ2+ θ3)− l2∗ sinθ2+d1} ,

{1}}.
 

4.3.3    空间站机械手遥控系统

空间站机械手遥控系统 (space station remote manipulator system, SSRMS), 它是依附在航天飞机或者空间站上

的机械手. 图 8为 SSRMS的一个简化原理模型图. 该机械手的 DH参数如表 4所示.

SSRMS SSRMS_type   机器人结构的形式化定义如   所示.
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SSRMS图 8　   机器人 DH坐标系图
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表 4　SSRMS机器人 DH参数表
 

坐标系编号 连杆长度 连杆扭转 关节距离 关节角

1 0 −π/2 d1 θ1

2 0 −π/2 d2 θ2

3 l3 0 d3 θ3

4 l4 0 d4 θ4

5 0 π/2 d5 θ5

6 0 −π/2 d6 θ6

7 0 0 d7 θ7
  

Class SSRMS_type : Type := {
l3 : R; l4 : R;
d1 : R; d2 : R; d3 : R; d4 : R; d5 : R; d6 : R; d7 : R;
θ1 : R; θ2 : R; θ3 : R; θ4 : R; θ5 : R; θ6 : R; θ7 : R }.

f un_SSRMS_T f un_SSRMS SSRMS在下述的 Section中,    与   分别为   机器人的转换矩阵与坐标转换函数的形式

化定义. 

Section SSRMS.

Variable rob : SSRMS_type.

Let prms := [
(
Build_DH_PRM 0 (−(PI/2)) d1 θ1

)
;
(
Build_DH_PRM 0 (− (PI/2)) d2 θ2

)
;(

Build_DH_PRM l3 0 d3 θ3
)
;
(
Build_DH_PRM l4 0 d4 θ4

)
;(

Build_DH_PRM 0 (PI/2) d5 θ5
)
;
(
Build_DH_PRM 0 (− (PI/2)) d6 θ6

)
;(

Build_DH_PRM 0 0 d7 θ7
)
].

Definition f un_SSRMS_T := T 0 (length prms) prms.

Definition f un_SSRMS (Pb : mat 3 1) :=
let b0 := mnth Pb 0 0 in let b1 := mnth Pb 1 0 in let b2 := mnth Pb 2 0 in
let b := {{b0} , {b1} , {b2} , {1}} in
f un_SSRMS_T ∗b.

End SSRMS.

SSRMS f un_Get get_SSRMS同样地,    机器人在类型类   的实例化如   所示. 

#
[
export

]
Instance get_SSRMS : f un_Get SSRMS_type := {

getT := f un_SSRMS_T ;
getGr := f un_SSRMS; }.

R⊥R (−π/2) R||R (0) R⊥R (π/2)

R⊥R (−π/2) R||R (0)

在 SSRMS 中, 连杆 1 与连杆 2 为   类型, 连杆 3 与连杆 4 为   类型, 连杆 5 为   类

型, 连杆 6为   类型, 连杆 7为   类型. 因此 SSRMS的转换矩阵如公式 (7)所示. 

T 0
7 = T 0

1 ×T 1
2 ×T 2

3 ×T 3
4 ×T 4

5 ×T 5
6 ×T 6

7 

s.t.



T 0
1 =


cosθ1 0 −sinθ1 1
sinθ1 0 cos θ1 1

1 −1 0 d1

0 0 0 1

 T 1
2 =


cosθ2 0 −sin θ2 0
sinθ2 0 cos θ2 0

0 −1 0 d2

0 0 0 1

 T 2
3 =


cosθ3 −sin θ3 0 l3× cosθ3

sinθ3 cosθ3 0 l3× sinθ3

0 0 1 d3

0 0 0 1


T 3

4 =


cosθ4 −sin θ4 0 l4× cosθ4

sinθ4 cosθ4 0 l4× sinθ4

0 0 1 d4

0 0 0 1

 T 4
5 =


cosθ5 0 sinθ5 0
sinθ5 0 −cosθ5 0

0 1 0 d5

0 0 0 1

 T 5
6 =


cosθ6 0 −sinθ6 0
sinθ6 0 cosθ6 0

0 −1 0 d6

0 0 0 1


T 6

7 =


cosθ7 −sinθ7 0 0
sinθ7 cosθ7 0 0

0 0 1 d7

0 0 0 1


(7)
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Hypothesis

为验证公式 (7) 给出的 SSRMS 转换矩阵的正确性, 本文采用形式化方法在引理 18 中对其进行验证, 其中,
 策略对 SSRMS机器人的结构进行约束.

rob S S RMS _type pl1、pl2、pl3、pl4、pl5、pl6、pl7

pl1 R⊥R (−π/2) 0 d1 θ1 pl2

R⊥R (−π/2) 0 d2 θ2 pl3 R||R (0) l3

d3 θ3 pl4 R||R (0) l4 d4 θ4 pl5

R⊥R (π/2) 0 d5 θ5 pl6 R⊥R (−π/2) 0

d6 θ6 pl7 R||R (0) 0 d7 θ7

T 0
7 = T 0

1 ×T 1
2 ×T 2

3 ×T 3
4 ×T 4

5 ×T 5
6 ×T 6

7

引理 18. 在 DH坐标系中, 设机器人   的类型为   ,    为该机

器人中的连杆 ,  当连杆    为    类型且连杆长度为     ,  关节距离为     ,  关节角为     ;  连杆    为

 类型且连杆长度为   , 关节距离为   , 关节角为   ; 连杆   为   类型且连杆长度为   , 关节距

离为     ,  关节角为     ;  连杆    为    类型且连杆长度为     ,  关节距离为     ,  关节角为     ;  连杆    为

 类型且连杆长度为   , 关节距离为   , 关节角为   ; 连杆   为   类型且连杆长度为   , 关节

距离为   , 关节角为   ; 连杆   为   类型且连杆长度为   , 关节距离为   , 关节角为   , 则该机器人的转

换关系满足   .
 

Section SRMS.

Variable rob : SSRMS_type.

Variable pl1 pl2 pl3 pl4 pl5 pl6 pl7 : Pole.

Hypothesis H1 : pl1 = R_pi2′ 0 d1 θ1. Hypothesis H2 : pl2 = R_pi2′ 0 d2 θ2.
Hypothesis H3 : pl3 = R_0 l3 d3 θ3. Hypothesis H4 : pl4 = R_0 l4 d4 θ4.
Hypothesis H5 : pl5 = R_pi2 0 d5 θ5. Hypothesis H6 : pl6 = R_pi2′ 0 d6 θ6.
Hypothesis H7 : pl7 = R_0 0 d7 θ7.
Let T1 :=@ f un_poleT pl1 0 d1 θ1. Let T2 := @ f un_poleT pl2 0 d2 θ2.
Let T3 :=@ f un_poleT pl3 l3 d3 θ3. Let T4 := @ f un_poleT pl4 l4 d4 θ4.
Let T5 :=@ f un_poleT pl5 0 d5 θ5. Let T6 := @ f un_poleT pl6 0 d6 θ6.
Let T7 :=@ f un_poleT pl7 0 d7 θ7.
Lemma SSRMS_T_check : getT rob = T1∗T2∗T3∗T4∗T5∗T6∗T7.
Proof. . . . Qed.

End SRMS.
 

5   代码抽取与分析

使用形式化方法对机器人正向运动学进行定义和验证后, 代码抽取可以将形式化语言转化为其他高性能语

言, 进而构建逻辑可靠、性能稳定的控制系统. 本文将 Coq中的函数抽取为 OCaml语言的代码. 值得注意的是, 在
代码抽取过程中, 需要将 Coq 中的类型和目标语言之间建立类型映射. 在本文中, 将 Coq 中的实数类型 (R) 转换

为 OCaml中的“float”, 自然数类型 (nat)转换为 OCaml中的“int”. 图 9显示了抽取的 OCaml程序的接口信息, 包
括函数名、参数和返回值. 本文选取了具有代表性的函数进行分析和验证.
 
 

图 9　OCaml代码函数接口
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f un_SSRMS

f un_SSRMS rob pb rob pb

Int.succ Int.succ (Int.succ (Int.succ (Int.succ 0)))

算法 1 显示了 SSRMS 机器人正向运动学方程的坐标求解函数    , 该函数由经过形式化验证的

Coq 代码自动生成.    接收两个参数 (   和   ), 其中   为 SSRMS 类型机器人的结构参数,    表示

末端执行器在局部坐标系中的位置; 该函数返回末端执行器在全局坐标系中的位置. 需要注意的是, MatrixR_
DR.mmul 表示实数类型的矩阵乘法运算需要 5个自变量: 前 3个是运算矩阵大小的约束, 而后 2个是运算矩阵. 此
外,    表示将整数值递增 1的函数. 因此, 整数 4被表示为   .

算法 1. SSRMS机器人正向运动学方程的坐标求解算法.

let fun_SSRMS rob pb =
　let b0 = MatrixR_DR.DecMT.mnth
　　(Int.succ (Int.succ (Int.succ 0))) (Int.succ 0) pb 0 0 in
　 let b1 = MatrixR_DR.DecMT.mnth
　　(Int.succ (Int.succ (Int.succ 0))) (Int.succ 0) pb (Int.succ 0) 0 in
　 let b2 = MatrixR_DR.DecMT.mnth
　　(Int.succ (Int.succ (Int.succ 0))) (Int.succ 0) pb (Int.succ (Int.succ 0)) 0 in
　 let b = mat_4_1 b0 b1 b2 (iZR (Zpos XH)) in
　 MatrixR_DR.mmul (Int.succ (Int.succ (Int.succ (Int.succ 0))))
　　　　　　　　　　(Int.succ (Int.succ (Int.succ (Int.succ 0)))) (Int.succ 0)
　　　　　　　　　　(fun_SSRMS_T rob) b

该代码可以通过一个特定的例子进行验证, 假设 SSRMS机器人的运动序列如示例 1所示.

l3 = 10 l4 = 8 d1 = 1 d2 = 2 d3 = 3 d4 = 4 d5 = 5 d6 = 6 d7 = 7 θ1 = π

θ2 = π/2 θ3 = θ4 = θ5 = θ6 = θ7 = π/4 B7 Pr =
[

0 0 0
]T

B0

[
12+7

√
2/2 5/2+8

√
2 −5/2−8

√
2
]T
≈
[

16.95 13.81 −13.81
]T

例 1: 对于 SSRMS机器人, 假设   ,    ,    ,    ,    ,    ,    ,    ,    ,    ,

 ,    , 由图 8 可知, 末端执行器在坐标系   中的坐标为   , 可以得

出末端执行器在   中的位置为   .

f un_SSRMS

sSRMS_ type rob f un_SSRMS

图 10 显示了在提取的 OCaml 代码中   函数使用例 1 中数据的计算结果. 首先我们使用 let 构建

 类型的数据   , 然后调用   函数进行计算, 所示的结果与预期一致.
 
 

f un_SSRMS图 10　   函数结果
  

6   总结与展望

本文设计了基于 DH坐标系的机器人运动学形式化验证框架, 在 Coq中构造了机器人正向运动理论的形式化

证明, 并验证了控制算法的正确性. 首先, 对机器人运动学理论进行了形式化建模, 构造了基于 DH标定的机器人

在不同坐标系下的变换, 并完成了相关性质的证明. 其次, 构建了几种常见的机器人模型结构, 并设计和验证了坐
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标变换算法. 最后, 将 Coq代码提取为 OCaml代码, 进行数据验证. 本文所有证明和验证都是使用 Coq实现的, 所
有源文件均在 GitHub中开源. 开源地址: https://github.com/GuojunXie123/FVFK.git.

总的来说, 本文形式化验证脚本包含 3 000余行代码, 该代码在 Coq 8.16下进行编译. 表 5提供了关于脚本文

件的详细说明, 为了使描述更为清晰, 列举了文中各部分与 Coq 文件的对应关系, 并统计了各文件代码量与证明

脚本的行数.
  

表 5　形式化验证代码统计
 

文件 (夹) 章节 规格 证明

Msupp 3.2、3.3、4.1、4.2、4.3 2 300 1 600
Forward_Kinematics/D4 3.2、3.3、4.1、4.2、4.3 60 10
Forward_Kinematics/R4 3.2、3.3、4.1、4.2、4.3 80 20
Forward_Kinematics/DH.v 3.2、3.3、4.1 138 70
Forward_Kinematics/B2G.v 3.3 160 120

Forward_Kinematics/DH_Arm.v 4.2 150 90
Forward_Kinematics/RR_robot.v 4.3.1 50 30
Forward_Kinematics/RRR_robot.v 4.3.2 60 40

Forward_Kinematics/SSRMS_robot.v 4.3.3 120 90
 

未来工作主要包括以下两点: 一是扩展本文设计的形式化验证框架, 以涵盖更多的机器人控制技术, 并针对更

复杂的运动学逻辑进行改进, 开发形式化证明的自动化策略; 二是将自动编程技术与形式化验证相结合, 将机器人

控制算法自动生成 C代码, 进而提高机器人控制系统的安全性以及推动自动化控制系统验证的发展.
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