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摘　要: 时序图是一类边上带有时间戳信息的图. 在时序图中, 季节突发性子图是在多个时间周期内具有突发性特

征的稠密子图, 它可以用于社交网络中的活动发现和群体关系分析. 然而以前大多数的研究主要集中在识别没有

时间信息的网络中的稠密子图. 为此, 提出一种极大 (   )-稠密子图模型对时序图中的季节突发性子图进行建模.
所提模型表示时序图中在至少   个长度不小于   的时间段内快速累积密度的子图. 为了挖掘出时序图中所有的极

大 (   )-稠密子图, 将该类挖掘问题转化为一个混合的整数规划问题, 包括挖掘最稠密子图和寻找突发值最大化

时间段集合两个子问题, 并给出有效的解决方案. 进一步基于 key-核模型和动态规划思想设计两种优化策略来提

升算法的性能. 实验表明所提模型能够真实地反映现实世界中具有季节突发性的行为模式. 同时在 5 个真实时序

网络中验证了所提算法的有效性、效率和可扩展性.
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Abstract:  Temporal  graph  is  a  type  of  graph  where  each  edge  is  associated  with  a  timestamp.  Seasonal-bursting  subgraph  is  a  dense
subgraph  characterized  by  burstiness  over  multiple  time  periods,  which  can  applied  for  activity  discovery  and  group  relationship  analysis  in
social  networks.  Unfortunately,  most  previous  studies  for  subgraph  mining  in  temporal  networks  ignore  the  seasonal  or  bursting  features  of
subgraphs.  To  this  end,  this  study  proposes  a  maximal  (   )-dense  subgraph  model  to  represent  a  seasonal-bursting  subgraph  in  temporal
networks.  Specially,  the  maximal  (   )-dense  subgraph  is  a  subgraph  that  accumulates  its  density  at  the  fastest  speed  during  at  least   
particular  periods  of  length  no  less  than     on  the  temporal  graph.  To  compute  all  seasonal  bursting  subgraphs  efficiently,  the  study  first
models  the  mining  problem  as  a  mixed  integer  programming  problem,  which  consists  of  finding  the  densest  subgraph  and  the  maximum
burstiness  segment.  Then  corresponding  solutions  are  given  for  each  subproblem,  respectively.  The  study  further  conceives  two
optimization  strategies  by  exploiting  key-core  and  dynamic  programming  algorithms  to  boost  performance.  The  results  of  experiments  show
that  the  proposed  model  is  indeed  able  to  identify  many  seasonal-bursting  subgraphs.  The  efficiency,  scalability,  and  effectiveness  of  the
proposed algorithms are also verified on five real-life datasets.
Key words:  temporal graph; dense subgraph; seasonal burstiness; subgraph mining; time span

随着大数据时代的到来, 多源异构数据的快速增长已经成为一个开放性问题, 这些数据之间的内在关联通常

可以用图的形式来表现. 其中图中的节点表示实体, 节点之间的边表示实体之间的关系, 如 Web 网络 [1]、社交网
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络 [2]、生物蛋白质网络 [3]等. 挖掘图数据中的有用知识已经成为一个重要的研究方向, 简称图数据挖掘. 其中, 稠
密子图发现是图数据挖掘中一个十分重要的问题 [4], 有着广泛的应用. 稠密子图作为具有特殊结构和性质的子图,
可表示现实网络中具有某种特定意义的对象群体. 例如, 在社交网络分析中, 稠密子图对应于具有紧密社交关系的

社区 [2]; 在Web网络中, 稠密子区域可用于发现主题群组和 spam链接等 [1]. 因此, 稠密子图发现问题具有广泛的

应用价值和重要的理论意义.
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目前, 大量的研究工作给出了不同的稠密子图的定义和相应的查询算法, 例如, k-core[5]、k-truss[6]、极大团 [7]

和准团 [8]等. 然而现有的研究工作主要针对静态图中的稠密子图挖掘问题. 在实际应用中, 图中的边通常随时间变

化, 从而演化出时序图. 时序图中每一条边有一个时间戳表示该边出现的时间. 例如在一个面对面接触网络中 [9,10],
边   表示两个实体   和   之间在时刻   存在一次联系; 在一个邮件通信网络中, 每一封邮件包含一个发送方和

一个接受方以及这封邮件的发送时间; 在学者协作网络中, 边   表示协作出版物的两个合作学者   和   在时

刻   合作了一篇文章. 值得注意的是, 时序图中的稠密子图挖掘问题尚处于起步阶段, 需要根据具体研究问题的场

景来定义时序图中的稠密子图挖掘问题并设计相应的挖掘算法.
近年来越来越多的学者研究时序图中的稠密子图挖掘问题. 例如, 文献 [11]提出了时序图中具有周期性特征

的稠密子图挖掘问题. 文献 [12]定义了 (l, δ)-最大核模型, 用于挖掘时序图中在不小于 l 的时间段内, 满足每个节

点的平均度不小于 δ 的稠密子图. 文献 [13]提出在加权时序图中通过时间快照计算权值找到一个时间段内的稠密

子图. 然而现有的研究工作没有关注时序图中的季节突发性特征. 季节突发性特征是一种常见的交互现象, 反映多

个时间段内用户之间的交互规律. 其中, 突发性特征表示短时间内用户之间的交互越来越频繁, 季节性特征表示这

种具有突发性特征行为出现的次数. 例如: (1)来自多个机构的研究人员正在合作一个大型项目, 团队成员的日常

活动通常与项目无关. 但每隔几周或几个月 (季节性特征)在交付期限或项目会议之前, 团队成员之间的交互会变

得更加紧密 (突发性特征). (2)一群 Twitter用户对技术产品感兴趣, 他们彼此之间会评论对方的帖子. 这些用户之

间平时的互动很少, 但在新产品发布后 (季节性特征) 他们之间的互动会显著加强 (突发性特征. 挖掘这种具有季

节突发性特征的子图对于理解时序网络中在多个时间段内具有紧密联系的行为至关重要. 在时序图中通常变化最

快的部分具有很大的研究价值, 为此, 本文充分考虑了时序图中的时序信息, 将静态图中基于边密度的稠密子图挖

掘问题扩展到时序图中, 提出了一种新的稠密子图挖掘问题: 季节突发性子图挖掘问题. 给定一个时序图, 季节突

发性子图表示在该时序图中多个时间段内以最快的速率累积密度的子图. 其中, 季节性特征主要体现在时间段的

数目; 突发性特征主要体现在子图的密度累积速率, 即子图在多个时间段内的密度累加和与时间段总长度的比值.
这里子图的密度用该子图的边密度来衡量, 即子图的边数与节点数的比值.

由于在时序图中每条边上都有记录时间的标签序列, 且节点之间的联系是随着时间动态变化的, 而查找的稠

密时序子图不仅要保证在拓扑结构上的稠密性, 而且要保证子图中的边满足时序约束. 因此, 现有的静态图上的稠

密子图查询算法无法直接应用季节突发性子图挖掘. 此外, 现有的时序图中的稠密子图挖掘算法仅考虑了子图的

密度, 没有考虑子图密度的累积速率以及速率的变化情况. 由于一个子图可能会在很长的时间段内缓慢地累积到

一个比较大的密度, 因此该子图不一定是密度突发性子图. 此外, 这些研究没有考虑子图的季节性特征. 本文首次

提出了时序图上的季节突发性子图挖掘问题, 并给出有效的解决方案.
本文的创新贡献主要包括以下 4个方面.
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(1) 提出了一种极大 (   )-稠密子图模型对季节突发性子图进行建模. 该模型表示在时序图中至少   个长度

不小于   的时间段内以最快速率累积密度的子图. 其中参数   用来反映子图的季节性特征, 参数   用来限制由于

持续时间短而引发的密度累积速率过高的情形.
ω,θ(2) 基于极大 (   )-稠密子图模型, 提出一种基准算法来挖掘时序图中的季节突发性子图. 该算法将季节突发

性子图挖掘问题转化成一个混合的整数规划问题: 给定一个初始的时间段集合, 通过迭代求解最稠密子图挖掘和

最大突发值时间段集合挖掘两个子问题来发现一个季节突发性子图, 并为每一个子问题设计有效的解决方案.
(3) 为了进一步提升算法的效率, 减少搜索空间, 提出了两种优化策略. 针对基准算法中的第 1个子问题, 提出

了一种近似比为 0.5的最稠密子图挖掘算法. 该算法基于 k-核结构首先定位可能包含最稠密子图的一些小的稠密
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子图, 接着在这些小的稠密子图中计算 kmax-核作为最稠密子图. 针对基准算法中的第 2 个子问题, 将其转化为求

解最大斜率问题, 并提出一种动态规划算法, 通过维护一个小的数组可以有效地将该部分时间复杂度由 O(T2) 降
为 O(T).

(4) 在 5个真实的时序网络数据集中进行实验. 实验结果验证了所提算法的有效性、效率和可扩展性. 值得注

意的是, 本文所提的优化算法在效率上比基准算法快了近 2个量级. 同时在 Twitter数据集中进行了案例分析, 结
果表明本文所提算法能够在真实的时序网络中识别出有趣的季节突发性子图.

本文第 1节介绍时序图子图挖掘的相关工作. 第 2节给出一些定义以及问题描述. 第 3节介绍本文所提的基

准算法. 第 4节在基准算法的基础上进一步给出两种优化策略. 第 5节在 5个真实数据集上验证所提算法的有效

性和效率. 第 6节总结全文并且给出未来的工作. 

1   相关工作

⟨v,v′, t⟩

时序图 [14]是由节点和带有时间戳的边组成的集合, 相对于静态图而言, 加入了“时序”的概念, 因此两个节点之

间的多条边不能简单地视作一条. 时序图强调在一个时间阈值内数据的变化. 一般情况下时序图可以按照节点间

联系持续时间的大小分为以下两种情况. 第 1种情况为各节点间联系无持续性或其持续时间可忽略不计. 该种情

况下图中的边可以用三元组   表示, 每条边都存在一组时间的序列. 第 2种情况是时序图中的边在一定的时

间段内被激活. 在这种时序图中, 持续时间是一个重要、不可忽视且必须考虑的因素. 本文是基于第 1种情况下在

时序图中进行稠密子图挖掘研究的. 值得注意的是, 时序图与动态图 [15]不同, 动态图是指会随着时间实时发生变

化的图数据, 包括边的增加和删除操作. 而时序图则研究图中历史数据随时间的演化情形, 其本质上是边带有时序

信息的静态图.
时序图中的稠密子图挖掘问题近年来备受关注, 根据应用场景的不同, 现有时序图中的稠密子图可分为权重

子图 [13,16]、特征子图 [11,12,17,18]和动态稠密子图 [19,20]. Ma等人提出 FIDES算法 [13]和 FIDES+算法 [16]在加权时序图中

通过时间快照计算权值找到一个时间段内具有较大边权重的稠密子图. Li等人 [17]提出在时序图中挖掘具有持久

性特征的社区. Qin等人 [11]研究了时序图中的具有周期性特征的社区挖掘问题. Zhang等人 [18]研究了时序图中的

季节周期性子图挖掘问题, 考虑在多个时间段内呈现周期性特征的子图. Liu等人 [19]提出了一种新颖的随机算法

在时序图中挖掘在较长时间段内仍然具有较高密度的子图. 然而这些工作都没有考虑子图的密度突发性特征.
与本文所研究问题相关的工作有两个. 文献 [12]提出了 (l, δ)-最大核模型来定义时序图中的密度突发性子图.

该模型表示时序图中在不小于 l 的时间段内, 满足每个节点的平均度不小于 δ 的稠密子图. 然而该模型对突发性

特征的定义仅考虑了子图中每个节点的平均度, 没有考虑子图的边密度以及边密度的累积速率; 其次, 该模型没有

考虑子图的季节性特征. 文献 [20]研究了在不同时间段内满足边密度阈值的稠密子图挖掘问题. 该研究仅考虑稠

密子图的季节性特征, 没有考虑子图的密度突发性特征, 因此不能应用到本文的研究工作当中.

1/(2+2ε)

O(m log(n)/ε)

当给定一个时间段之后, 时序图可以当作一个静态图来进行处理, 其中图上边的时间信息可以看作为边的标

签. 因此为了挖掘在该时间段内以最快的速率累积密度的子图, 可以将其转化为静态图上基于边密度的最稠密子

图挖掘问题. 给定一个子图 S, 其边密度定义为 m/n, 其中 m 表示该子图中边的数目, n 表示子图中的节点数目. 基
于边密度的最稠密子图挖掘问题为挖掘图中边密度最大的子图. 该问题可以通过求解一个参数化最大流问题来解

决 [21]. Qin等人 [22]设计了有效的算法挖掘图中前 k 个局部密度最大的子图. Epasto等人 [23]研究了演变图中的最稠

密子图发现问题. 上述算法为精确的最稠密子图挖掘算法, 其在图规模比较小的时候可以获得比较好的结果. 当图

的规模较大时算法的效率显著降低. 因此, 研究人员开发了近似算法, 以获得更高的效率. Charikar等人 [24]提出了

一种近似率为 0.5的启发式算法来挖掘最稠密子图. 这里近似率指的是近似算法返回的最稠密子图的密度与精确

算法返回的最稠密子图的密度比值. Bahmani等人 [25]提出了流图环境下一个近似率为   的最稠密子图挖

掘算法, 该算法的时间复杂度为   . 本文采用文献 [24]提出的最稠密子图挖掘算法作为基线算法, 并对

其进行进一步优化.
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此外, 还有其他研究工作对时序图进行分析. Yang等人 [26]研究了时序图中变化最频繁的子图挖掘问题. Huang
等人 [27]研究了时序图中的最小生成树问题. Gurukar等人 [28]提出了一种识别具有相似信息流序列的重复子图的模

型. Wu等人 [29]提出了一种时序图上的 (k, h)-核模型, 即子图中每个顶点至少有 k 个邻接点和 h 条时序边, 用于时

序图的核心分解. 文献 [30]提出了时序图中一种长度限制下的环路枚举新算法. 该算法通过引入新型的剪枝技术,
允许用户快速获得某一长度以内的所有时序环. 

2   问题描述及相关定义

在本节中, 我们首先介绍了时序图和时序子图的相关定义, 接着给出时序图中季节突发性子图挖掘问题的形

式化描述. 

2.1   时序图和时序子图

G (V,E,T ) V S =V×V×T

e = ⟨v,v′, t⟩ (t ∈ T ) v v′

t1 < t2 < . . . < t|T |

时序图   可以用一个三元组   来表示, 其中,    表示节点集,    表示时序边集, 每一条边

都与时间集 T 中的一个时间戳相关联. 例如时序边   表示节点   和   在时刻 t 存在交互. 为了不失

一般性, 假设每一个时间戳都为整数, 且所有时间戳都按时间顺序排列, 即   . 图 1(a)给出了一个与

通信网络相关的采样时序图, 其中图中的节点表示科研工作者, 节点之间的边表示两者在该时刻进行了通信.
 
 

v1 v2

v3

v4

v5 v6

v7 v8

[1, 3, 5] [1, 7]

[2, 3, 8]

[1, 8, 13]

[2, 10]

[1, 2, 3, 7, 8, 9]

[11, 12] [10, 11, 12]

(a) 采样时序图 (b) 极大 (2, 3)-稠密子图

1=[1, 3]

2=[7, 9]

[8, 12]

v9

[2, 3, 11]

v5 v6

v7 v8

[1, 2, 3, 7, 8, 9]

[1, 2, 3, 4, 7, 8, 9]

[1, 2, 3, 7, 8, 9, 10]
[1, 2, 3, 7, 8, 9, 10]

[1, 2, 3, 7, 8, 9]

图 1　季节突发稠密子图示例
 

ts te T = [ts, te] ts te T |T | =
te− ts+1 G (T ) G T T G T

G G (T ) Ω = {T1,T2, . . . ,Tn} G (Ω) G
Ω

给定一个由时间戳   到   的时间段   , 其中   和   为   中开始时间和结束时间, 该时间段长度为 

 . 本文用   表示时序图   在时间段   内的存在性, 这里   用来限制   在时间段   内存在的时序边.
基于此, 时序图   等价于   . 相似地, 给定一个时间段集合   , 用   表示时序图   在时间段

集合   内的存在性.
G T S ∈ V GS (T ) = (S ,ES (T ))

G(T ) ES (T ) = {⟨u,v, t⟩ |u,v ∈ S , t ∈ T , ⟨u,v, t⟩ ∈ E} Ω GS (Ω) =

(S ,ES (Ω)) G(Ω)

定义 1. 时序子图. 给定一个时序图   , 一个时间段   , 和一个节点集   , 时序子图   为

时序图   的诱导子图, 满足   . 相似地, 给定一个时间段集合   ,  
 为时序图   中的时序子图. 

2.2   季节突发性子图的形式化描述

GS (Ω) = (S ,ES (Ω)) GS (Ω)

d (GS (Ω)) d (GS (Ω)) =
|ES (Ω) |
|S |

给定一个时序子图    , 本文采用边密度来衡量子图的密度. 因此, 时序子图    的密度

 定义为   .

G (Ω) S ∈ V d (GS (Ω))定义 2. 最稠密子图. 给定一个时序图   , 找到一个节点集   使得   的值最大.
GS (Ω) Ω B (GS (Ω))

B (GS (Ω)) =
d (GS (Ω))∑n

i=1
|Ti|

ω,θ

时序子图    的突发值为该子图在时间段集合    内的密度累积速率. 因此, 其突发值    定义为

 . 接下来给出本文所提极大 (   )-稠密子图模型的定义.

ω,θ G Ω = {T1,T2, . . . ,Tn} S ∈ V
GS (Ω) ω,θ |Ti| ⩾ θ (1 ⩽ i ⩽ n) n ⩾ ω S ′ ∈ V

B (GS ′ (Ω)) > B (GS (Ω)) Ω′ B (GS (Ω′)) > B (GS (Ω))

定义 3. 极大 (   )-稠密子图. 给定一个时序图   , 一个时间段集合   和一个节点集   ,
时序子图   为极大 (   )-稠密子图当且仅当: (1)    ,    ; (2) 不存在其他节点集   , 使
得   ; (3) 不存在其他时间段集合   , 使得   .
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ω θ条件 (1)中参数   保证了子图的季节性特征, 时间段大小约束   可以排除掉那些由于持续时间太短导致突发

值较大的无意义子图, 例如一个科研团队在 1天内的正常邮件交互可以使得突发值很大, 但该结果是由于持续时

间短导致, 没有实际意义; 然而如果该团队持续 5天仍然产生很大的突发值, 说明该团队正在集中攻关一个科研项

目, 期间内团队内的联系持续保持紧密; 条件 (2)保证了子图 S 为局部最稠密子图; 条件 (3)保证了子图 S 的突发

值最大.
ω = 2 θ = 3

T1 = [1,3] T2 = [7,9] B (GS (Ω)) =
9
6
= 1.5 (Ω = {T1,T2}) GS (Ω)

G (Ω) S ′ ∈ V B (GS ′ (Ω)) > B (GS (Ω))

Ω′ B (GS (Ω′)) > B (GS (Ω)) GS (Ω)

图 1(b)展示了在图 1(a)所示的通信网络挖掘出的季节突发稠密子图示例. 给定   ,    , 节点 S={v5, v6, v7,

v8}在时间段   和   形成时序子图的突发值   . 由于时序子图 

为时序图   中的最稠密子图, 因此不存在其他节点集   使得   . 进一步, 从图 1(a)中
可以明显地看到不存在其他时间段集合   , 使得   , 因此时序子图   为极大 (2, 3)-稠密

子图. 

2.3   问题定义

G ω θ ω,θ

ω,θ

本文具体研究的问题是: 给定一个时序图   、参数   和   , 枚举时序图中所有的极大 (   )-稠密子图. 为了便

于描述, 接下来将极大 (   )-稠密子图缩写为 SBS.

ω,θ

ω,θ

问题挑战: 由于时序图本身是带有时间戳的静态图, 需要考虑的问题是传统的静态图中稠密子图挖掘方法能

否用于挖掘极大 (   )-稠密子图. 答案是否定的, 这是因为传统的静态图中的稠密子图挖掘算法仅考虑了子图的

密度, 没有考虑子图密度的累积速率以及速率变化的季节性特征, 因此无法直接应用到挖掘极大 (   )-稠密子图. 

3   SBS 挖掘算法

GS (Ω) = (S ,ES (Ω)) Ω B (GS (Ω))

Ω B (GS (Ω))

根据定义 3, 给定一个 SBS    , 发现: (1) S 是在时间段集合   约束条件下使得突发值 

形成局部极值的节点集; (2)    是在节点集 S 约束条件下使得   形成局部极值的时间段集合. 因此, 可以通

过求解一个混合的整数规划 (MIP) 问题来挖掘时序图中所有的 SBS.
GS (Ω) = (S ,ES (Ω))根据定义 3, 一个 SBS    为以下MIP问题中的一个局部最大点: 

argmax
(S ,Ω)

B (GS (Ω)) , s.t. S ∈ V,Ω = {T1,T2, . . . ,Tn}, |Ti| ⩾ θ,n ⩾ ω (1)

Ω Ω B (GS (Ω))因此, 给定一个初始的时间段集合   , 可以通过迭代地更新 S 和   来增加突发值   , 从而获取一个局

部最大点. 基于此, 我们将该MIP问题分解为以下两个子问题.
Ω G(Ω) B (GS (Ω))问题 1. 寻找最优节点集合. 给定一个时间段集合   , 在时序图   寻找一个节点集 S, 使得   的值最大.

Ω = {T1,T2, . . . ,Tn}
B (GS (Ω)) |Ti| ⩾ θ 1 ⩽ i ⩽ n n ⩾ ω

问题 2. 寻找最优时间段集合. 给定一个节点集 S, 在时序图寻找一个时间段集合    , 使得

 的值最大且满足 (1)    (   ); (2)    .
综上, 时序图中季节突发性子图挖掘算法 findSBS的伪代码如算法 1所示.

findSBS(G,ω,θ).算法 1.  

G
ω θ

输入: 读取时序图的输入流   , 其中, 要求图输入的格式为 (起始节点, 终止节点, 时间戳)的三元组, 输入时间不递

减; 参数   和   ;
输出: 所有季节突发性子图 SBS.

A ← G ω θ1.       initializeSBS(   ,    ,    ); //获取初始时间段集合

Ω A2. for each     in  
3. 　repeat

S ← argmax
S

B (GS (Ω))4. 　　   ;

Ω← argmax
Ω

d (GS (Ω))∑n

i=1
|Ti|

|Ti| ⩾ θ n ⩾ ω5. 　　   , s.t.    ,    ; //挖掘突发值最大时间段集合
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B (GS (Ω))6. 　until the value of     does not increase;
7. 　if Coverage(S) = TRUE //判断子图是否出现过

← ∪ GS (Ω)8. 　　ResultSet   ResultSet   {   };
9. 　end if
10. end for
11. return ResultSet;

A A
B (GS (Ω))

GS (Ω)

算法 1 首先获取初始的时间段集合候选集    (第 1行). 对于候选集   中的每一个时间段集合, 通过迭代地解

决问题 1和问题 2直到密度突发值   不再增加为止 (第 2–6行). 接下来判断是否 Coverage(S) = TRUE; 若
成立, 则将时序子图   加入 ResultSet 中 (第 7–9行). 这里 Coverage(S) = TRUE 表明在 ResultSet 中不存在一

个 SBS使得其节点集与 S 相同.
O(|V|× |E|)

O(|V|× |E|)
给定一个初始的时间段集合, 算法 1最多可以识别   个独一无二的时序子图. 因此, 算法可以保证在

最多迭代   次后停止, 从而保证算法的有效性. 算法 1主要包含 3个核心步骤, 分别为: 初始化时间段集

合、寻找最优节点集和寻找最优时间段集合, 接下来分别给出相应的解决方案. 

3.1   算法初始化

GS (Ω) ,

Ω = {T1,T2, . . . ,Tn}, GS (Ω) d∗, Ω Ti, G (Ti)

GS (Ti) d (GS (Ti)) ⩾
d∗

n
. θ

算法 1 中返回结果的完整性与选取的初始时间段集合候选集密切相关. 给定一个时序子图    其中

 若   为 SBS且密度为   则在   中必然存在一个时间段   使得在时序图   中由节点

集 S 产生的时序子图   满足其密度   基于此, 算法 1可以选择所有长度不小于   的单个时间段

作为初始候选集.

O
(|T |2) θ T

A J
J

由于在时序图中存在   个长度不小于   的时间段, 当   的值较大时, 算法 1无法在有效的时间内返回所

有的 SBS. 因此, 为了提升算发的效率, 可以从候选集   中随机选择   个时间段来运行迭代算法从而获取所有可

能的结果. 实验中会给出   的值对时序图中发现的季节突发性子图数目的影响. 

3.2   寻找最优节点集

Ω G(Ω)

d (GS (Ω)) .

由于在问题 1中已经给定了时间段集合   , 因此可以进一步将问题 1转化为在时序图   中挖掘最稠密子

图, 即寻找一个节点集 S 来最大化时序子图密度   值得注意的是, 可以将限定了时间段范围的时序图当

成一个静态图来处理, 因此问题 1可以用现有的关于静态图工作中的最稠密子图挖掘技术来解决. 由于精确的最

稠密子图挖掘算法不适用于图规模较大的情形, 因此, 本文采用文献 [24]提出的一种启发式算法 findDSS来求解

该问题. 该算法可以保证 0.5 的近似率, 即该近似算法返回的最稠密子图的密度与精确算法返回的最稠密子图的

密度比值不小于 0.5. 算法 findDSS的伪代码如算法 2所示.

G (Ω)算法 2. findDSS(   ).

G Ω G (Ω)输入: 读取时序图   在时间段集合   内的快照   ;
输出: 使得时序子图密度最大的最优节点集 S.

S̄ ←G (Ω) S ← ∅1.    ,    ;
computeDegree(S̄ ) S̄2.    ; //获取   中每一个节点的度

S̄ , ∅3. while  
v← minDegree(S̄ ) S̄4.　    ; //获取   中度最小的节点

S̄ ← S̄ \v S̄5.　    ; //将 v 从   中删除

d
(
S̄
)
⩾ d (S )6.　 if  

S ← S̄ ;7.　　  

张千桢 等: 面向时序图的季节突发性子图挖掘算法 5531



8. 　 end if
9.  end while
10. return S;

G (Ω) G (Ω)假设时序图   的节点数为 n, 算法 2将进行 n 次迭代计算. 每一次迭代计算算法 2移除   中度最小的

节点, 并重新计算当前时序图的密度. 当所有的迭代完成之后, 算法 2即可返回最稠密子图 S. 

3.3   寻找最优时间段集合

θ ω

问题 2为突发值最大时间段集合发现问题, 该问题为 NP-难问题. 证明: 为了计算使得该子图突发值最大的时

间段集合, 首先需要获取所有长度不小于   的时间段, 接着在这些时间段集合中寻找至少   个互不相交的时间段

使得该子图的突发值最大. 可以发现传统的集合覆盖问题为问题 2的一种特例, 由于集合覆盖问题为 NP-难问题,
因此可以证明问题 2也为 NP-难问题.

基于集合覆盖问题的求解思想, 本文提出了一种启发式算法来求解突发值最大时间段集合发现问题, 主要步

骤如下.

Ω步骤 1. 给定一个节点集 S, 初始化其时间段集合   为空集.
θ T步骤 2. 在时间集 T 中选择一个长度不小于   的时间段   来最大化该时序子图的突发值, 即最大化: 

B (GS(Ω∪T )) =
d(GS(Ω))+d(GS(T ))

len(Ω)+ |T | (2)

len(Ω) Ω T Ω其中,    表示在时间段集合   中所有时间段的长度之和. 接着将   加入   中.
T Ω步骤 3. 判断算法是否终止, 若不终止, 则将   从时间集 T 中删除, 并重复步骤 2; 若算法终止则返回   作为最

优时间段集合.

B (GS(Ω∪T )) <

B (GS(Ω)) T1 T2
d(GS(T1))
|T1|

>
d(GS(T2))
|T2|

d(GS(T2))
|T2|

<

d(GS(T1))+d(GS(T2))
|T1|+ |T2|

<
d(GS(T1))
|T1|

Ω = {T1,T2, . . . ,Tk} B (GS (Ω)) > B (GS (Tk))

T B (GS (Tk)) > B (GS (T )) B (GS (Ω)) > B (GS (T ))

B (GS(Ω∪T )) < B (GS(Ω)) |Ω| = ω

步骤 3中算法终止的条件可以通过公式 (2)的单调性获得. 研究发现, 公式 (2)具有反单调性, 即 

  .  证明 :  给定两个时间段    和    且满足     .  根据等量变化可得  

 . 假设   , 根据上述不等式可得   . 当加入

一个新的时间段    后, 由于    , 从而可得    , 根据不等式性质进而得证

 . 因此, 为了获取突发值最大化时间段集合, 步骤 3 中算法的终止条件设为当   时

停止.
d(GS(T ))
|T | B (GS(Ω∪T ))

θ T B (GS (T ))

θ B (GS (T ))

进一步研究发现,    的值越大,    的值也就越大. 因此, 步骤 2 可以进一步转化为在时间

集 T 中选择一个长度不小于   的时间段   来最大化突发值   . 为了解决该问题, 可以首先获取时序图中所

有长度不小于   的时间段, 接着选取使得突发值   最大的时间段.

G (Ω) G (Ω)

G (Ω)

O(m)

算法分析: 算法 2通过迭代地删除时序图   中度最小的节点来最终获取密度最大的稠密子图. 假设 

中边的数目为 m, 算法 2的主要的计算开销来自枚举   中时序边的数目. 因此其时间复杂度和空间复杂度均

为   .

B (GS (T ))

T θ O
(|T |2)在寻找最优时间段集合的过程中, 主要计算开销主要来自步骤 2. 由于步骤 2在计算使得   值最大的

时间段   时, 需要考虑所有长度不小于   的时间段, 因此该部分时间复杂度和空间复杂度均为   . 

4   两种优化策略

算法 1虽然可以挖掘出时序图中的季节突发性子图, 但仍然面临以下两种挑战.
挑战 1. 算法 1在计算最优节点集的过程中, 虽然可以在线性的时间复杂度内完成, 但是存在大量不必要的计

算, 严重影响算法效率. 这是因为在最初的几轮迭代计算过程中, 返回的图里包含大量度很小的节点, 这些图不会

成为密度最大的稠密子图, 但是算法 2仍然需要计算这些图的密度.
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B (GS (T )) T
θ |T |

挑战 2. 算法 1 在每一轮计算使得   值最大的时间段   (即最优时间段) 的过程中需要考虑所有长度

不小于   的时间段. 即使在   比较小的情况下, 例如 2 000, 仍然需要进行 26 次计算来返回使得突发值最大的时间

段, 严重影响算法的效率.
本文基于上述两种挑战, 分别提出了相应的优化策略来改进算法的效率. 

4.1   基于 k-核的最优节点集发现算法

为了解决挑战 1, 本文提出了一种基于 k-核的算法来快速地定位到可能包含最稠密子图的一些小的稠密子图

中, 且只需要对这些小的稠密子图进行计算即可.

G (Ω) (k ⩾ 0), G (Ω) Hk, ∀v∈Hk,

deg(v) ⩾ k. deg(v) v Hk

定义 4. k-核. 给定时序图   和一个整数 k    k-核为   中的一个极大子图, 表示为    满足 

 其中,    表示节点   的度, k 表示   的阶数.

G (Ω) kmax G (Ω)给定   中的一个节点 v, 其核心数定义为所有包含节点 v 的 k-核中阶数的最大值,    表示   中所有

节点的核心数的最大值. 接下来分析 k-核的相关性质.

G (Ω) G (Ω) Hk. Hk定理 1. 给定一个时序图   和   中的一个 k-核      的密度满足: 

k
2
⩽ d(Hk) ⩽ kmax (3)

为了证明上述定理, 给出了以下引理.

G (Ω) GS (Ω) = (S ,ES (Ω)) ,引理 1. 给定时序图   中的一个最稠密子图   由 S 中的任一子集 U 组成的连通子图密

度相同.
证明: 可以直观地用反证法证明.

G (Ω) GS (Ω) = (S ,ES (Ω)) , GS (Ω)

d (GS (Ω))× |U |
引理 2. 给定时序图   中的一个最稠密子图    移除 S 中的任一子集 U 会导致从 

中移除至少   条边.

GS (Ω) d (GS (Ω))× |U |
GS \U (Ω)

证明: 同样可以采用反证法证明. 假设   为最稠密子图且从 S 中移除 U 导致移除少于   条

边. 将 U 从 S 中移除之后, 剩余图     的密度变为: 

d
(GS \U (Ω)

)
=
ES \U (Ω)
|S | − |U | >

d (GS (Ω)) |S | −d (GS (Ω)) |U |
|S | − |U | = d

(GS \U (Ω)
)

(4)

GS (Ω)与假设   为密度最大稠密子图相矛盾, 因此该引理成立.

d (GS (Ω))根据上述引理, 可以得出   的上界.

G (Ω) GS (Ω) kmax,引理 3. 给定   中的一个最稠密子图   和所有节点中的核心数最大值   可以得到: 

d (GS (Ω)) ⩽ kmax (5)

d (GS (Ω)) > kmax. S GS (Ω)

d (GS (Ω)) kmax kmax+1 kmax

d (GS (Ω)) kmax.

证明: 可以采用反证法证明. 假设   根据引理 2可以得到从   中移除任一节点会导致从 

中移除至少   条边或者超过   条边. 也就是说每一个节点至少与   条边相关. 这与   为核心数最

大值相矛盾, 因此   的值最大为 

h Hk Hk Hk

Hk

k×h
2

d (Hk) ⩾
k
2
. d (Hk) ⩽ d (GS (Ω)) , d (Hk) ⩽ kmax.

接下来给出定理 1 的证明过程: 假设   为   中节点的数目. 由于   为 k-核,    中的每一个节点 u 有至少 k

条边. 因此   中有至少   条边, 从而得到    由于   因此 

G (Ω)基于定理 1, 本文将时序图   中的 kmax-核作为图中的最稠密子图, 接下来给出使用该方法获得结果的近似比.

G (Ω) Hkmax GS (Ω)定理 2. 给定一个时序图   , 其 kmax-核    的密度与精确算法返回的密度最大稠密子图   的密度比

值不小于 0.5.
kmax

2
⩽ d

(Hkmax

)
⩽ kmax. d (GS (Ω)) ⩽ kmax,证明: 根据定理 1可以得到   由于   则:

 

d
(Hkmax

)
d (GS (Ω))

⩾
kmax/2
kmax

= 0.5 (6)

kmax-核可以直接使用文献 [31] 中提出的 k-核分解算法计算得到, 该算法可以在线性的时间复杂度内计算所
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有节点的核心数. 为了进一步提升算法的效率, 本文提出了一种新的 kmax-核挖掘算法 findDSS+. findDSS+依赖一个

关键发现: kmax-核通常为度较大的节点构成的子图. 因此提出从一系列由度较大的节点构成子图中来发现 kmax-核.
此外, 如果找到了一个具有较大阶数的 k-核, 则可以利用该阶数直接剪枝掉那些节点度较小的子图. 算法 findDSS+

的伪代码如算法 3所示.

G (Ω)算法 3. findDSS+(   ).

G Ω G (Ω)输入: 读取时序图   在时间段集合   内的快照   ;
输出: 最优节点集 S.

G (Ω) G (Ω)1. computeDegree(   ); //计算   中每一个节点 v 的度

G (Ω) G (Ω)2. arrangeDegree(   ); //将   中节点按度的大小降序排列

W ←W ∪{vmax} kmax← 0 S ← ∅3.    ,    ,    ;

max
v∈V\W

deg (v) ⩾ kmax4. while  

v ∈W5. 　for each  
computeDegree(GW (Ω)) GW (Ω)6. 　　    //计算时序子图   中每一个节点的度

7. 　end for

kl←min
v∈W

deg(v) ku←max
v∈W

deg(v)8.　    ,    ;

k←max{kl,kmax+1}9.　    ;
k ⩽ ku |W | > 010. 　while     and  
∃v ∈W,degW(v) < k11. 　　while  

W ←W\{v}∞, updateDegree(GW (Ω)); GW (Ω)12.　　　        //更新时序子图   中的节点度

13. 　　end while
|W | > 014.　　 if  

k > kmax15.　　　 if  
kmax← k S ←GW (Ω)16.　　　　    ,    ;

17. 　　end if
k← k+118.　　    ;

19. 　　end if
20. 　end while

updateVertex(W,G (Ω)); W G (Ω) 2× |W |21.　     //更新   为   中前   个度最大的节点

22. end while
23. return S;

G (Ω)

V

kl,ku GW (Ω)

G (Ω) 2× |W |

GW (Ω)

算法 3首先计算   中每一个节点的度, 并按照值的大小按照递减顺序排列 (第 1, 2行). 然后初始化 3个变

量 W, kmax 和 S. 其中, W 表示   中度最大的节点, S 用来获取 kmax-核 (第 3 行). 接下来用一个 while 循环来获取

kmax-核 (第 4–23行), 过程如下. 首先计算由 W 构成的时序子图中每一个节点的度, 并记录所有度中的最小值和最

大值 (第 8, 9行). 接下来利用区间 [   ]中的值作为阶数对子图   进行核心分解 (第 10–20行), 从而更新核

心数最大值 kmax 和 kmax-核 (第 15, 16行). 之后将 W 的数目变为   中前   个度最大的节点进入下一轮迭

代 (第 21行). 最终算法 3返回 kmax-核的节点集 S (第 23行). 值得注意的是, kmax 的值在每一轮迭代的过程中将会

更新. 对于新一轮迭代产生的子图   , 算法 3专注于发现阶数大于上一轮 kmax 的 k-核 (第 9行).
G (Ω)

GW (Ω)

V\W kmax, kmax,

算法分析: 算法 3从局部时序图   中一些由度较大的节点 W 构成的子图中计算 kmax-核. 对每一个小的子

图   , 算法 3通过运行核心分解过程来得到具有最大阶数的 k-核. While循环的停止条件 (第 4行) 可以确保

正确地计算出 kmax-核, 这是因为剩余节点, 即   的最大度小于   因此这些节点组成的 k-核的阶数也会小于 
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从而保证正确性.

O(m) (
1
2

)t−1

×n,
(

1
2

)t−2

×n, . . . ,n,

O
(1

2

)t−i

×m
 O(m)

O(m)

算法 3的时间复杂度和空间复杂度均为   , 证明如下. 假设算法 3迭代的次数为 t. 由于算法 3采用了子图

节点数目指数增长的策略, 因此每一轮迭代过程中获得子图的节点数目的最大值分别为    

构成一个几何序列. 在第 i 轮迭代过程中, 算法 3 花费了   时间和   空间来执行核心分解过程. 因

此算法 3总的时间复杂度和空间复杂度均为   .

GS (Ω) G (Ω)

与算法 2对比, 虽然两者最差情况下的时间复杂度和空间复杂度相同, 但是算法 3的运行时间要远远低于算

法 2. 这是因为最稠密子图   的节点数目远远小于   的节点数目, 因此在迭代的过程中只有很少的子图会

被检查. 

4.2   基于动态规划的最优时间段发现算法

为了解决挑战 2, 本文将最优时间段发现问题进一步转化为最大斜率计算问题, 并提出一种动态规划算法可

以在线性时间复杂度内计算出最优时间段.

G CDC[S ][ti] = d (GS ([t1, ti])) [t1, ti]

t0 CDC[S ][t0]
{
(t0,CDC[S ][t0]) , . . . ,

(
t|T |,CDC[S ][t|T |]

)}
CDC[S ]. T = [ts, te] B (GS (T ))

给定时序图   中的一个节点集 S, 定义   为时间段   内的时序子图密度. 为了不

失一般性, 假设   和   为 0. 则点集   可以在笛卡尔坐标系统中绘制

成一个曲线, 定义为   根据该曲线, 在时间段   内的密度突发值   可以进一步重写为: 

B (GS (T )) =
CDC[S ][te]−CDC[S ][ts−1]

te− (ts−1)
(7)

CDC[S ] (ts−1,CDC[S ][ts−1]) (te,CDC[S ][te]) slope (tb, te) (tb= ts−1)与曲线   中两个点   和   之间的斜率等价, 表示为      .

CDC[S ] tr (tr ∈ [tθ, tT ])

{max(slope (tb, tr))|tb ∈ [t0, tr − θ]}
定义 5. 极大 tr-截断 θ-斜率. 给定一个密度曲线   和一个时间戳      , 极大 tr-截断 θ-斜率 MS(tr)=

 .

MS (tr) CDC[S ] tr θ

MS MS (tr) MS = {MS (tr), tr ∈ [tθ, t|T |]} B (GS (T ))

MS MS

MS (tr −1) MS (tr) CDC[S ] tr − θ
MS (tr) (tr,CDC[S ][tr]) MS

根据定义 5,    表示在曲线   中以   作为结束时间且相应时间段不小于   的最大斜率. 为了便于描

述, 用   表示所有   的集合, 即   . 基于此, 可以将最大化突发值   题转化

为寻找集合   中的最大斜率问题, 因此需要获取集合   中的所有元素值. 本文提出一种动态规划算法: 已知

 , 当计算   时, 在曲线   中计算一个以时间戳   作为结束时间的下凸包, 表示为 ST. 特别

地,    为在 ST 中的点与曲线上的点   之间的斜率值. 通过动态地维护 ST, 可以有效地获取 

中的所有元素值. 本文基于以下两个重要发现来对 ST 进行动态维护.

CDC[S ] (ta,CDC[S ][ta]) (tb,CDC[S ][tb])

ta < tb < tc slope (tb, tc) < slope (ta, tb) (tb,CDC[S ][tb])

发现 1. 假设曲线   上的两个点   和   在维护的下凸包 ST 中, 且存在时间

戳   . 如果满足斜率   , 则点   可以从数组 ST 中移除.

CDC[S ] (ta,CDC[S ][ta]) (tb,CDC[S ][tb]) ta < tb

slope (tb, tr) ⩾ slope (ta, tb) (ta,CDC[S ][ta])

发现 2. 假设曲线   上的两个点   和   在维护的下凸包 ST 中, 且   . 若

    , 则点   可以从数组 ST 中移除.
基于上述两个发现, 寻找最优时间段算法 findOTS的伪代码如算法 4所示.

G,S算法 4. findOTS(   ).

G (Ω)输入: 时序图   , 节点集;
T输出: 最优时间段   .

CDC[S ][0]← 0 CDC[S ]← ∅1.    ,    ;
tr2. for each     in T

tr G (Ω) CDC[S ][tr]3.　 computeCDC(S,    ,    ); //计算 

4. end for
ST ← ∅,MS ← ∅, is← 0, ie←−15.    ;

张千桢 等: 面向时序图的季节突发性子图挖掘算法 5535



tr tθ : t|T |6. for each     in  

is < ie slope(ST[ie], tr − θ) ⩽ slope(ST[ie−1],ST[ie])7. 　while     and     

ie← ie−18.　　    ;
9. 　end while

ST[++ ie]← tr − θ10. 　 

is < ie slope(ST[is], tr) ⩾ slope(ST[is],ST[is+1])11. 　while     and     

is← is+112.　　    ;
13. 　end while

MS (tr)← slope(ST[is], tr)14.　    ;

MS ← MS ∪{(MS (tr), [ST[is], tr])}15.　  
16. end for

T ←17.　       computeTimeSpan(MS); //计算 MS 中最大值对应的时间段

T18. return    ;

tr CDC[S ][tr]

ST tr MS (tr) is ST ie ST

[tθ, t|T |] tr, ST , MS (tr)

is < ie slope(ST[ie], tr − θ) ⩽ slope(ST[ie−1],ST[ie]), ie

ST[++ ie]← tr − θ is < ie slope(ST[is], tr) ⩾

slope(ST[is],ST[is+1]), is [tθ, t|T |]

tr MS (tr) T

算法 4首先计算时间集中的每一个时间戳   处的时序子图密度    (第 2–4行). 接下来维护一个数组

 来存储可能与   处的点形成最大斜率   的开始时间戳, 其中   记录   的起始索引,    记录   的结束索引

(第 5行). 对于时间段   中的每一个时间戳   算法 4动态维护   并计算相应的   (第 6–16行). 根据发

现 1, 在第 1个 while循环中, 若   且   则将   的值减 1 (第 7–9行). 若
不存在该点则设置    (第 10行). 接下来根据发现 2, 在第 2个while循环中若   且 

 则将起始索引   的值加 1 (第 11–13 行). 当所有的迭代进行完之后即可获得时间段 

中的每一个时间戳   对应的   以及相应的时间段, 并获取斜率值最大的元素对应的时间段   (第 14–18行).

tr

θ

O(|T |), O(|T |) CDC
tr, ie tr is; is tθ t|T|. is ie

O(|T |). O(|T |). CDC ST MS ,

O(|T |).

算法分析: 算法 4的第 11行到第 15行根据发现 2可以正确的计算出以   作为结束时间且满足斜率最大的时

间段, 因此可以正确地返回整个时间序列中长度不小于   且斜率最大的时间段, 从而保证算法 4的准确性. 算法 4
的时间复杂度和空间复杂度均为   证明如下. 首先算法 3需要   时间来获取曲线   中所有点的值. 对
于每一个时间戳   索引   从   减少到   索引   则从   增加到   考虑到算法中的所有 while 循环, 为索引   和 

分配的时间均为   因此算法 4的时间复杂度为   算法 4主要存储   、   和   因此其空间复杂度

为  

5   实验与分析
 

5.1   实验算法与平台

实验对所提算法 findSBS、findSBS-T和 findSBS+的性能进行分析. 其中, 算法 findSBS为本文所提的基准算

法, 该算法在挖掘季节突发性子图的过程中采用文献 [23]提出的方法 findDSS来寻找最优节点集. findSBS-T在

基准算法的基础上采用基于 key-核的最优节点集发现算法 findDSS+来提升算法整体的效率. findSBS+在 findSBS-T
算法的基础上采用 findOTS算法来计算最优时间段集合. 实验使用一台 PC设备, 配有 Linux 64位操作系统, 32 GB
内存, 主频 3.50 GHz, 所有编程用 C++语言实现. 

5.2   实验数据

本节采用的数据来自文献 [11], 共 5个真实数据集, 包括 Lkml、 Enron、Twitter、 DBLP和WT. 其中, Lkml
为 2001–2011 年之间的 Linux 内核通信网络; Enron 为 1999–2003 年之间安然公司员工之间的通信网络; Twitter
跟踪了 2010年 8月–2010年 10月赫尔辛基的 Twitter用户的活动; DBLP为 1940–2018年 2月之间在 DBLP网站

中科研工作者之间的协作网络; WikiTalk (WT) 是一个代表了维基百科用户之间的交互的时序网络. 关于数据集的

具体内在特征, 可见表 1 所示.
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表 1　数据集特征
 

数据集 V|   | E|   | |T| 跨度

Lkml 26 885 328 092 96 月

Enron 86 978 499 983 48 月

Twitter 4 605 23 942 93 天

DBLP 1 729 816 12 007 380 78 年

WT 1 094 018 4 010 611 2 321 天
  

5.3   实验设置

算法的效率取决于算法的运行时间, 而检测的子图质量可以用算法返回季节突发性子图的平均密度突发值

avgEDB来衡量. 直观地, avgEDB越大, 返回子图的质量也就越高.
ω θ ω θ实验中用到两个参数, 分别为    (季节数)和    (时间段长度). 其中,    的值从 1, 2, 3, 4中选择, 默认值为 2.   的

值从 3, 4, 5, 6中选择, 默认值为 4. 如果没有特别说明, 当改变某个参数时, 其他参数的值将被设置为他们的默认值. 

5.4   算法有效性测试

为了考察随机选择的初始时间段数目对实验结果完整性的影响, 在数据集 Lkml和 Twitter中测试了不同初始

时间段数目下, 算法挖掘出季节突发性子图数目的变化情况. 同时给出了采用所有可能的时间段作为初始集后算

法返回的真实季节突发性子图数目. 实验结果如图 2所示: 随着初始时间段数目的增加, 算法返回的季节突发性子

图数目也会相应增加. 当随机选择的时间段数目达到 1 000后, 返回的季节突发性子图数目已经接近真实值. 由此

可见, 并不是将所有可能的时间段作为初始集都是必要的. 为了平衡算法运行时间和返回结果的质量带来的影响,
接下来的实验中随机选择 600个时间段对算法进行初始化.
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图 2　随机初始化数目对结果的影响
 

图 3 给出了在默认参数设置下, 算法 findSBS 和 findSBS-T 返回子图的质量对比. 在其他参数设置下也可以

得到类似的结果.
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图 3　不同数据集下算法的有效性对比
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从图 3可以看出, 算法 findSBS-T返回子图的 avgEDB值略低于算法 findSBS返回子图的 avgEDB值. 这是因

为 findSBS-T在寻找最优节点集阶段利用 key-核来定位可能包含密度最大稠密子图的一些小的稠密子图中, 然后

在小的稠密子图中进行挖掘, 导致算法的近似率有所降低, 挖掘出子图的 avgEDB值也会相应降低.

ω θ ω θ

图 4和图 5给出了当参数发生变化时, 算法 findSBS和 findSBS-T在数据集 Enron和 DBLP中返回子图的质

量变化趋势. 在其他数据集中也可以得到类似的结果. 其中, 当改变一个参数时, 将保持其他参数为默认值. 实验结

果如下: avgEDB值随着   或者   的增加而减少. 这是因为在计算最优时间段集合的过程中, 随着   或者   值的增

大, 子图的密度突发值呈递减趋势, 从而使得最终计算出所有子图的 avgEDB值也相应地减少.
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图 4　在 Enron数据集中参数变化对算法有效性影响
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图 5　在 DBLP数据集中参数变化对算法有效性影响
  

5.5   算法有效性测试

图 6给出了算法 findSBS、findSBS-T和 findSBS+在默认参数下的运行时间对比. 在其他参数设置下也具有

类似的结果. 从图 6可以看出, 算法 findSBS+的时间效率与 findSBS和 findSBS-T相比得到了较大的提升. 例如在

WT数据集中, findSBS+算法的时间效率比 findSBS-T提升了超过 2个数量级; 在 DBlP数据集中, findSBS-T的时

间效率比 findSBS提升了近 6倍. 这是因为 findSBS-T算法采用了本文所提的基于 key-核的最稠密子图挖掘算法,
该算法可以快速地定位到可能包含密度最大稠密子图的一些小的稠密子图中, 从而减小搜索空间, 提升了算法的

效率, 在规模较大的数据集中体现得更加明显. findSBS+算法则进一步采用本文提出的动态规划算法来寻找最优

时间段集合, 可以有效地将该部分算法的时间复杂度从 O(|T2|)减少到 O(|T|). 由此可见, 新算法 findSBS+在时间效

率上取得了良好的领先结果.

ω θ ω θ

图 7和图 8给出了当参数发生变化时, 算法 findSBS-T和 findSBS+在数据集 Enron和 DBLP中时间效率的变

化趋势. 其中, 当改变一个参数时, 保持其他参数为默认值. 在其他数据集中也具有类似的结果. 从图中可以看出算

法 findSBS-T和 findSBS+的时间效率随着   或者   的增加而增加. 这是因为当   或者   的值增加时, 计算最优节点

集过程中局部时序图的规模也就越大, 算法的运行时间也就越长.
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图 7　在 Enron数据集中参数变化对算法运行时间的影响
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图 8　在 DBLP数据集中参数变化对算法运行时间的影响
  

5.6   算法扩展性测试

后文图 9给出了算法 findSBS-T和 findSBS+在默认参数下在数据集WT上的可扩展性. 在其他数据集中也可

以得到类似的结果. 实验通过随机抽取 10%–100%的时序边以及 10%–100%的时间戳来分别生成 10个时序子图,

并评估算法 findSBS-T和 findSBS+在这些子图上的运行时间. 从图 9可以看出, 只有算法 findSBS+的运行时间随

着时序边或时间戳数目的增加而平稳增加, 这表明 findSBS+在处理大型时序网络时具有良好的扩展性. 

5.7   内存消耗测试

MS CDC
MS CDC

表 2给出了算法 findSBS-T和 findSBS+在默认参数下的内存消耗情况. 从表中可以看出 findSBS-T和 findSBS+

的内存消耗都大于原始是时序图的大小, 且 findSBS+的内存消耗大于 findSBS-T. 这是因为算法 findSBS-T需要存

储时序图中每个节点的度来计算 kmax-核, findSBS+则需要进一步的存储   和   来计算最优时间段集合. 然而

在实际实验的过程中, 算出一个季节突发子图之后, 可以释放掉计算该子图过程中   和   占用的内存, 而减
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少内存开销. 因此在规模比较大的数据集中, findSBS+的内存开销通常要小于原始图大小的 3倍. 该实验结果证明

算法 findSBS+可以获得接近线性的空间复杂度.
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图 9　在WT数据集中算法可扩展性测试
 
 

表 2　内存开销对比
 

数据集 Graph findSBS-T findSBS+

Lkml 20.1 MB 32.5 MB 54.1 MB
Enron 53.3 MB 85.3 MB 122.4 MB
Twitter 7.2 MB 10.1 MB 18.3 MB
DBLP 1 089.5 MB 1.4 GB 2.1 GB
WT 324.5 MB 532.7 MB 872.8 MB

  

5.8   案例分析

图 10给出了在默认参数设置下从 Twitter数据集中挖掘出的一个包含来自阿尔托创业协会 (@aaltoes)和阿

尔托设计工厂 (@AaltoGarage)成员的团体. 该团体包含 9个 Twitter用户, 图中每一个子图对应一个图快照, 反映

在该时刻这些用户之间的交互关系. 从图 10 中可以看出在时间段 2010.8.12–8.15 和时间段 2010.9.25–9.28 内这

些 Twitter用户之间的联系会越来越紧密, 表明这两个组织在该时间段集合内具有商业合作, 引起成员之间的联系

会更加密切.
 
 

2010.08.12 2010.08.13 2010.08.14 2010.08.15

2010.09.25 2010.09.26 2010.09.27 2010.09.28

图 10　在 Twitter数据集中找到的 SBS
 

本节同时在 Enron数据集中进行了案例分析. Enron包括 1999–2003年安然公司员工之间发送的电子邮件情

况. 安然是一家位于美国德克萨斯州休斯顿的能源服务公司, 犯下了有史以来最大的财务造假骗局之一. 在这场骗

局中, 安然的高管们利用会计手段虚增公司的收入, 欺骗了投资者和监管机构, 在 2001年 7月欺诈行为被曝光, 并
于 2001年 12月 2日申请破产. 在默认参数设置下, 图 11给出了挖掘出的一个关于安然高管之间交互行为的稠密

子图, 该子图反映了安然的高管们在时间段 2001.7–2001.10 和时间段 2002.1–2002.4 期间联系比较紧密. 这是因

为 2001年 7月欺诈行为曝光后, 安然高管们紧急对该欺诈事件进行相应处理. 此后, 在 2001年 12月 2日公司申
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请破产, 安然高管开始处理破产后续的相关事宜. 根据挖掘出的季节突发子图可以发现那些需要为安然公司倒闭

负责的人.
 
 

2001.7−2001.10 2002.1−2002.4

图 11　在 Enron数据集中找到的 SBS
  

6   总　结

ω,θ本文研究了时序图上的季节突发性子图挖掘问题, 并提出了一种极大 (   )-稠密子图模型对季节突发性子图

进行建模. 为了挖掘出时序图中的所有季节突发性子图, 本文将该类挖掘问题转换成一个混合的整数规划问题, 包
括挖掘最稠密子图和寻找突发值最大化时间段集合两个子问题, 并给出了有效的解决方案. 接着提出一种基于 k-核
的改进算法来定位最稠密子图可能存在的位置, 然后在这些小的稠密子图中挖掘最稠密子图. 进一步提出一种动

态规划算法来寻找突发值最大化时间段集合, 有效地提升算法性能. 最后, 在真实的时序网络进行了综合实验, 实
验结果证明了所提算法的效率、可扩展性和有效性.

当前的研究没有考虑时序图动态更新的场景, 在接下来的研究工作中将进一步考虑率在时序图动态更新的场

景下挖掘季节突发性子图. 其次, 人们往往对前 k 个突发值最大的结果感兴趣, 接下来会进一步将本文的工作扩展

到 top-k 季节突发性子图挖掘中.
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