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摘　要: 随着互联网信息技术的发展, 社交网络、计算机网络及生物信息网络等领域涌现海量大规模图数据. 鉴于

传统图数据管理技术在处理大规模图时存在存储及性能方面的局限, 大规模图的分布式处理技术已成为图数据库

领域的研究热点, 并得到工业界和学术界的广泛关注. 图的核分解用于计算图中所有顶点的核值, 有助于挖掘重要

图结构信息, 在社区搜索、蛋白质结构分析和网络结构可视化等诸多应用中发挥着关键作用. 当前以顶点为中心

计算模式的分布式核分解算法中采用一种广播的消息传递机制, 一方面, 存在大量的冗余通信及计算开销; 另一方

面, 处理大规模图核分解过程中易产生内存溢出问题. 为此, 分别提出基于全局激活和层次剥离计算框架, 并提出

分布式核分解新算法, 通过引入基于顶点核值局部性特点的消息剪枝策略和以计算节点为中心的计算新模式, 保
证算法有效性的同时提升其性能. 在国家超级计算长沙中心分布式集群上, 分别针对大规模真实和合成数据集, 算
法总耗时性能提升比例为 37%–98%, 验证所提模型和算法的有效性和高效性.
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Abstract:  With  the  development  of  Internet  information  technology,  large-scale  graphs  have  widely  emerged  in  social  networks,  computer
networks,  and  biological  information  networks.  In  view  of  the  storage  and  performance  limitations  of  traditional  graph  data  management
technology  when  dealing  with  large-scale  graphs,  distributed  management  technology  has  become  a  hotspot  in  industry  and  academia
fields.  The  core  decomposition  is  adopted  to  get  core  numbers  of  vertices  in  a  graph  and  plays  a  key  role  in  many  applications,  including
community  search,  protein  structure  analysis,  and  network  structure  visualization.  The  existing  distributed  core  decomposition  algorithm
applied  a  broadcast  message  delivery  mechanism  based  on  the  vertex-centric  mode,  which  may  generate  a  large  amount  of  redundant
communication  and  computation  overhead  and  lead  to  memory  overflow  when  processing  large-scale  graphs.  To  address  these  issues,  this
study  proposes  novel  distributed  core  decomposition  algorithms  based  on  global  activation  and  peeling  calculation  frameworks,
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respectively.  In  addition,  there  are  several  strategies  designed  to  improve  algorithm  performance.  Based  on  the  locality  of  the  vertex  core
number,  the  study  proposes  a  new  message-pruning  strategy  and  a  new  worker-centric  computing  mode,  thereby  improving  the  efficiency
of  our  algorithms.  To  verify  those  strategies,  this  study  deploys  the  proposed  models  and  algorithms  on  the  distributed  cluster  of  the
National  Supercomputing  Center  in  Changsha,  and  the  effectiveness  and  efficiency  of  the  proposed  methods  are  evaluated  through  a  large
number of experiments on real and synthetic data sets. The total time performance of the algorithm is improved by 37% to 98%.
Key words:  large-scale graph; distributed algorithm; core decomposition; graph computing
 

1   引　言

在社交网络、生物信息网络等实际应用中, 图可用于对实体和实体间关系进行建模, 而图核值分解 (简称核分

解)是图数据挖掘与分析的基本操作. 给定图 G, k-核为一种重要的紧密子图结构, 其包含的顶点度数均不小于 k.
顶点 v 的核值 C(v)表示存在 C(v)-核包含顶点 v, 而不存在 (C(v)+1)-核包含顶点 v[1]. 核分解用于计算图中所有顶

点的核值, 有助于快速获取具备不同紧密性的子图, 已被广泛应用于社区搜索 [2,3]、团查找 [4]、大规模图网络结构

可视化 [5]以及用于蛋白质结构分析 [6]等实际应用中 [7].
随着互联网信息技术的发展, 社交网络等应用中的图数据规模呈指数级增长. 国内外著名的社交平台 Facebook、

微信等活跃用户的数量以及互联网网站规模均已超 10亿, 用户及网站之间的连接数量达到百亿甚至千亿级别, 而
传统的单机因内存瓶颈, 已难以满足如此大规模图数据的存储需求. 因此, 亟需通过分布式平台, 实现大规模图的

有效存储和高效处理.
图的核分解问题是图数据管理领域的热点研究课题, 相关研究主要包含以下 3类.
(1) 单机串行核分解算法. 当前最好的串行核分解算法由 Batagelj等人 [8]提出. 该算法迭代删除图中度数最小

的顶点, 而顶点被删除时的度数即为其核值. Khaouid等人 [9]评估了多种单机核分解算法性能. Li等人 [10]设计启发

式算法查找最小规模社区, 并在精度和速度进行有效权衡. Li 等人 [11]针对单机难以满足大规模图数据存储的硬件

瓶颈问题, 设计了基于硬盘、空间复杂度为 O(n)的图最大核值查找算法.
(2) 单机并行核分解算法. Kabir等人 [12]设计了基于共享内存的多核并行核分解算法, 通过原子操作并行化处

理核分解过程中部分计算任务, 以提升计算性能. Mehrafsa 等人 [13]设计了一种核分解问题的向量化方法, 并通过

GPU对算法进行加速, 进而显著提升了大规模图核分解效率.
(3) 分布式核分解算法. Montresor等人 [14]首次提出一种分布式核分解算法, 其中所有计算节点维系一个全局

顶点核向量, 各顶点根据核向量中包含的邻接点核值对自身核值进行更新. 通过多轮迭代, 收敛后可获取所有顶点

最终核值. Mandal等人 [15]在 Spark上基于以顶点为中心计算模式实现分布式核分解, 相比基于硬盘的MapReduce
计算方式节省了 I/O开销. 为减少大规模图数据分解过程中的通信开销, Weng等人 [16]在开源分布式系统上实现了

图核分解且可对核值进行增量式维护.
上述方案对核分解问题的研究具有重要价值, 但在处理大规模图数据的核分解时仍然存在巨大挑战. 首先, 第

(1)类和第 (2)类方案中基于单机内存的存储方式已无法满足大规模图的存储需求, 若采用硬盘作为主存, 将引入大量

的 I/O开销; 其次, 第 (3)类方案通过分布式存储解决了大规模图数据的存储问题, 但因计算过程中仍存在大量的冗余

计算和通信开销, 常导致算法效率不高, 甚至在处理大规模图时会产生内存溢出问题, 难以获取核分解的准确结果.
如图 1 所示, 核分解主要包含一个迭代过程. 起始阶段, 所有顶点核值初始化为各自的度数. 因顶点 v11 的度

数最小, 其将被首先删除, 其核值为 C(v11)=1. 随后, 顶点 v11 邻接点 v0 的度数及核值将被更新. 当所有顶点的核值

收敛时可终止该迭代过程. 现有分布式核分解算法 [14,15]采取广播的消息传递机制, 在计算过程中某顶点核值发生

改变时, 将其最新核值发送给所有邻接点. 譬如, 图 1中顶点 v0 核值更新为 1时, 将该核值发送给其邻接点 v11 和
v2. 在下一轮迭代过程中, 顶点 v11 因接收来自 v0 的新消息而被激活, 进而重新计算自己的核值. 在大规模图核分

解过程中, 这种冗余计算和消息传递会带来额外开销, 从而影响算法的效率.
分布式图计算的性能不仅与算法相关还取决于系统计算模式. 现有 Pregel[17]、Giraph[18]、GraphX[19]和 Quegel+[20]

等分布式图计算系统多采用以顶点为中心计算模式. 该模式可高效处理大规模图计算任务, 但是对于以局部计算
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为主的任务资源利用率不高 [21]. 如图 1, 若顶点 v11 和 v0 存储在同一计算节点上, 当 v11 被删除时, v0 可通过访存的

方式直接获取该信息并对自身核值进行更新, 但是在以顶点为中心计算模式中, v0 只能在下一轮计算中被激活并

更新其核值, 如此会增加迭代次数, 进而影响算法性能.
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图 1　核分解示例图
 

针对现有分布式核分解算法和分布式图计算系统存在的不足和面临的挑战, 本文首先针对核分解过程中存在

的冗余通信设计有效的消息传递策略. 当带宽资源受限时, 此方案可有效减少通信同步的时间; 其次, 当前串行核

分解算法不适用于分布式核分解, 提出一种面向分布式系统的核分解新算法; 最后, 针对以顶点为中心计算模式处

理局部计算存在的资源利用率不高的问题, 提出以计算节点为中心的计算新模式, 其中局部计算采用及时处理的

策略, 用以减少全局迭代次数. 综上所述, 本文从算法设计、消息传递和分布式系统计算模式这 3个方面着手, 提
出了新的分布式核分解算法, 主要贡献如下.

(1) 面向以顶点为中心的计算模式, 分别设计基于全局激活和层次剥离的核分解算法, 依据顶点核值局部性特

征设计有效的消息剪枝策略, 减少冗余的消息传递和计算任务.
(2) 提出以计算节点为中心的计算新模式, 通过局部计算优先处理策略优化具有局部性计算任务时的性能.
(3) 基于国家超级计算长沙中心分布式集群, 首先, 在真实数据集上对不同核分解算法进行评测, 从计算负载、

通信量、超步数以及总耗时多方面分析验证了所提模型和方法的有效性和高效性; 随后, 通过构建合成数据集并

实验, 分析不同算法对图数据规模的可扩展性.
本文第 2节介绍关于分布式系统和核分解的相关工作. 第 3节给出核分解相关的基本定义以及关于核分解单

机和分布式的基础研究. 第 4节分别介绍以顶点为中心计算模式下基于层次剥离和全局激活的分布式核分解算法

以及对应消息剪枝策略. 第 5 节分别介绍以节点为中心计算模式下基于层次剥离和全局激活的分布式核分解算

法. 第 6节在真实数据集和合成数据集上评估本文所提算法的性能. 第 7节对本文进行总结并展望未来工作. 

2   相关工作

本节将分别介绍图计算系统及其计算模式、图核分解的相关工作.
大规模图数据广泛存在于社交网络、生物信息网络等实际应用中, 因此大规模图数据处理已成为当前研究热

点 [22]. 分布式图计算系统作为处理大规模图数据的重要工具也日趋成熟 [23]. 当前应用最广泛的图计算系统为

Pregel以及 Pregel-like系统, 均采用 BSP模型框架. 如图 2所示, 超步作为其基本计算单元包括接收消息、计算以

及通信 3个步骤, 单个超步的成本和总成本如公式 (1)和公式 (2)所示.
单超步时间成本: 

CPS =max(wi)+max(hig)+L (1)

总时间成本: 

CA =
t∑

i=1

(max(wi)+max(hig)+L) (2)
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上述公式中, wi 是进程 i 的局部计算时间, hi 是进程 i 发送或接收的最大通信包数, g 是带宽的倒数 (时间步/
通信包), L 是全局栅栏同步时间. 所以, 在 BSP计算中, 如果使用了 t 个超步, 则总的运行时间如公式 (2)所示. 在
本文实验中单个计算节点启动 1个MPI进程, 因此此处的进程 i 即为计算节点 i.
 
 

计算节点

局部计算

通信

全局栅栏同步

图 2　BSP模型
 

赵翔等人 [24]提出一种基于分离器-合并器的 BSP 计算模型, 有助于实现负载均衡并减小通信开销. 于戈等人 [25]

从图数据管理与处理机制两个方面, 分析了大规模图数据处理中计算模型、通信机制、分割策略、索引结构和容

错管理等关键问题. 陆李等人 [26]提出了度变异系数和分片通达度两个特征参数, 用于优化 CPU+GPU异构环境下

图计算系统研究平台和负载特征感知的在线分割算法的性能. 景年强等人 [27]提出了一种并发更新的图计算模型

SpecGraph, 通过解耦合计算模型、异步执行引擎和并发更新机制提高系统实时性.
随着大量新型应用场景的出现, 针对具体应用需求的图计算系统也取得长足发展. Yan等人 [28]针对现有图计

算系统不能高效处理轻量级图分析算法的局限, 提出可用于批量处理轻量级任务的图计算系统 Quegel, 并设计了

共享超步策略以提高带宽利用率. 为减少全局同步次数, 分布式系统 Blogel[29]基于图划分技术将计算分为块内计

算和块间计算, 但是其对原图的预处理划分将带来机器间顶点迁移等额外开销, 由于核值分解针对静态图, 不是增

量式算法, 因此额外的图划分开销不宜引入. Yan等人 [30]提出了针对子图挖掘的图计算系统 G-thinker, 通过高并

发的顶点缓存技术和轻量任务调度策略, 实现计算与通信时间的相互覆盖, 显著提高了系统性能. Wang等人 [31]就

现有图计算系统无法兼顾易操作、高效和可扩展性 3个方面的局限, 提出灵活便利的图计算系统 Graph3S, 并引

入局部顶点优先激活策略, 以减少通信开销, 但是对于轻量级任务可能引入冗余计算开销.
顶点核值是图数据中顶点的重要属性, 可用于挖掘顶点所在社区的紧密性等图结构信息 [2−6], 而图核分解的目

标是获取所有顶点的核值. 基于单机内存和单机核外图计算系统的核分解问题一直以来都是图数据库领域的研究

热点 [8,11,12,32]. 文献 [13]基于 GPU进一步加速单机核分解计算过程. 因单机存储瓶颈, 传统服务器难以满足大规模

图数据的存储需求, 为此基于分布式存储的核分解算法逐渐获得重视 [14,15]. 因大量冗余的消息传递和计算开销, 现
有分布式核分解算法性能仍存在大量改进空间. Luo等人 [33]研究了概率图上的分布式核值分解问题, 在顶点已知

边的存在概率的情况下, 该算法能够以高概率保证得到节点的精确核数. Liu等人 [34]研究了二部图上核值分解算

法, 并提出了基于层次剥离的算法由于需要对顶点进行排序不适用于分布式环境的观点.
综上所述, 尽管现有分布式图计算系统可有效处理大部分图计算任务, 但是对于核分解操作的性能仍需进一

步优化. 此外, 现有核分解算法存在大量的冗余通信和计算开销, 无法高效分解大规模图数据. 为此, 本文将结合分

布式计算和 BSP模型特点对系统计算模式和核分解算法进行优化, 以提高分布式核分解效率. 

3   问题定义

本节首先给出分布式图核分解的理论基础, 然后介绍现有单机最优核分解算法和分布式核分解算法. 

3.1   基本定义

G = (V,E)本文主要研究无向无权图   上核分解问题, 其中 V 为图中顶点集合, E 为所有顶点之间连边的集合,
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dG(v)

H(V ′,E′)

V ′ ⊆ V E′ = {(u,v) ∈ E|u ∈ V ′∧ v ∈ V ′}
dH(v) δ(H) =min(dH(v)|v ∈ H)

相关符号定义如表 1所示. 图中顶点 v 的邻接点集合记为 Nv, |Nv|为 v 的度数   . 需要声明的是文中顶点指图中

的实体, 邻接点指图中顶点的邻居顶点, 计算节点或节点指分布式环境中单个处理器. 对于一个诱导子图   ,
满足   和   . 与诱导子图相对应的诱导度数表示顶点 v 在 H 中的邻接点数, 记作

 , 其中最小诱导度数记为    .
 
 

表 1　常用符号定义
 

符号 定义

G = (V,E) G V E图   由顶点集合   和边集合   组成

dG(v) v G v顶点   在   中的邻接点数, 即   的度数

Nv v顶点   的邻接点集合

H(V′,E′) G H的子图 

dH(v) v H顶点   在子图   中的邻接点数

δ(H) H子图   中顶点的最小度数

C(v) v k顶点   的核值, 具体值表示为 

 

δ(H) ⩾ k

定义 1 (子 k核). 给定一个连通子图 H, 当且仅当 H 中所有顶点诱导度数大于等于 k 时, H 为一个子 k 核, 即
满足   .

H ⊆ H′∧δ(H) ⩾ k

定义 2 (最大 k核). 给定一个子图 H, 当且仅当 H 中所有顶点诱导度数大于等于 k, 且不存在其他子图 H'满足

 , 则 H 为一个最大 k 核, 简称 k 核.

C(v) = k定义 3 (核值). 在图 G 中, 任意顶点 v 满足其属于 k 核但不属于任一 k+1核, 则其核值为 k, 记作   .
如引言中所述通过顶点核值可以用于分析图结构紧密性程度, 具体而言, C(v)决定顶点 v 所能在的社区分布.
问题 1 (核分解). 给定图 G, 计算图中所有顶点的核值.
由定义 2 和定义 3 可知顶点 v 核值的大小依赖于核值不小于 C(v) 的邻接点数量, 该类邻接点被定义为 v 的

支撑点.
定义 4 (支撑点). 顶点 v 的邻接点中, 核值大于等于 C(v)的邻接点称为 v 的支撑点.
支撑点的存在说明单个顶点核值受其邻接点核值直接影响, 也即核值具有局部性特点. 

3.2   基础研究

当前的核分解算法主要分为两类即层次剥离策略的单机核分解算法及基于全局激活策略的分布式核分解

算法. 

3.2.1    基于层次剥离的单机核分解算法

G = (V,E)

δ(H)

单机图核分解算法 [8,9]中逐个删除核值最小的顶点并更新其邻接点核值, 迭代至所有顶点核值收敛. 给定图

 , 顶点的核值由各自邻接点核值决定, 同时各顶点的核值也影响着其邻接点的核值. 根据定义 2 和定义

3, 顶点的核值决定其所能在的最大 k 核, 而子图 H 的最小诱导度数   是由子图中拥有最少邻接点的顶点决定

的. 因此从全局来看, 可通过逐个删除拥有最小度数的顶点对全图进行核分解, 而顶点被删除时的度数即为最终核

值. 该方法在每一轮迭代中都需要获取全局度数最小的顶点集合, 而分布式环境下对全局顶点进行排序会引入大

量的通信同步开销, 因此该核分解方法尚未应用于分布式环境中. 

3.2.2    基于全局激活的分布式核分解算法

基于层次剥离的核分解算法不同, 现有基于全局激活的分布式核分解算法在各超步计算完成后, 所有核值发

生改变的顶点都将在下一超步中被激活, 并更新自身核值 [15,16].

v.k = dG(v)在算法初始化阶段, 各顶点将核值 k 初始化为各自的度数, 即   . 紧接着将核值发送给所有邻接点, 接
收到消息的顶点根据邻接点最新核值更新自身核值 k, 如果 k 发生改变 (减小)则将新的 k 值再次发送给所有邻接

点. 尽管该核分解算法不需要进行全局顶点排序, 但是当顶点核值发生变化的时候需要将消息发送给所有邻接点,
该过程会造成大量冗余消息传递, 进而造成更多顶点被激活, 增加了冗余计算量.
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如图 3 所示, 给定一个包含 6 个顶点, 9 条边的图 G. 如图中顶点 v2 初始化核值为 4. 在下一超步中将接收到

邻接点 v1、v3、v4 和 v5 的核值, 其中仅有邻接点 v1、v3 和 v4 的核值不小于 3, 需将顶点 v2 的核值 v2.k 更新为 3,

并将其再次发送给顶点 v1、v3、v4 和 v5. 图 G 中其余各顶点计算模式与 v2 相同, 最后所有顶点核值收敛时算法可

结束.
 
 

(b) 基于全局激活的分布式核分解
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图 3　基于全局激活的分布式核分解示例
  

4   以顶点为中心计算模式

分布式图计算系统多采用以顶点为中心计算模式 (vertex-centric), 该模式以超步为基本迭代单位, 每个超步包

含接收消息、计算和发送消息 3个步骤 (注: 在此模式下, 所有顶点都被抽象为独立的计算节点且处理方式一致).

本节基于以顶点为中心计算模式设计基于层次剥离和全局激活的分布式核分解算法, 并根据核值局部性特性提出

有效的消息剪枝策略. 

4.1   基于 vertex-centric 的层次剥离核分解算法

第 3.2.1节中介绍的单机核分解算法思想同样适用于分布式环境. 与单机不同之处在于分布式环境下图 G 被

分割为多个子图, 并分布式存储于多个不同的计算节点. 本文统一采用文献 [20] 中的图划分方法, 根据顶点编号

对原图以 hash的方式进行划分. 为发挥分布式系统多处理核心的并行计算能力, 在各超步将采用一种新的按层批

量剥离的方式删减度数最小顶点.

引理 1 (批量剥离策略). 在核分解过程中, 同时拥有最小核值的顶点可被批量删减.

H ⊆G δ(H)

δ(H) δ(H)

δ(H)

证明: 给定图 G, 在第 i 轮迭代中余下顶点构成的子图为   , 全局最小核值即为 H 中诱导度数最小 

的顶点集合 S, 则 S 中的顶点拥有且至多拥有   个核值大于等于   的邻接点, 依据定义 3, 集合 S 中的顶点核

值等于   .

在核分解过程中, 单机核分解算法无法直接用于分布式环境, 主要原因如下.

(1) 单节点内部无法获取全局核值最小的顶点;

(2) 无法通过访存的方式获取邻接点的临时核值.

此外, 在 BSP 模型中, 一个超步包括接收消息、计算和通信 3 个步骤, 且顶点在接收到信息后才会被激活并

执行计算任务. 针对上述问题本文设计出一种超步分解策略, 将一个超步拆分为两个子超步, 在不同子超步执行不

同类型任务.

策略 1 (超步分解). 在分布式环境下实现基于最小核值剥离的核分解算法, 需要将 BSP模型中单个超步分解

为两个子超步, 各自执行任务如下.

子超步 1. 获取全局核值最小顶点, 发送核值信息;

子超步 2. 接收消息与核值更新.

由策略 1可知, 在第 1个子超步中所有顶点不会接收到消息, 而核值最小顶点在被删除时确定核值并告知其

邻接点以让它们更新各自的临时核值, 因此系统需要主动激活该批节点让核分解流程正常执行; 在第 2个子超步

中, 接收到消息的顶点需要根据接收到的消息更新临时核值. 超步分解及对应任务分配方案如图 4所示.
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超步

子超步 1

确定全局最小核值

批量激活并删减核值最小顶
点集合

锁定顶点核值并发消息告知
其所有邻节点

子超步 2

激活接收到消息的顶点

根据接收到的消息更新临时
核值 k

更新各节点上顶点索引

图 4　超步分解示意图

 
基于引理 1和策略 1, 本文设计了分布式环境下的以顶点为中心 (vertex-centric)的基于层次剥离的分布式核

分解算法, 伪码如算法 1所示.

算法 1. vertex-centric基于层次剥离的分布式核分解算法.

输入: Graph G = (V, E);
输出: Core numbers of all vertices in G.

/***********初始化与变量声明***********/
1. Declare ActiveVec and CoreIndex
2. Initialize globalPeelFlag←0, globalMinCore←0
3. 初始化顶点核值为其度数, 即 v.k←dG(v)
/*************构建核值索引*************/
4. GenCoreIndex(CoreIndex)
/*******查找全局核值最小顶点集合*******/
5. FindPeelVertex(ActiveVec, globalMinCore)
/**************核分解过程**************/
6. WHILE CoreIndex is not empty DO
7. 　  IF globalPeelFlag=0 THEN // 执行子超步 1任务

8. 　　 FOR each v in ActiveVec DO
9. 　　　  v.corenum←globalMinCore // 确定核值

10. 　　　send message to Nv // 激活邻接点

11. 　　END FOR
12. 　 ELSE // 执行子超步 2任务

13. 　　　msg←the number of messages received
v.k−msg14. 　　　v.k←    // msg 为被删除邻接点数量

15. 　　　v.k←max(v.k, globalMinCore)
16. 　　　update the position of v in CoreIndex
17.　　END IF
18.　　globalPeelFlag = !globalPeelFlag // 超步模式切换

19.　　IF globalPeelFlag = 0 THEN
20. 　　　FindPeelVertex(ActiveVec, globalMinCore)
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21. 　　ELSE
22. 　　　synchronized barrier for communication
23. 　　END IF
24. END WHILE

v ∈ V25. RETURN C(v)|for  

函数 1. GenCoreIndex(&CoreIndex).

输入: Graph G = (V, E);
输出: hash_map CoreIndex. // 顶点核值索引

1. FOR each v in V DO
　　// 以顶点核值为“键”, id为“值”构建索引

∈2. 　IF v.k   CoreIndex.key THEN
3. 　　put v.id into CoreIndex[v.k]
4. 　ELSE
5. 　　CoreIndex[v.k]←{v.id}
6. 　END IF
7. END FOR
8. RETURN CoreIndex

函数 2. FindPeelVertex(&ActiveVec, &globalMinCore).

输入: Subgraph H = (V', E');
输出: ActiveVec, globalMinCore.

1. 定义变量 globalMinCore 为全局最小核值

2. 根据键值将 CoreIndex 按升序排列并确定 globalMinCore
// 统一全局 globalMinCore
3. globalMinCore←MPI_Allreduce(globalMinCore)
// 激活核值最小顶点

4. ActiveVec←CoreIndex[ globalMinCore]
5. remove CoreIndex.[globalMinCore] from CoreIndex
// 输出下一超步被激活顶点以及全局最小核值

6. RETURN ActiveVec, globalMinCore

(k,< id0, id1, . . . >)

在详细描述算法 1之前需要声明两个必要的函数, GenCoreIndex()和 FindPeelVertex(). 其中函数 GenCoreIndex().
根据顶点的临时核值 k 构建一个存储顶点 id的 hash_map CoreIndex, 由   构成, 即具有相同临时核

值 k 的顶点的 id存储在同一向量中, 其空间复杂度为 O(|V|). 该变量主要用于全局最小核值查找、顶点激活及算

法收敛判定. 各计算节点执行函数 FindPeelVertex()激活拥有全局最小核值的顶点并将这批顶点置于 ActiveVec 中

并从 CoreIndex 中删除.
如算法 1 所示, 基于层次剥离的分布式核分解算法核心思想在于全局 (所有节点) 批量迭代删除核值最小的

顶点, 同时更新各自邻接点的核值. 该算法包括初始化和计算两个阶段. 在初始化阶段, 主要定义一些辅助计算的

变量及相关预计算. 第 1行和第 2行定义了算法逻辑实现中必要的变量, 其中 ActiveVec 存储下一超步被激活的顶

点; CoreIndex 为一个 hash_map 类型的变量, 存储了临时核值 k 和顶点 id的键值对; globalPeelFlag 为子超步标志
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位, 决定子超步的执行顺序; globalMinCore 定义为当前超步全局核值最小值, 首先各个计算节点计算各自存储的

子图中所有顶点的最小核值, 将通过MPI函数接口同步各计算节点中的最小值. 因顶点的核值上界为顶点的度数,
第 3行将顶点的核值初始化为顶点度数. 在算法运行过程中, 为发挥分布式系统的并行能力将批量删减核值最小

的顶点, 为此需系统主动激活待删除的顶点集合. 第 4行构建基于临时核值的索引 CoreIndex, 在各超步结束阶段

用于查找下一轮超步被激活的顶点集合, 即拥有最小核值的顶点集合, 具体实现过程如函数 1所述. 第 5行为第 1
超步开始前调用函数 2获取全局最小核值并激活其对应的顶点集合的预计算部分.

算法第 6–24行为一个计算超步, 由变量 globalPeelFlag 控制两种子超步遵循交替执行模式. 整个算法收敛条件

为顶点临时核值索引被删减至空, 此时原图 G 中所有顶点的核值均收敛. 结合图 4超步分解示意图, 在 globalPeelFlag
为 0时执行子超步 1中设定的任务, 即锁定被激活顶点的核值并发送核值信息给各自邻接点 (第 8–11行), 接收到

消息的顶点将在下一超步中被激活. 超步计算完成后将 globalPeelFlag 取非 (第 18行), 因此接收到消息被激活的

顶点会执行子超步 2分配的任务 (第 13–16行), 根据接收到消息的数量更新临时核值, 并更新 CoreIndex 的存储结

构. 具体来说, 当某个顶点收到 i 个消息表示其核值应该减少 i. 若顶点 v 的临时核值由 k 减少至 k–i, 则需要将 v
从 CoreIndex[k]中删除并添加至 CoreIndex[k–i]中. 由上所述, 子超步 2执行过程中不存在消息发送操作, 第 19–21
行调用函数 2查找剩余顶点中核值最小顶点集合并激活参与下一超步的计算. 第 22行通过MPI 协议对子超步 1
产生的消息进行传递并同步. 算法收敛后, 输出顶点的最终核值 (第 25行).

G = (V,E)

v0.k = 1 v8.k = 4

C(v0) = 1 C(v5) = 1

以图 5为例, 给定一个包含 10个顶点、11条边的图   , 并分布式存储在两个计算节点上. 算法 1中初始

化所有顶点的核值为各自的度数, 其中   ,    . 然后根据顶点的临时核值构建核值索引 CoreIndex. 如图 6
所示, 该索引结构由多组键值对组成, 其中“键”的值为现有顶点核值的集合, “值”由拥有相同核值的顶点的编号组

成, 如初始化阶段, 顶点 v6 的核值为 2, 则 v6 的编号 6存储在键为 2的列向量索引中. 在第 1个超步开始前, 顶点

v0 和 v5 具有全局最小核值, 因此这两个顶点将首先被激活. 由于此时 globalPeelFlag 为 0, 因此第 1个超步将执行

子超步 1 的任务, 即确定被激活顶点的核值   和   , 然后发送核值信息给各自邻接点. 第 1 个超步

结束后 globalPeelFlag 被置为 1, 表示下一超步执行子超步 2设定的任务, 即顶点 v1 和 v6 的临时核中由 2减至 1,
同时更新 CoreIndex 结构. 第 2个超步结束后 globalPeelFlag 被置为 0, 依据算法 1第 22行所述, 需要调用函数 2
查找剩余顶点中核值最小顶点集合并激活. 如此完成一个完整的删减迭代过程, 其余详细迭代过程如图 6所示.

如图 5所示, 顶点被删减后会给所有邻接点发送消息, 在第 2轮核值确定时, 尽管 v0 和 v5 已经在第 1轮计算

中被删减了, 但是依然会在第 2轮计算中分别收到来自 v1 和 v6 的消息, 这将导致额外的通信和计算开销. 对于此

类现象, 系统为各顶点构建一个存储邻接点状态的向量, 并依据邻接点对应标志位对消息传递进行剪枝.
策略 2 (消息剪枝策略 ①). 给定的图 G 中任意顶点的核值依赖于其邻接点的核值. 为此, 当某顶点获取其精

确的核值后将该核值信息发送给核值待定的邻接点.
增加策略 2后, 对图 5进行核分解, 各超步消息量和被激活顶点数如表 2所示. 其中“C”表示当前超步被激活

顶点数, 即计算量; “M”表示当前超步发送消息的数量, 即通信量. 由表中结果可以看出, 部分超步计算量和通信量

都得到优化, 如超步 3的计算量由 4降为 2, 超步 5的通信量由 10降为 4.
 

计算节点 0

v3

计算节点 1

v4

v1 v0

v2

v8 v9

v6 v5

v7

图 5    图数据分布式存储示例
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核值确定: 

第 4 轮: 

C(v4) = 2, C(v8) = 2

第 3 轮: 

C(v2) = 2, C(v3) = 2

C(v7) = 2, C(v9) = 2

第 2 轮: 

C(v1) = 1, C(v6) = 1

第 1 轮: 

C(v0) = 1, C(v5) = 1

初始化 第 1 轮删减

第 2 轮删减 第 3 轮删减

∅
第 4 轮删减

图 6    基于层次剥离的分布式核分解示例
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表 2　基于层次剥离的分布式核分解算法性能对比
 

算法
超步 1 超步 2 超步 3 超步 4 超步 5 超步 6 超步 7 超步 8

C M C M C M C M C M C M C M C M
算法 1 2 2 2 0 2 4 4 0 4 10 10 0 2 6 6 0

算法 1+策略 2 2 2 2 0 2 2 2 0 4 4 4 0 2 0 / /
算法 3 4 4 6 0 6 14 6 0 / / / / / / / /

  

4.2   基于 vertex-centric 的全局激活核分解算法

根据公式 (1), 单超步成本主要受最大单节点计算负载和通信量两个因素影响. 根据图 3中示例的核分解过程

解析可以看出只要顶点核值发生改变就会发消息给所有邻居, 这也将导致这些接收到消息的顶点在下一超步中被

激活, 因此公式 (1) 中的 wi 和 hi 都存在大量冗余. 据此, 提出针对基于全局激活的分布式核分解的消息传递剪枝

策略.
策略 3 (消息剪枝策略②). 所有顶点在临时核值更新后只发消息给核值比自身大的邻接点.

G = (V,E) v.k < u.k证明: 给定图   , 假设存在顶点 v 及其邻接点 u, 且   . 由于所有顶点的临时核值被初始化为各

自的度数, 因此在核分解过程中各顶点的临时核值只有可能逐步减小. 在一轮超步计算完成后, v 和 u 的临时核值

分别更新为 v.k'和 u.k'. 注意此时 v 和 u 的邻接点临时核值向量中存储对方的临时核值依然为 u.k 和 v.k, 下面就 v

和 u 临时核值间的 4种相对情况分别论证策略 3结果的准确性.

v.k′ < u.k′ u.k′ > v.k

u.k′′ < v.k v.k′ < u.k′

u.k′′ < v.k u.k′′ > v.k′

u.k′ > v.k

(1)    且   . 顶点 u 的核值在更新过程中可能因为其他邻接点临时核值的变化使得 u.k 减少至

v.k 以下, 即   , 尽管   , 顶点 v 不能作为顶点 u 的支撑点, 不会在当前超步对其核值更新产生影响.

但是如果出现   而   时, 顶点 v 本不该成为 u 的支撑点, 而因为 u 的邻接点临时核值向量中关于

v 的记录依然是 k 使得 v 成为 u 的支撑点则会导致结果错误. 又因为临时核值全程处于非增状态,    则 u
可永远作为 v 的支撑点, 不会影响其后续核值更新, 因此无须向 v 发送 u.k'.

v.k′ < u.k′ u.k′ = v.k v.k′ ⩽ v.k(2)    且   . v 需要向 u 发送 v.k'如 (1)中所证. 因   , 根据定义 4, u 可永远作为 v 的支撑

点, 因此无须向 v 发送 u.k'.

v.k′ < u.k′ u.k′ < v.k v.k < u.k v.k′ < u.k′

u.k′ < v.k

(3)    且   . 因   , 根据定义 4, u 为 v 的支撑点. 尽管   , 此时实际上 u 依然为 v

的支撑点, 但是 u 的邻接点临时核值向量存储的关于 v 的临时核值依然是 v.k, 由于   , 所以 u 需要向 v 发

送 u.k. 此次消息传递因 BSP模型消息延迟特性而稍显冗余, 但是对最终结果无影响.

v.k′ > u.k′

v.k′ < u.k u.k′ < v.k

(4)    . 此种情况下 u 依然不能作为 v 的支撑点, 而 v 成为 u 的支撑点, 需要 v 和 u 互传消息以扭转支

撑关系. 由于 v 和 u 存储对方临时核值为 u.k 和 v.k, 而   ,    , 按策略 3规定, v 和 u 会互相给对方发

送临时核值, 与所期一致.
综上, 策略 3可保证结果正确性.
基于全局激活核分解思想, 结合策略 3消息剪枝策略, 在以顶点为中心的计算模式下, 本文设计的基于全局激

活的分布式核分解算法伪代码如算法 2所示.

算法 2. vertex-centric基于全局激活的分布式核分解算法.

输入: Graph G = (V, E);
输出: Core numbers of all vertices in G.

/***********初始化与变量声明***********/
1. 初始化顶点核值为其度数并激活, 即 v.k←dG(v)
2. 定义 NeiCoreVec 存储邻接点核值

/**************核分解过程**************/
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3. FOR v in ActiveVec DO
　// 更新邻接点核值向量 (NeiCoreVec)
4. 　FOR msg in messages DO
5. 　　NeiCoreVec[msg.u]←msg.k
6. 　END FOR
　　// 根据 NeiCoreVec 重新计算当前顶点核值

7. 　UpdateCoreNum(&NeiCoreVec)
　　// 将更新后的核值发送给核值大于自身核值的邻接点

8.　 Send msg(v, v.k) to Nv 中核值比自身大的顶点

9. END FOR
10. clear ActiveVec
/* 全局消息同步, 接收到消息的顶点将被激活 */
11. synchronized barrier for communication
12. IF ActiveVec is not empty DO
13. 　goto Line 3
14. END IF
15. C(v)←v.k for all vertices

v ∈ V16. RETURN C(v)|for  

函数 3. UpdateCoreNum(&NeiCoreVec).

输入: NeiCoreVec;

输出: updated v.k.

1. Declare NeiCore // 邻接点核值累积向量

　// 根据邻接点核值构建 NeiCoreVec
2. FOR each value in NeiCoreVec DO
3. 　IF value > dG(v) THEN
4. 　　value←dG(v)
5. 　END IF
6. 　NeiCore [value]←NeiCore[value]+1
7. END FOR
　// 根据支撑点累积数量更新核值

8. Find the maximal index kindex that satisfies
9. v.k←kindex

kindex∑
i=degree

NeiCore[i] ⩾ kindex　　    

10. RETURN v.k

基于全局激活的分布式核分解算法核心逻辑在于根据邻接点核值对当前顶点的临时核值进行更新, 其计算过

程如函数 3所示. 根据定义 1和定义 4, 可通过公式 (3)对顶点核值进行更新. 

C(v) =max(key), s.t. |{u ∈ N(v)|C(u) ⩾ key}| ⩾ key (3)

结合函数 3, 对算法 2给出以下解析. 在初始化阶段 (第 1, 2行), 各顶点初始化核值为其度数并激活, 同时构建
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向量 NeiCoreVec 存储邻接点的临时核值. 在计算阶段, 各激活顶点根据接收到的消息更新各自 NeiCoreVec 中对应

邻接点的临时核值, 再调用函数 3 对当前顶点的核值进行更新 (第 4–7 行). 如果顶点 v 的核值发生改变, 则需要依

据策略 3给核值比 v.k 大的邻接点发送 v.k (第 8行). 在一个超步计算任务全部完成后, 即所有被激活的顶点都参与

了计算, 需要通过MPI完成消息传递, 同时将接收到消息的顶点作为下一超步中被激活的顶点添加至 ActiveVec 中

(第 11 行). 通过多轮超步迭代, 当无顶点核值发生改变程序结束, 此时各顶点所维系的临时核值即为各自的核值

(第 15, 16行).

NeiCoreVec = {1,3,4,4}

以图 3(a)为例对算法 2的计算逻辑与过程进行举例说明. 因第 1个超步需要进行初始化操作, 所有顶点被激活

并将临时核值都赋值为各自的度数, 然后将临时核值发送给所有邻接点; 第 2超步中, 所有顶点都接收到来自第 1个
超步的消息, 因此所有顶点被激活并调用函数 3 更新各自的临时核值, 示例中顶点 v2、v3 和 v4 的核值由 4 变为 3.
以 v3 为例, 接收到第 1个超步各邻接点发送来的消息后, 其邻接点核值向量为   , 由函数 3计
算得其核值为 3, 相较于原先的 4减少了 1, 因此需要发送消息给其邻接点. 依据策略 3, 在 NeiCoreVec 中 v2 和 v4 的
临时的核值大于 3, 则 v3 需要发送 v3.k 给 v2 和 v4. 同理, v2 和 v4 处理过程与 v3 相仿. 所有顶点临时核值不再改变后

即可确定各自核值. 各超步总计算负载和通信量如表 3所示, 其中“C”表示当前超步被激活顶点数, 即计算量; “M”表
示当前超步发送消息的数量, 即通信量. 可以看出, 第 2个超步中算法 2的通信量较基准算法减少 50%, 第 3超步中

算法 2的计算量减少 50%, 且总体来看, 算法 2在所有超步中计算负载或通信量较基准有提升或持平.
  

表 3　基准算法与算法 2性能对比
 

算法
超步 1 超步 2 超步 3

C M C M C M
基准算法 6 18 6 12 6 0
算法2 6 18 6 6 3 0

 

由全局激活的分解基本逻辑可看出该方案单超步通信负载比层次剥离的方式大, 尤其是第一个超步所有顶点

被激活并发送临时核值给所有邻接点, 空间复杂度为 O(2m), 其中 m 为边数. 在实验中导致如 Friendster这种超大

规模数据集在计算过程中面临内存溢出问题, 对此采用了一种环式消息传递模式 [16].
策略 4 (环式消息传递). 在消息传递过程中, 各节点以自身为起点, 依次将所需传递消息按计算节点编号传递

给其他计算节点.
如图 7所示, 各计算节点编号为MPI进程号, 在单个超步的通信阶段, 首先对消息按目标节点进行分类, 如节

点 n1 将消息分为→n1(即自身)、→n2、...、→nm 消息块, 表示需要发送给各节点的消息; 在执行过程中按顺时针

顺序依次处理消息的传递任务, 如节点 n1 首先传递消息→n1 给节点 n1, 再传递消息→n2 给节点 n2, 以此类推. 此
外, 在节点 n1 传递消息给节点 n1 时其他节点也执行消息传递给自身的任务, 如此可实现子轮次消息传递过程中

单个计算节点只接收一个节点传递来的消息, 从而解决内存溢出问题.
  

n1 n2 n
m

n1 n2 n
m

... n1 n2 n
m

... n1 n2 n
m

...

1 1 1

2

2

2…

图 7　环式消息传递示意图
  

5   以节点为中心计算模式

第 4节中, 在以顶点为中心的计算模式下实现了基于层次剥离的分布式核分解算法, 本质上是以核值最小的
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顶点作为源点, 超步为单位, 将顶点被剥离的影响力传递给各自的邻接点. 在核分解过程中, 顶点再根据接收到的

消息进行计算时只需要根据消息量更新当前临时核值即可, 因此对消息的处理次序无依赖性.
以图 5为例, 顶点 v0 被删减并确定核值后, 顶点 v1 可通过访存的方式直接获取本该下轮才能接受到的消息,

进而提前执行相同的计算任务 (子超步 1的任务), 通过多轮累积可减少总超步数. 基于 BSP模型总开销公式 (2),
超步数对整体效率具有关键性影响, 节点间通信构建次数与之成正比. 基于上述理论与示例分析, 本节提出一种以

节点为中心计算模式 (worker-centric), 实现同节点内部顶点尽早执行相同的计算任务.
定义 5 (以节点为中心计算模式). 超步计算任务完成后, 对于即将发送的消息, 如果其目的顶点与源顶点在同

一计算节点上, 则立即激活该目的顶点并依据消息内容执行计算任务. 

5.1   基于 worker-centric 的层次剥离核分解算法

根据超步分解思想, 只有执行子超步 1的任务时才会有消息的传递. 此外, 为保证子超步 1与子超步 2交替执

行, 需提出有效的节点内优先计算和消息传递机制.

k = globalMinCore+1

策略 5 (优先激活策略). 对于子超步 1 模式下产生的消息传递, 如果目的顶点与源顶点存储在同一计算节点

上且目的顶点的临时核值   , 则该批目的顶点被立即激活并执行子超步 1的计算任务.
证明: 假设当前为子超步 1模式, 顶点临时核值索引为 CoreIndex, 剩余顶点中全局最小核值为 globalMinCore,

根据算法 1第 20行, 此时 CoreIndex 中临时核值为 globalMinCore 的顶点已被激活并删减. 按算法 1执行逻辑, 当计

算任务完成后, 确定核值的顶点需要发消息通知其邻接点, 其中临时核值为 globalMinCore+1 顶点的临时核值将在

下一超步更新为 globalMinCore 并成为下一轮核值最小、需要被激活删减的顶点, 且最终确定核值为 globalMinCore.
根据策略 5, 在子超步 1的模式下直接激活本该在下一超步被激活的临时核值为 globalMinCore+1的顶点, 并将其

核值确定为 globalMinCore, 再发送消息给其邻接点. 由于所有顶点计算更新核值的过程相互独立, 计算过程和通

信过程与以顶点为中心计算模式相同.
依据策略 5以及消息剪枝策略 2, 以节点为中心的基于层次剥离的分布式核分解算法如算法 3所示.

算法 3. 以节点为计算中心的基于层次剥离的分布式核分解算法.

输入: Graph G = (V, E);
输出: Core numbers of all vertices in G.

/***********初始化与变量声明***********/
1. Declare ActiveVec, CoreIndex
2. Initialize globalPeelFlag←0, globalMinCore←0
3. 初始化顶点: 核值为其度数, 即 v.k←dG(v); 各邻接点顶点核值确定标志位 NeiCoreFlag 为 0
/*************构建核值索引*************/
4. GenCoreIndex(CoreIndex)
/*******查找全局核值最小顶点集合*******/
5. FindPeelVertex(ActiveVec, globalMinCore)
/**************核分解过程**************/
6. WHILE CoreIndex is not empty DO

globalPeelFlag = 07. 　IF     THEN // 执行子超步 1任务

8. 　　FOR each v in ActiveVec DO
9. 　　　  v.corenum←globalMinCore // 确定核值

{u|u ∈ Nv u ∈ CoreIndex[globalMinCore+1]}10. 　　　激活   且 

11. 　　　Send C(v) to other neighbors s.t. NeiCoreFlag[u] = 0
12.　　END FOR
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13. 　ELSE // 执行子超步 2任务

14. 　　update core number according to reveived messages
15. 　　update the position of v in CoreIndex
16. 　END IF

globalPeelFlag =!globalPeelFlag17. 　    // 超步模式切换

globalPeelFlag = 018. 　IF     THEN
19. 　　FindPeelVertex(ActiveVec, globalMinCore)
20. 　ELSE
21. 　　synchronized barrier for communication
22. 　END IF
23. END WHILE

C(v)|for v ∈ V24. RETURN  

由算法 3 描述可知, 其与算法 1 主要差别在于融合了策略 2 消息剪枝的基础上对同节点内部的顶点依据策

略 5提前激活并计算. 相比算法 1, 可有效减少总超步数. 以图 5为例, 如表 3所示, 总超步数较算法 1优化了 50%,
但是单个超步的计算量和通信量增加了, 因此该优化策略更适用于带宽小、通信能力较差的网络环境. 

5.2   基于 worker-centric 的全局激活核分解算法

以节点中心的计算模式同样可用于加速基于全局激活的分布式核分解算法, 根据定义 5, 各顶点临时核值发

生改变并发送消息给邻接点时, 如果存在目的邻接点与当前顶点存储在同一计算节点上, 则可直接通过访存方式

获取消息并直接计算. 又因为基于全局激活的核分解方式不具备基于层次剥离的核分解方式中明确的分层激活机

制, 因此此处不对本地顶点提前激活进行其他限制.
为避免因部分顶点在同一超步中被存储在同一计算节点的邻接点多次激活, 从而导致消息传递混杂造成计算

错误, 将对本地激活顶点进行分批处理, 同时在处理消息的时候增加一层防错机制. 具体步骤如算法 4所示.

算法 4. worker-centric基于全局激活的分布式核分解算法.

输入: Graph G = (V, E);
输出: Core numbers of all vertices in G.

/***********初始化与变量声明***********/
1. Declare ActiveVec, LocalActiveVec, and LocalMsg
2. 初始化顶点: 核值为其度数, 即 v.k←dG(v); 各邻接点顶点核值确定标志位 NeiCoreFlag 为 0
/**************核分解过程**************/
3. FOR v in ActiveVec DO
4. 　FOR msg in messages DO
　// 防错机制: 邻接点核值只可能减少

5. 　　IF msg.k ≥ NeiCoreVec[msg.u] DO
6.　　　 NeiCoreVec[msg.u]←msg.k
7. 　　END IF
8. 　END FOR
　// 根据 NeiCoreVec 重新计算当前顶点核值

9. 　UpdateCoreNum(&NeiCoreVec)
10. 　　IF v.k changed DO
11. 　　　FOR u in Nv DO

5354  软件学报  2024年第 35卷第 12期



　// 目的顶点在同计算节点内的消息将目的顶点核消息分别存储于 LocalActiveVec 和 LocalMsg 中

12. 　　　IF local(u) and NeiCoreVec[u] > v.k
13.　　　　 LocalActiveVec.push_back(u)
14. 　　　　LocalMsg.push_back(msg(v, v.k))
　// 将核值发送给核值大于自身核值的邻接点

15. 　　　ELSE IF NeiCoreVec[u] > v.k
16. 　　　　send msg(v, v.k) to u
17. 　　　END IF
18. 　　END FOR
19. 　END IF
20. END FOR
21. clear ActiveVec
　// 同计算节点内接收到消息的顶点在当前超步被激活并执行计算任务

22. IF LocalActiveVec is not empty DO
23. 　ActiveVec←LocalActiveVec
24.　 messages←LocalMsg
25.　 goto Line 3
26. END IF
　// 全局消息同步, 接收到消息的顶点将被激活

27. synchronized barrier for communication
28. IF ActiveVec is not empty DO
29. 　goto Line 3
30. END IF
31. C(v)←v.k for all vertices

v ∈ V32. RETURN C(v)|for  

结合全局激活思想, 如算法 4所示, 在以节点为中心的计算模式下, 存储于同节点中的顶点会被提前激活并参

与计算. 算法 4在初始化阶段构建了两个额外的向量 LocalActiveVec 和 LocalMsg, 分别用来存储局部激活顶点及

其接收到的消息. 第 5行增加防错机制, 依据所有顶点的临时核值在整个分解过程中只会呈现非增趋势, 通过限制

只接收比当前临时核值小的消息即可规避因多次激活造成的紊乱. 与算法 2相同, 顶点的临时核值发生改变时需

要告知其邻接点, 不同的是对于存储在同一计算节点上的邻接点及其将接收到的消息存储在 LocalActiveVec 和

LocalMsg 中 (第 12–14行). 其中 local(u)用以判断邻接点 u 是否与当前被激活顶点存储在同一计算节点上. 当一

轮计算结束后, 若 LocalActiveVec 不为空则说明有本地节点可被直接激活, 分别提取激活顶点和对应消息后直接

进入计算流程 (第 22–26行). 实现本地消息传播突破单跳邻接点, 如此处 u 作为 v 的本地邻接点被直接激活, 如果

u 的临时核值发生改变则可继续扩散给自己的邻接点, 这也有可能使得顶点 v 的临时核值再次改变并再次发送消

息给邻接点, 此时第 9行设计的防错机制将起到关键性作用. 当所有计算节点不存在局部激活顶点时即可进入全

局栅栏同步, 通过MPI进行消息传递并进入下一超步. 

6   实　验

本节设计了多组实验验证以顶点为中心和以节点为中心两种计算模式下基于层次剥离和全局激活两种分布

式图核分解算法在真实数据集上的整体性能, 并通过对通信量和计算量的统计分析评估了优化策略的有效性. 此
外, 为验证不同算法对图规模属性的适应性, 本文还在多个不同规模合成数据集上验证并分析了算法性能趋势. 
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6.1   实验配置

● 实验环境. 本文分布式核分解算法被部署于国家超级计算长沙中心 (TH-I) 上, TH-I 配备 160 Gb/s高速互联

系统, 单个计算节点包含 2块 Intel(R) Xeon(R) CPU, 拥有 48 GB主存. TH-I底层MPI为自主实现, 基于 Intel编译

器进行编译, 本文中算法的实验代码契合此环境. 本文采用 10个计算节点构建分布式环境. 实验代码采用 C++编
写, 通过MPI (消息传递接口)实现不同计算节点间消息通信, 最后由 mpicxx编译为可执行文件, 因此通用性较好,
适用于不同分布式环境.

θ

● 实验设置. 本文以现有基于全局激活的分布式核分解算法 [15,16]和基于层次剥离的分布式核分解算法作为基

准, 引入消融实验对比分析其他两种计算模式及各种优化策略的结果. 具体来说, 首先对比不同分布式核分解算法

的整体性能, 包括总执行时间 (T) 和超步数 (S). 考虑到数据集规模差异导致执行时间和超步数相差悬殊, 此处采

用相对基准算法性能优化比例   , 其计算方式为: 

θ(t) =
Tb−Ta

Tb
(4)

θ(t)其中,    表示其他算法与基准算法在执行时间消耗上的优化比例, Tb 为基准算法消耗的时间, Ta 为其他对比算法

时间的消耗. 然后对于不同计算模式和优化策略, 依据 BSP 系统特性, 落脚于单超步最大计算量和总通信量两个

方面, 分析各模式和策略的优劣性. 最后, 构建与真实数据集同分布的合成数据集, 评估不同算法对图规模的可扩

展性.
● 数据集. 本文通过真实数据集和合成数据集验证算法性能. 表 4给出了 7个真实数据集的基本情况. 图 8(a)

为所用真实数据集核值分布情况, 纵坐标为顶点累积量, 横坐标为核值. 由顶点累积量增长率可以看出真实数据集

核值分布服从幂律分布, 实验中此作为构建合成数据集的准则. SNAP[35]工具包可用于生成多种模式数据集, 文献

中常用的为 Erdos-Renyi模式 (ER)、Barabasi-Albert模式 (BA)和 R-MAT模式 (R-MAT). 以 224 顶点规模为例, 3
种模式生成的图中顶点核值分布如图 8(b)所示, 可以发现只有图 RMAT-24的核值分布服从幂律分布, 因此需在 R-MAT
模式下构建顶点规模为 216–224 的合成数据集 (RMAT-16至 RMAT-24)来评估算法对数据集规模的适应性. Hash
划分是一种基于 edge-cut的通用图划分方式, 并广泛应用于分布式图计算系统中 [28], 具有划分效率高, 保障各计算

节点上存储的顶点数量均衡和辅助消息传递过程中确定目的顶点所在计算节点编号等特点. 为此, 本文采用的所

有数据集通过 hash的方式进行分布式存储, 即根据顶点编号的 hash值确定该顶点所在机器编号. 

6.2   实验结果分析

本节首先从宏观角度对比不同算法相对基准算法的性能优化比, 对于实验结果所呈现的多种不同情况, 结合

BSP系统特性再具体分析.
● 总超步数. 在基于 BSP模式下的分布式系统中, 超步作为基本执行单元可用以统计算法迭代轮次, 最直观的

反馈就在于计算节点间构建通信的次数. 因此超步数可用于衡量分布式系统用于消息同步的固有开销, 即公式

(1)和公式 (2)中的 L. 对于不同算法在真实数据集上的超步数消耗如表 5所示. 通过消融实验的方式验证不同策

略的性能, 其中 G表示基于全局激活的方式进行核分解, P示基于层次剥离的方式进行核分解, V表示采用以顶点

为中心的计算模式, N表示采用以节点中心的计算模式, “*+”表示配合使用消息剪枝策略 (策略 2或 3). 如“GV”表
示在以顶点为中心计算模式下采用基于全局激活的方式进行核分解, 并且过程中不对消息作剪枝操作, 即基准算

法; “PN+”表示在以节点为中心计算模式下采用层次剥离的方式进行核分解, 并且过程中配合策略 3 进行消息剪

枝, 即算法 4. 由表中数据可发现基于层次剥离的分解方式所消耗的超步数比基于全局激活的分解方式多很多, 原
因在于前者将一轮计算分为子超步 1和子超步 2 两步完成, 此外子超步 1中手动激活的顶点为临时核值相同的且

为全局最小的顶点, 显然基于全局激活的方式单轮超步激活的顶点数要更多. 对于以顶点为中心和以节点为中心

两种不同模式, 可发现后者在所有数据集上都获得提升, 即超步数消耗更少. 更具体地, 在基于全局激活的核分解

算法中, 以顶点为中心计算模式较以节点为中心计算模式 (GN+ vs. GV)超步消耗减少 4.0%–12.2%, 而在基于层

次剥离的和算法中, 优化比例 (PN+ vs. PV)仅为 4.3%–8.1%, 由此可以看出, 以节点为中心的计算模式给基于全局

激活的核分解算法带来更多的增益.
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表 4　真实数据集
 

数据集 |V| |E| |E|/|V| RES
DBLP 317 080 1 049 866 3.31 673M

Facebook 4 039 88 234 21.85 23M
LiveJournal 3 997 962 34 681 189 8.67 10G
Skitter 1 696 415 11 095 298 6.54 4G
Orkut 3 072 441 117 185 083 38.14 15G
Konect 59 216 211 92 522 017 1.56 115G

Friendster 65 608 366 1 806 067 135 27.53 264G
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表 5　不同算法执行超步数
 

数据集 GV[16] GV+ GN GN+ PV PV+ PN PN+
Facebook 23 23 22 22 705 705 675 675
DBLP 25 25 24 24 497 497 461 461
Skitter 65 65 58 58 2 391 2 391 2 205 2 205
Orkut 193 193 171 171 11 333 11 333 10 419 10 419

LiveJournal 90 90 79 79 6 009 6 009 5 589 5 589
Konect 73 73 67 67 929 929 857 857

Friendster － － － － 20 069 20 069 18 647 18 647
 

θ(t)

● 总时间. 对于算法评估而言, 总时间是最直接也是最有效的衡量标准. 本文以基于全局激活的分布式图核分

解算法 (不附加消息剪枝策略) 耗时为基准, 以算法 1、算法 3 及二者与策略 2 结合的方案, 算法 2、算法 4 及二

者与策略 3结合的方案为对比,    作为衡量指标, 在真实数据集上结果如表 6所示. 表中数据对应为各算法相对

基准算法的优化比值, 其中基于层次剥离的算法总耗时需要加上初始顶点核值索引构建时间. 表 6中加粗数值表

示当前数据集相对基准算法性能提升最多的算法. 结合据表 4 中各数据集顶点数量以及边数量和顶点数量的比

值, 对于稀疏数据集 (|E|/|V|小)基于全局激活的核分解算法性能更优 (Facebook由于顶点数量过少不具备代表性).
这是因为稀疏数据集其核值分布更为分散, 这将给算法 1和算法 3中顶点临时核值索引为 CoreIndex 的构建和维

护带来更大开销, 降低基于层次剥离核分解算法性能. 值得注意的是 CoreIndex 的构建复杂度为 O(|V|), 可见 Konect
数据集上两类算法表现差异很大的原因在于该数据集规模太大导致 CoreIndex 的构建和维护成本突增. 由于

Friendster 数据集规模太大以至于执行基于全局激活算法时消息传递量过大, 尤其是第 1个超步所有顶点被激活

且需要向邻接点发消息阶段 (算法 2首次执行第 4–6行), 在执行基准算法时采用策略 4 规避内存溢出问题, 因此

在此处不作为常规分析.
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表 6　不同算法总耗时性能提升比例
 

数据集 GV[16] GV+ GN GN+ PV PV+ PN PN+
Facebook － 0.21 0.11 0.37 −1.13 −1.09 −1.05 −0.99
DBLP － 0.41 0.07 0.46 −0.17 −0.05 −0.25 −0.11
Skitter － 0.65 0.03 0.66 0.12 0.21 0.00 0.12
Orkut － 0.6 0.08 0.61 0.85 0.89 0.84 0.88

LiveJournal － 0.57 0.15 0.60 0.22 0.29 0.15 0.24
Konect － 0.8 0.95 0.98 −17.01 −17.00 −18.52 −19.41

Friendster － － － － 0.67 0.69 0.66 0.70
 

为更细致分析不同算法性能差异性, 依据 BSP模型成本计算公式 (公式 (1)和公式 (2))对不同算法计算过程

中单超步通信和计算负载进行分析.
● 单超步成本分析. 由公式 (1)可知, 在 BSP模型中, 单超步成本主要由最大计算负载和通信负载与带宽比值

决定. 在本组实验中, 通过比对不同计算模型和策略对分布式系统中单超步最大计算负载和单超步总通信量的影

响实现深层次分析不同算法对数据集规模的适应性. 为了更全面体现不同算法性能优化比的关系, 选取 DBLP和

Orkut作为深度分析数据集示例. 策略 2和策略 3提出的消息剪枝策略旨在降低当前超步通信量, 进而减少下一超

步中被激活顶点数, 使得计算量进一步减少. 图 9为 DBLP和 Orkut两个数据集在以顶点和节点为中心计算模式

下单超步总通信量优化比. 

ratio =
M−M+

M
(5)

其中, M 表示无消息剪枝策略下单超步通信量总和, 此处通信量为消息条数, M+表示辅以消息剪枝策略下单超步

通信量总和. 各子图表示各数据集在对应模式下各个超步的通信量优化比, 如 DBLP-GV表示在以顶点为中心计

算模式下通过全局激活的方式对数据集 DBLP进行核分解. 很显然, 图 9(a), 图 9(b), 图 9(e), 图 9(f)中的通信量优

化比大多大于 0.6, 相较于子图 9(c), 图 9(d), 图 9(g), 图 9(h)中的结果更加稳定也效果更佳. 该现象说明消息剪枝

更适用于基于全局激活的核分解方式, 且与系统计算模式无明显关系. 因此表 5和表 6证明了消息剪枝策略的有

效性.
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图 9　消息剪枝策略通信量优化比
 

由表 5可知, 以基于层次剥离的方式对 Orkut数据集进行核分解时超步消耗远大于基于全局激活的方式, 但
是表 6中显示后者的相对基准总耗时优化比远大于前者, 如 TPN-1 = 49.4 s, TGN-1 = 162.4 s. 根据公式 (1), 单超步成
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本受计算量影响, 表 7和表 8为 DBLP和 Orkut第 1–10超步各超步最 大单机计算负载, 即公式 (1) 中的 max(wi).
在基于层次剥离的核分解算法过程中, 每轮迭代删减核值最小的顶点. 同一核值顶点数量是固定的, 在顶点剥离过

程中, 同一核值顶点逐渐被删减, 总数逐渐减少, 因此呈现被激活顶点数逐渐减少的情况; 当最小核值顶点被删减

完后, 次小核值顶点进入被剥离过程, 因此总激活数又呈现增多再减少的现象. 如此往复, 激活顶点数呈现减少增

多交替的情况. 此外, 在服从幂律分布图数据中, 约 20% 的顶点拥有约 80% 的边, 尽管前面部分超步被同时删减

的顶点数量多, 但是由于其度数小, 总通信量也不会导致内存溢出的问题, 因此基于层次剥离的核分解算法不会出

现由于通信量过大导致内存溢出的场景.
  

表 7　不同算法在 DBLP上单超步最大计算负载
 

超步 GV[16] GV+ GN GN+ PV PV+ PN PN+
S1 31 814 31 814 31 814 31 814 4 370 4 370 4 383 4 383
S2 31 814 31 814 43 947 35 725 2 763 2 763 2 773 2 773
S3 31 784 9 033 37 632 10 666 232 232 213 213
S4 24 547 4 836 26 990 5 516 463 220 448 211
S5 17 207 2 978 17 895 3 229 28 28 23 23
S6 11 716 1952 11 491 2 032 55 24 48 24
S7 7 808 1 327 7 237 1 352 3 3 2 2
S8 4 987 922 4 578 862 6 3 4 2
S9 3 398 625 2 970 579 6 111 6 111 6 154 6 154
S10 2 271 446 1 842 392 7 635 7 323 7 680 7 350

  

表 8　不同算法在 Orkut上单超步最大计算负载
 

超步 GV[16] GV+ GN GN+ PV PV+ PN PN+
S1 307 249 307 249 307 249 307 249 6 873 6 873 6 873 6 873
S2 307 249 307 249 963 700 611 207 4 122 4 122 4 122 4 122
S3 307 249 230 518 880 363 471 221 6 6 6 6
S4 306 827 206 751 813 034 402 691 9 5 8 5
S5 306 227 186 168 756 912 347 060 4 411 4 411 4 413 4 413
S6 305 262 168 495 707 862 302 883 6 746 6 742 6 747 6 743
S7 303 975 153 312 665 392 266 056 60 60 59 59
S8 302 161 140 074 629 514 235 450 166 114 161 110
S9 299 886 128 632 595 008 210 208 4 4 4 4
S10 296 865 118 601 562 113 188 457 16 11 15 10

 

从整体性能来看, 不难发现使用基于全局激活的方式进行核分解时单超步最大单机计算负载很高, 尤其是前

几个超步. 因此对于 Orkut 数据集尽管基于层次剥离的方式在核分解时损耗的超步数更多, 但是单超步耗时相比

基于全局激活的方式小, 从而使得总时间消耗更短. 此外, 由于单超步激活顶点多的情况下也会造成更高的通信负

载, 会给消息同步带来更高延迟. 而随着图规模进一步增大, 构建顶点核值索引耗时增加, 使得总耗时对比再次翻

转, 如 Konect上, 基于层次剥离的分解方式的性能骤降, 主要原因在于其顶点核值索引耗时长.
● 可扩展性. 上述说明了不同算法在不同数据集上的不同性能表现, 但是所用的几个真实数据集规模悬殊较

大, 无法定量确定根据数据集基本情况选择对应核分解算法. 鉴于此, 实验中构建 9 个合成数据集, 顶点规模为

216–224, 用以验证不同算法的可扩展性. 表 9中加粗数值表示核分解总耗时最小. 在合成数据集总耗时结果可以看

出在数据规模小于 223 时基于层次剥离的方式耗时更短, 主要原因在于图规模增长到 224 时顶点核值索引构建耗

时相较于其他规模数据集大幅度增加 (表 9 CoreIndex 列), 使得基于层次剥离算法的总耗时超过基于全局激活的

算法耗时. 从整体趋势来看, 合成数据集的结果未出现真实数据集上两类算法性能翻转的现象, 这与实际数据集核

值分布有着极大关系, 影响计算过程中顶点核值索引更新频率, 是一项无法量化的消耗.
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表 9　不同算法合成数据集核分解总耗时 (s)
 

数据集 GV[16] GV+ GN GN+ PV PV+ PN PN+ CoreIndex
RAMT-16 0.86 0.36 0.83 0.37 0.27 0.22 0.26 0.21 0.004
RAMT-17 2.14 0.84 2.10 0.86 0.50 0.40 0.50 0.40 0.012
RAMT-18 4.78 1.75 4.75 1.85 0.99 0.74 1.02 0.76 0.043
RAMT-19 9.69 3.33 8.44 3.18 1.85 1.37 1.93 1.46 0.172
RAMT-20 26.26 8.51 24.27 8.77 4.73 3.50 5.26 3.98 0.620
RAMT-21 71.01 20.68 63.87 21.12 10.02 7.07 14.59 11.49 2.611
RAMT-22 166.13 46.16 138.63 43.56 35.28 28.87 41.18 34.03 10.953
RAMT-23 482.17 124.16 389.45 112.67 112.29 97.54 132.66 119.30 41.501
RAMT-24 1 029.39 252.63 823.96 221.11 349.17 319.72 401.54 374.52 172.663

  

6.3   讨　论

分布式图计算系统中, 超步数和计算量为两大重要性能评估指标, 决定了分布式图分析算法总时间消耗. 如
表 5和表 6所示, 尽管基于层次剥离算法超步消耗远大于基于全局激活的分解方式, 但算法总耗时性能提升比例

更大. 因为前者各超步计算量远小于后者, 若在网络延迟高或带宽小的环境下, 过多的超步将造成更多时间消耗.
此外, 由表 6可以总结出对于层次剥离的分布式核分解算法, 以节点为中心的计算模式优化效果并不佳, 甚至在大

部分情况下是负优化, 因此在处理超大规模图数据时可以考虑使用以顶点为中心的层次剥离算法. 因此, 在网络延

迟比较高, 通信时间为瓶颈的环境下, 尽量少的超步数可以有效提升算法效率, 宜采用基于全局激活的核分解算法;
同样环境下, 对于规模较小或较大的图数据, 以节点为中心的计算模式可以取得更好的性能. 

7   结　论

本文提出分别基于层次剥离和全局激活的分布式核分解算法, 并根据顶点核值由支撑点分布决定的局部性特

点设计了消息剪枝策略, 减少单超步通信量和计算量; 在系统优化方面, 提出一种以节点为中心的计算模式用于改

善以顶点为中心计算模式处理局部计算时资源浪费的问题, 减少了执行超步数. 国家超级计算长沙中心集群上验

证算法在真实和合成数据集上的性能. 通过实验结果分析, 消息剪枝策略通用性较好, 对基于全局激活的核分解算

法提升效果更显著; 以节点为中心的计算模式有效减少了分布式核分解的超步数. 此外, 对于不同算法在不同数据

集上的不同表现, 本文结合 BSP系统超步成本公式就计算量和通信量两个方面进行深度分析. 由于实际应用中的

图数据分布具有不确定性, 根据图数据本身属性自适应选择最有效的核分解算法是下一步的研究工作.
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