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摘  要: 采样是一类基本的计算问题. 从一个解空间中依特定概率分布进行随机采样, 这一问题在近似计数、概

率推断、统计学习等方面都有着诸多重要的应用. 在大数据时代, 采样问题的分布式算法与分布式计算复杂性受

到越来越多的关注. 近年来, 有一系列的工作对分布式采样理论展开系统性的研究. 综述了分布式采样的重要结

论, 主要包括有严格理论保障的分布式采样算法、采样问题在分布式模型上的计算复杂性以及采样与推断等问题

在分布式计算模型中的相互联系. 
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Survey on Theory of Distributed Sampling 

FENG Wei-Ming, YIN Yi-Tong 
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Abstract: Sampling is a fundamental class of computational problems. The problem of generating random samples from a solution space 

according to certain probability distribution has numerous important applications in approximate counting, probability inference, 

statistical learning, etc. In the big data era, the distributed sampling attracts considerably more attentions. In recent years, there is a line of 

research works that systematically study the theory of distributed sampling. This study surveys important results on distributed sampling, 

including distributed sampling algorithms with theoretically provable guarantees, the computational complexity of sampling in the 

distributed computing model, and the mutual relation between sampling and inference in the distributed computing model. 
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1   引  言 

采样问题是计算机科学中一类基本的计算任务. 给定一个由问题输入所描述的特定概率分布, 采样问题

要求算法返回一个服从或者近似服从该分布的随机样本. 在理论计算机科学中, 采样问题的算法与计算复杂

性是一类重要的研究课题, 传统的理论研究致力于给出有严格理论保障的采样算法以及研究采样问题的计算

复杂性下界. 在算法研究方面, 人们发展出了一套以马尔可夫链蒙特卡洛(Markov chain Monte Carlo, MCMC)

方法[1]为代表的采样技术; 在复杂性方面, 人们得到了采样问题和计数问题的计算等价性[2]、采样问题的计算

相变(computational phase transition)现象[3,4]等一系列重要结论. 

大数据时代的到来, 为采样理论的研究带来了新的挑战. 随着数据规模的扩大, 计算的一个重要需求是
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算法可以并行以及分布式地处理数据. 在采样问题上, 传统的理论研究大多都聚焦于经典的计算模型, 即计

算是串行的、依赖对全局信息的访问以及假设输入为静态数据. 如今, 很多应用场景对分布式采样和并行采

样的需求越来越高. 在分布式机器学习等研究领域, 人们已针对很多实际问题提出了分布式采样算法[514]. 

这些算法中有很多是启发式算法, 也有些算法有一定程度的理论保障[1517]. 尽管分布式采样有很强的现实需

求, 但相应的理论研究刚刚起步[18]. 最近几年, 开始有一系列工作在分布式计算模型上系统性地研究采样问

题. 本文将总结这一方向的若干重要结果. 

本文考虑分布式计算的经典理论模型——LOCAL 模型[19]. 在 LOCAL 模型中, 通信网络表示为一张无向

图 G=(V,E). 网络中的每个节点 vV 对应于一个处理器, 每个处理器有一个唯一身份(UID). 每条无向边

e={u,v}E 代表节点 u 和节点 v 之间的双向通信信道. LOCAL 模型是一个理想的同步通信模型, 计算和通信

按回合(轮)进行. 初始时, 每个节点仅能访问到自己和邻居的 UID 以及本地输入及随机串; 在此后的每一轮

中, 每个节点利用当前已收集到的信息进行本地计算, 再发送消息给邻居, 并接受来自邻居的消息. 所有节点

可以做不受限计算量的本地计算, 每条消息的长度不设限制, 节点之间的通信也没有延迟. 一个 LOCAL 算法

的复杂度为最坏情况下所需通信的总轮数. 显而易见地, 一个 t 轮的 LOCAL 算法可以等价地表示为如下局部

信息的函数: 每个节点首先收集距离自己小于等于 t 的所有节点的全部信息, 然后利用这个函数将收集到的

信息映射成自己的输出. 因此, 一个 LOCAL 算法的复杂度刻画了解决一个问题所需要的多么局部的信息. 传

统的分布式计算理论主要研究如下分布式“构造”问题: 给定一个由局部约束定义的约束满足问题(例如图染

色、极大独立集等), 局部地构造一个满足解需要用到多么局部的信息? 这就是局部计算(local computation)问

题[20]. 以图染色问题为例, 给定一张无向图 G=(V,E)以及 q 种颜色, 问题要求每个点 vV 选择一个颜色, 使得

所有相邻点的颜色不相同. 在这个问题中, 约束定义在每两个相邻的点上(相邻点颜色不相同), 因此, 这是一

个通过一系列局部约束定义的问题. 而在一个 t 轮的 LOCAL 算法中, 每个点 vV 只收集以自身为中心、距离

不超过 t的局部信息来计算出一个颜色Xv, 使得(Xv)vV构成全图的一种合法染色. 图染色的局部计算问题就是

关注当 t 多大时可以构造合法染色, 即解决图染色问题需要多少局部信息. 另一种常见的局部计算模型是

CONGEST 模型, 相对于 LOCAL 模型, CONGEST 模型对通信复杂性有额外限制, 每条消息的大小不超过

O(logn)个比特, 其中, n 是网络的总点数. 局部计算领域已有数十年的研究, 并且取得了一系列重要成果. 

分布式采样问题是采样理论和分布式计算理论的一次结合. 文献[18]首次严格地从理论上提出了分布式

采样问题. 在 LOCAL 模型中, 给定一个由局部约束定义的约束满足问题, 分布式采样问题的目标不仅仅是构

造一个满足解, 而是从所有满足解的均匀分布中生成一个随机解. 例如, 对于图染色问题, 分布式采样的目标

不仅仅是构造一种合法染色, 而是要求输出的(Xv)vV 是从所有合法染色的均匀分布中采样的一种随机染色. 

更一般地, 给定任意一种由局部约束定义的联合分布, 分布式采样问题要求分布式算法采样一个随机样本. 

分布式采样的核心是回答如下问题: 

由局部约束定义的联合分布是否可以利用局部信息进行采样? 

问题提出之后, 一些工作相继展开了对分布式采样问题的研究[2126]. 本文将从算法和复杂性两个层面总

结该领域目前的成果. 

在算法层面, 目前已经出现了若干有严格理论保障的分布式采样算法. 文献[18]设计了两种专门的马尔

可夫链采样算法: 卢比-格劳伯(Luby-Glauber)算法和局部梅特罗波利斯(local Metropolis)算法, 两种算法的设

计思路分别受到吉布斯采样算法(Gibbs sampling)和梅特罗波利斯算法(Metropolis algorithm)这两个经典串行

采样算法的启发. 卢比-格劳伯算法有较好的收敛条件, 但其运行时间依赖于网络图的最大度数; 而局部梅特

罗波利斯算法在一些模型上的运行时间可以达到理论最优. 考虑在分布式模型上均匀采样图的合法 q-染色. 

假设图的最大度数为, 点数为 n. 对任意常数>0, 如果 q≥(2+), 卢比-格劳伯算法的收敛时间为 O(logn) 

(定理 5.2); 如果 (2 2 ) ,q   ≥  则局部梅特罗波利斯算法的收敛时间为O(logn). 之后, 两份独立完成的工 

作[21,22]给出了改进版的局部梅特罗波利斯算法, 把图染色模型的收敛条件改进成 q≥(2+)(定理 5.4). 文献

[24]研究在分布式计算模型上模拟串行马尔可夫链——梅特罗波利斯算法 , 在一定条件下 , 算法只需要
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O(N/n+logn)轮就可以高概率地模拟串行梅特罗波利斯算法的至少 N 步转移. 对于很多采样问题, 串行梅特罗

波利斯算法需要转移(nlogn)步[27], 这种情况下, 模拟算法可以做到(n)倍的最优加速. 利用这个模拟算法, 

串行梅特罗波利斯算法的一些结论可以直接用于分布式采样, 从而很多问题都有了高效的分布式采样算法. 

文献[23,26]中的局部拒绝采样算法也可以用于分布式采样. 与之前的基于马尔可夫链的方法不同, 这类算法

可以产生精确服从目标分布的随机样本(定理 5.7). 但是这类算法目前只适用于一部分模型的分布式采样, 收

敛条件较为苛刻, 算法的性能还有待进一步研究. 本文提到的算法具有较小的通信复杂性, 这些上界结论在

CONGEST 模型上依然成立. 

在复杂性层面, 若干关于分布式采样的计算复杂性的基本问题得到了回答. 文献[18,26]对于一大类概率

分布的采样问题给出了(logn)下界结论(定理 6.1), 从而证明了 O(logn)为理论最优复杂度. 对于有远距离强

相关性的概率分布, 例如在最大度数≥6 的图上所有独立集的均匀分布, 文献[18]证明了分布式计算(diam)

的下界结论, 其中, diam 是通信网络的直径(定理 6.2). 粗略来说, 远距离强相关性表示, 在一个概率分布中, 

图上不同点取值的相关性不随距离的增加而衰减. 例如, 考虑一个-正则树上独立集的均匀分布, 当≥6 时, 

第层叶子节点的取值即使在时依然与根节点的取值有相关性. 因为在 LOCAL 模型中, 任何计算问题都 

存在复杂度为 O(diam)的平凡算法, 这说明此类概率分布不可以被分布式算法采样; 同时, 由于分布式构造独

立集问题也是一个平凡的问题, 因为每个点的直接输出不在独立集中即可, 因此这一复杂性下界结论说明: 

针对某些特定的约束满足问题, 采样一个满足解的分布式计算难度远高于构造一个满足解. 因为 CONGEST

模型相对 LOCAL 模型有更强的限制, 所以这些下界结论在 CONGEST 模型上直接成立. 文献[24]研究了分布

式采样问题和分布式计数问题之间的归约. 分布式版本的计数问题是计算目标分布在一个点上的边缘概率分

布, 该问题也被称为推断(inference)问题. 文献[24]证明了如下归约关系. 

 对于任意有自归约性质(自规约性质的严格定义见定义 6.1. 粗略来说, 它是指一个问题在一定条件下

可以向同类问题规约. 考虑图上 G=(V,E)独立集的均匀分布. 对于一个点 vV, 如果已知 v 不在独立

集中, 此时由导出的条件分布恰好为 G上独立集的均匀分布, 其中, G是 G 删除 v 得到的子图; 如果

已知 v 在独立集中, 此时由导出的条件分布恰好为 G上独立集的均匀分布, 其中, G是 G 删除 v 以

及 v 的邻居后得到的子图)的联合分布, 分布式的近似推断和近似采样问题可以在 polylog(n)的时间内

相互归约(定理 6.3、定理 6.4); 

 对于有自归约性质且由局部约束定义的联合分布(局部吉布斯分布, 定义 4.1), 分布式的近似推断、近

似采样和精确采样问题可以在 polylog(n)的时间内相互归约(定理 6.3定理 6.5); 这些问题可以被分布

式算法高效解决当且仅当目标分布满足强空间混合性质(定理 6.7). 

在经典的图灵机计算模型上, 著名的 Jerrum-Valiant-Vazirani 定理(JVV 定理, 定理 3.2)证明, 对于有自归

约性质的分布, 采样和计数问题可以在多项式时间内相互归约. 因此, 上述结论可以看成分布式版本的 JVV

定理——采样问题和计数问题的计算等价性在分布式模型上依然成立. 

考虑在最大度数≤5 的图上均匀采样独立集问题, 利用已有的强空间混合性质的结论[4], 上述结论可以

推出一个 polylog(n)轮的 LOCAL 算法. 而文献[18]中的下界结论指出: 当≥6 时, 不存在局部采样算法. 这就

得到了第一个分布采样的计算相变现象, 这一结论与经典图灵机模型上的计算相变结论一致[4,28]. 

本文第 2 节介绍基本定义和预备知识. 第 3 节回顾一些经典采样的结论以方便读者和分布式采样的结果

作比较. 第 4 节定义分布式采样和计数问题. 第 5 节总结已有的分布式采样算法. 第 6 节总结已有的分布式采

样计算复杂性结论. 第 7 节介绍本领域目前的公开问题. 

2   定义与预备知识 

2.1   图和概率分布的记号 

 图的记号 
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令 G=(V,E)是一个无向简单图. 对图上任意一个点 vV, 定义G(v)=(v){uV|{u,v}E}为 v 在图 G 上邻 

居的集合. 对于图上任意两个点 u,vV, 定义 distG(u,v)为 u 到 v 在 G 上最短路的距离; 对任意集合V, 定义

distG(v,)=min{distG(v,u)|u}为点 v 到集合的距离. 

 概率分布的记号 

令 V 为一个大小为 n=|V|随机变量的集合, 其中, 每个 vV 在一个有限大小的集合上取值, 满足 q=||= 

poly(n). 令=V 表示样本空间. 样本空间中的每个元素称为一个配置. 对任意集合 SV, 我们用S 或者

(S)表示在变量集合 S 上的配置. 

令是定义在=V 上的一个联合分布. 每个随机向量 Y~都是 n 个变量 Yv的联合分布. 对于任意随机

变量的子集 SV, 我们用S 表示在集合 S 上诱导出的边缘分布, 即: 

~
:

,  ( ) Pr [ ] ( ).
S

S
S Y SY

   
      

 

      

特别地, 当 S={v}时, 我们把{v}写成v. 一个配置相对于合法当且仅当()>0; 对于任意一个定义

在子集V 上的部分配置, 相对于合法当且仅当()>0. 规定空集上面的空配置是一个合法配置. 

给定子集V 上的合法部分配置, 定义为在上的取值固定为的条件下, 分布诱导出的条件概率分

布. 即: 

, ()=PrY~[Y=|Y=]. 

相应地, 我们可以对任意子集 SV, 定义 S
 为在集合 S 上诱导出的边缘概率分布. 

全变差(total variation distance)是衡量两个分布相似程度的重要参数, 本文用 dTV(,)表示两个分布的全变

差. 严格地, 对于定义在上的两种概率分布和, 它们的全变差定义为 

1
, | ( ) ( )( .) |

2TVd
 

     


   

在上下文意义明确时, 本文会混用随机变量和随机变量对应的分布. 例如: 令 X是一个随机变量, 我

们用 dTV(X,)表示随机变量 X 的分布和的全变差. 

2.2   吉布斯分布 

吉布斯分布 (Gibbs distribution)是一种重要的联合分布 , 在一些文献中也被称为概率图 (probabilistic 

graphical model)或者因子图(factor graph)模型[29]. 吉布斯分布是经典采样算法研究的关键对象之一. 在第 4 节

分布式采样问题的定义中, 吉布斯分布用于对由局部约束定义的联合分布进行建模. 吉布斯分布的定义如下. 

定义 2.1(吉布斯分布). 一个吉布斯分布由三元组(V,,)定义, 其中, V 是一个变量的集合, 是一个大小

为 q=||≤poly(n)的取值集合, 是一个约束(因子)的集合. 一个约束(f,S)由一个作用域 SV和一个非负约束

函数 f:S≥0 构成. 如果 f 取值始终为正, 则约束(f,S)被称为柔性约束(soft constraint); 否则, 约束(f,S) 

被称为硬性约束(hard constraint). 

每个配置V 的权重定义为 

( , )

( ) ( ).
f S

Sw f 





 

吉布斯分布规定每种配置V 出现的概率正比于配置的权重, 即: 

( )
( ) ,

w

Z

    

其中, 归一化常数 ( )VZ w
 


 是吉布斯分布的配分函数(partition function). 

在定义 2.1 中, 一个特殊情况是所有的约束函数都是取值为{0,1}的布尔函数, 此时, 三元组(V,,)定义 

了一个约束满足问题, 满足解是所有的合法配置. 吉布斯分布是所有满足解的均匀分布. 配分函数是所有满

足解的个数. 

空间马尔可夫性质(spatial Markovian)是吉布斯分布的重要性质, 它在很多文献中也被称为条件独立性质
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(conditional independence). 如下命题阐述了空间马尔可夫性质. 

命题 2.1(空间马尔可夫性质[29]). 令为一个被三元组(V,,)定义的吉布斯分布. 令 H=(V,F)为一个超图, 

超图的点集是变量集合 V, 边集 F={S|(f,v)}是所有约束作用域的集合. 令 A,B,CV 是 3 个不相交的变量子 

集, 且把 C 从 H 中删除会使得 A 和 B 不连通. 对于随机样本 Y~, 当 C 被固定成任意一种合法的配置 YC=C

时, YA 和 YB 相互独立. 严格地, 对于任意合法的CC, 任意AA 和BB, 都有如下结论成立: 

PrY~[YA=AYB=B|YC=C]=PrY~[YA=A|YC=C]PrY~[YB=B|YC=C]. 

自旋系统(spin system)是一类定义吉布斯分布的重要概率模型, 它有时也被称为马尔可夫随机场(Markov 

random field, MRF). 在一个自旋系统中, 所有约束要么定义在单个变量上, 要么定义在变量的二元组上. 自

旋系统的严格定义如下. 

定义 2.2(自旋系统). 令G=(V,E)为一个无向简单图. 如果以下两个条件同时成立, 则(V,,)是一个定义在 

G 上的自旋系统. 

(1) 所有的约束定义在 G 的点和边上, ={(fv,v)|vV}{(fe,e)|eE}; 

(2) 对于任意 e={u,v}E, 函数 fe:e≥0 是一个对称函数, 即: 对任意 cu,cv, fe(cu,cv)=fe(cv,cvu). 

在自旋系统中, 函数 fv 称为点 v 的外场, 函数 fe 称为 e 上的相互作用函数或相互作用矩阵. 

自旋系统最早在物理学中用于对微观粒子系统进行建模 [29]. 目前 , 它在机器学习和理论计算机等领 

域[30,31]都有着重要的应用. 下面是 3 种重要的自旋系统. 

 列表染色/图染色(list coloring/coloring): 一个列表染色模型由三元组(V,E,L)定义, 其中, G=(V,E)为一

个简单无向图, L=(Lv)vV 为颜色列表的集合. 一个图的合法列表染色vVLv 给每个节点颜色Lv,

使得对于任意边 e={u,v}E, uv. 吉布斯分布是所有合法列表染色的均匀分布. 图的 q-染色是列

表染色的一个特例, 它满足: 对于任意 vV, Lv=[q]={1,2,…,q}. 图的 q-染色用三元组(V,E,[q])表示; 

 硬核模型(hardcore model): 硬核模型由三元组(V,E,)定义, 其中, G=(V,E)为一张图, ≥0 为逸度参 

数, 每个变量的取值范围为{0,1}. 硬核模型定义了 G 上所有独立集的加权分布. 一个配置{0,1}V

被称为独立集当且仅当 I={vV|v=1}是 G 上的一个独立集. 如果配置{0,1}V 是独立集, 则它的权 

重为 | |( ) ;Iw    如果{0,1}V 不是独立集, 则它的权重为 w()=0. 吉布斯分布满足()w(); 

 伊辛模型(Ising model): 伊辛模型由三元组(V,E,)定义, 其中, G=(V,E)为一张简单无向图, 为温 

度参数, 每个变量的取值范围为{1,+1}. 对于任意一种配置{1,+1}V, 它的权重定义为 w()= 

{ , }
exp( ).u vu v E

  
  吉布斯分布满足()w(). 当>0 时, 此模型被称为铁磁伊辛模型; 当<0 时, 

此模型被称为反铁磁伊辛模型. 

3   经典采样理论回顾 

本节回顾一些经典的采样理论, 方便后文与分布式采样理论作对比. 

3.1   采样和计数 

采样和计数是两个密切相关的重要的计算问题. 我们考虑一般联合分布上的采样和计数问题. 令 V 为一

个随机变量的集合, 是每个随机变量的取值范围, x 是一个编码联合分布的比特串. 三元组(V,,x)定义了一个 

权重函数 w=w(V,,x):≥0, 每个配置的权重定义为 w(). 三元组(V,,x)确定了一个唯一的联合分布 

=(V,,x), 对于任意: 

( )
( ) ,

w

Z

    

其中, 归一化因子 Z=Z(V,,x)称为联合分布的配分函数. 特别地, 当(V,,x)编码了一个吉布斯分布(定义 2.1)时, 

比特串 x 编码了吉布斯分布所有的约束. 

给定一个联合分布的输入(V,,x), 采样问题要求从中生成随机样本. 经典的采样理论考虑如下问题. 



 

 

 

3678 软件学报 2022 年第 33 卷第 10 期   

 

 近似采样问题: ApproxSample(V,,x,): 

 输入: 一个描述联合分布的输入(V,,x), 一个误差参数>0; 

 输出: 一个随机样本 XV, 它满足 dTV(X,)≤; 

 精确采样问题: ExactSample(V,,x,): 

 输入: 一个描述联合分布的输入(V,,x), 一个误差参数>0; 

 输出: 一个随机样本 XV 以及一个指示变量 F{0,1}, 在 F=0 的条件下, X~且 Pr[F=0]≥1; 

 零误差精确采样问题: ZeroErrorSample(V,,x): 

 输入: 一个描述联合分布的输入(V,,x); 

 输出: 一个随机样本 X~. 

经典的采样理论有一系列算法, 近似采样算法有马尔可夫链蒙特卡洛(Markov chain Monte Carlo, MCMC)

算法[32], MCMC 算法是研究最为深刻、应用最为广泛的算法, 我们会在第 3.2 节简要介绍 MCMC 算法的背景

知识. 相对而言, 精确采样算法的结论较为有限. 对于精确采样问题 ExactSample, 常见的算法有 JVV 采样算

法(定理 3.1)、Fill 算法[33]、随机性回收器(randomness recycler)[34]以及局部拒绝采样算法[23,25,26,35,36], 独立重复

这些算法多次, 它们都能用于解决 ZeroErrorSample 问题. 另一类重要的精确采样算法是 Coupling from the 

past (CFTP)[37], 例如著名的 bounding chain[16,38]. CFTP算法有随机的运行时间, 可以用于解决零误差精确采样

问题 ZeroErrorSample. 文献[39]系统地介绍了精确采样算法. 

计数问题是一个与采样密切相关的问题. 给定一个描述联合分布的输入(V,,x), 计数问题要求计算配分

函数 Z. 很多精确的计数问题是#P 难问题[40]. 经典计数理论主要考虑如下定义的两类近似计数问题. 

 确定近似计数问题: DetCount(V,,x,): 

 输入: 一个描述联合分布的输入(V,,x), 一个近似参数>0; 

 输出: 一个配分函数的近似值 ,Z  它满足 exp( ) exp( ) ;Z Z Z  ≤ ≤  

 随机近似计数问题: RanCount(V,,x,,): 

 输入: 一个描述联合分布的输入(V,,x), 一个近似参数>0 以及一个误差参数>0; 

 输出: 一个配分函数的随机近似值 ,Z  它满足 exp( ) 1 .Pr[exp( ) ]Z ZZ   ≤ ≤ ≥  

在一些文献中, 随机的近似计数问题直接定义为 RanCount(V,,x,,1/4)[41]. 这是因为, 如果存在一个能解 

决RanCount(V,,x,,1/4)的算法, 只需要把独立重复地运行 poly(|V|,||,|x|)log1/次, 再取出所有输出的中位 

数就能解决 RanCount(V,,x,,). 

经典的 Jerrum-Valiant-Vazirani 定理(JVV 定理)[2]指出, 在图灵机模型上, 如果一类联合分布有自归约性

质, 则在这类分布上的采样与计数问题在多项式时间内可以相互归约. 

定义 3.1(多项式时间自归约性). 令M为一个联合分布类. 如果M满足如下两个性质, 则M具有多项式

时间自归约性质. 

(1) 对于任意联合分布(V,.x)M、任意集合V、任意合法配置, 都存在一个联合分布(V,,y)M 

且满足(V,,y)是条件概率分布 ( , , ) ,V


 x  即在上的取值固定为时, (V,.x)在V 上诱导出的条件分布; 

(2) 给定任意联合分布(V,.x)M、任意集合V、任意合法配置, 性质(1)中描述的输入实例(V,,y)

可以在 poly(|V|,||,|x|)的时间内计算. 

给定一个联合分布类后, 可以定义在联合分布类上的高效采样和计数算法. 根据采样和计数问题的不同

要求, 可以定义出以下 4 类多项式时间采样/计数算法. 

定义 3.2(联合分布类上的多项式采样/计数算法). 令M为以一个联合分布类: 

(1) 全多项式时间近似计数算法: 给定任意(V,.x)M、任意>0, 算法以 poly(|V|,||,|x|,1/)的时间复杂度

解决确定近似计数问题 DetCount(V,,x,); 

(2) 全多项式时间随机近似计数算法: 给定任意(V,.x)M、任意,>0, 算法以 poly(|V|,||,|x|,1/,log1/)

的时间复杂度解决随机近似计数问题 RanCount(V,,x,,); 
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(3) 全多项式时间近似采样算法: 给定任意(V,.x)M、任意>0, 算法以 poly(|V|,||,|x|,1/)的时间复杂度

解决确定近似采样问题 ApproxSample(V,,x,); 

(4) 全多项式时间精确采样算法: 给定任意(V,.x)M、任意>0, 算法以 poly(|V|,||,|x|,1/)的时间复杂度

解决确定近似采样问题 ExactSample(V,,x,). 

在很多英文文献中 , 全多项式时间近似计数算法被称为(fully polynomial-time approximation scheme, 

FPTAS), 全多项式时间随机近似计数算法被称为(fully polynomial-time randomized approximation scheme, 

FPRAS); 当联合分布为均匀分布时, 全多项式时间近似采样算法被称为(fully polynomial-time almost uniform 

sampler, FPAUS)[41]. 

JVV 定理指出了采样和计数问题的著名等价关系. 

定理 3.2(Jerrum-Valiant-Vazirani 定理[2]). 令M 为以一个有多项式时间自归约性质的联合分布类. 假设

对于任意(V,.x)M, 其所对应的权重函数 w(V,,x)可以在多项式时间内计算, 则有: 

(1) 如果 M 上存在全多项式时间近似计数算法, 则 M 上存在全多项式时间精确采样算法, 因此也存在

全多项式时间近似采样算法; 

(2) 如果M上存在全多项式时间随机近似计数算法, 则M上存在全多项式时间近似采样算法; 

(3) 如果M上存在全多项式时间近似采样算法或全多项式时间精确采样算法, 则M上存在全多项式时

间随机近似计数算法. 

根据 JVV 定理, 解决近似计数问题的一个有力工具是高效的采样算法. 基于这个技术, 人们成功地解决

了很多著名的近似计数问题. 例如, 近似非负矩阵积和式(permanent)[42]、求解组合数学的经典计数问题[43]、

近似物理模型的配分函数[44]等. 在 JVV 定理提出之后, 人们又发现了基于模拟退火的归约算法[4548], 相对于

原始 JVV 定理中的归约, 模拟退火算法可以更高效地把采样算法转化为计数算法. 

确定近似计数问题也有一些专门的技术, 例如, 基于相关性衰减的递归算法[4,4951]、多项式插值算法[52,53]

以及线性规划算法[54]. 利用 JVV 定理, 这些算法也可以得出相应模型的精确采样算法. 

3.2   马尔可夫链蒙特卡洛算法 

马尔可夫链蒙特卡洛算法(MCMC 算法)是研究最为广泛的采样算法. 给定一个输入(V,,x), 它定义了样

本空间V 上的联合分布=(V,,x). MCMC 算法设计了一个V 上的马尔可夫链(Xt)t≥0, 使得是马尔可夫链的唯

一平稳分布; 然后模拟这个马尔可夫链 T 步并输出 XT, 当 T 足够大时, XT 的分布就能足够接近目标分布. 马

尔可夫链蒙特卡洛方法在很多问题上取得了成功的应用, 著名的例子有估计凸体体积[55]、估计非负矩阵行列

式[42]、计算伊辛模型配分函数[44]、采样图染色[17,56,57]和采样硬核模型[58]等. 

本节简要介绍一些马尔可夫链的基本概念, 更多马尔可夫链的背景知识可参考相关教材[32]. 令(Xt)t≥0 是 

一个空间上的马尔可夫链, 令 P:≥0 为马尔可夫链的转移矩阵, 它满足,, Pr[Xt=|Xt1=]= 

P(,). 本文经常用转移矩阵 P指代其所对应的马尔可夫链. 一个马尔可夫链 P是不可约的(irreducible)当且仅

当对任意 x,y, 存在 t≥0, 使得 Pt(x,y)>0; 不可约的链 P 是非周期的(aperiodic)当且仅当对任意 x, 

gcd{t>0|Pt(x,y)>0}=1. 一个上的分布(视为一个行向量)是马尔可夫链 P 的平稳分布当且仅当P=. 如果马

尔可夫链 P 是不可约且非周期的, 那么 P 有唯一平稳分布. 马尔可夫链 P 相对于上的分布可逆(reversible)

当且仅当细致平衡方程(detailed balance equation)成立: 

,, ()P(,)=()P(,). 

可逆性质可以推出是 P 的一个平稳分布. 

本文介绍两种经典的 MCMC 算法. 

第 1 种是吉布斯采样(Gibbs sampling)算法, 它有时又称为格劳伯动态(Glauber dynamcis). 给定一个由输

入(V,,x)定义的联合分布=(V,,x). 吉布斯采样算法从任意一个合法配置 XV 开始, 每步转移执行如下操作. 

1. 随机等概率选择一个点 vV; 
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2. 重新采样 \{ } ,~ V vX
v vX   其中, \{ }V vX

v 表示在 V\{v}上所有变量的取值固定为 XV\{v}的条件下, 在 v 上 

诱导出的条件边缘概率分布. 

吉布斯采样算法重复 T 步转移之后输出当前随机配置 X. 

第 2 种重要的 MCMC 算法是梅特罗波利斯算法(Metropolis 算法). 实际上, 梅特罗波利斯算法是一类

MCMC 算法的统称, 这类算法在每次转移时, 先从某个概率分布中提出一个随机候选值, 再以一定概率接受

或者拒绝候选值. 本节介绍一种常见的梅特罗波利斯算法. 给定一个由输入(V,,x)定义的联合分布=(V,,x). 

梅特罗波利斯算法从任意一个合法配置 XV 开始, 每步转移执行如下操作. 

1. 随机等概率选择一个点 vV; 

2. 随机等概率地从中采样一个候选值 c, 令 XV 为把 X 在 v 上的取值改成 c 之后得到的配置; 

3. 以概率 min{1,(X)/(X)}接受候选值并令 Xvc; 以概率 1min{1,(X)/(X)}拒绝候选值并保持 Xv

不变. 

梅特罗波利斯算法重复 T 步转移之后输出当前随机配置 X. 

如下定理说明吉布斯采样算法和梅特罗波利斯算法的正确性. 

定理 3.3(吉布斯采样算法和梅特罗波利斯算法正确性[32]). 令 PG为吉布斯采样算法定义的马尔可夫链, PM

为梅特罗波利斯算法定义的马尔可夫链. PG 和 PM 都相对于目标分布可逆, 且对于任意合法配置, 都有

PG(,)>0, PM(,)>0. 因此, 对于 PG 和 PM, 只要马尔可夫链不可约, 则是马尔可夫链的唯一平稳分布. 

对于很多采样问题, 很容易证明马尔可夫链最终可以收敛到目标分布, 但是分析收敛速度却需要非常艰

深的理论分析工具. 假设马尔可夫链(Xt)t≥0 有唯一平稳分布, 马尔可夫链的混合时间(mixing time)定义为 

0
( ) min{max | ( , ) }.X TV tT t d X   ≤  

混合时间表示从最坏的初始状态开始, 马尔可夫链需要转移多少步才与平稳分布足够接近. 混合时间的

分析是经典采样理论和分布式采样理论中的重要课题. 

4   分布式采样和计数问题 

4.1   一般联合分布的分布式采样和计数问题 

我们考虑 LOCAL 模型上的分布式采样和计数问题. LOCAL 模型的定义见第 1 节. 我们用(G,,x)表示分

布式采样/计数问题实例, 其中, G=(V,E)是一个 n=|V|个点的简单无向图, 它表示 LOCAL 模型的通信网络; 是
一个大小为 q=||=poly(n)的取值范围; x=(xv)vV 是一个 n 维向量, 每一个 xv 是一个比特串. 实例(G,,x)唯一编

码一个样本空间V 上的联合分布=(G,,x). 我们称为实例(G,,x)的目标分布. 

给定一个问题实例(G,,x), 令 G=(V,E)为一个 LOCAL 模型的通信网络, 每个点 vV 的输入包含取值范围

、输入的比特串 xv. 除去目标分布的信息, 每个 xv 中还编码了一个 v 的唯一身份 UIDv, 一个全局所有点数 n

的上界 n≤N≤poly(n), 如果是近似采样/计数问题, 每个点的输入还额外包含了一个全局误差上界. 

分布式算法的运行时间为通信的总轮数. 本文主要考虑有固定运行时间上界的分布式算法. 我们要求分

布式算法以高概率成功, 且所有的失败都可以被算法局部地发现. 严格地, 在分布式算法运行结束之后, 每个

点 vV 输出一个随机值 Yv以及一个随机比特 Fv{0,1}, 指示点 v 处的算法是否失败. 如果对于所有 vV 

都有 Fv=0, 则分布式算法运行成功; 否则算法失败, 所有随机比特满足   O(1 / ).vv V
F n


  

本文主要考虑如下两类分布式采样问题. 

 分布式精确采样: 给定任意问题实例(G,,x), 算法在成功时输出随机向量 Y=(Yv)vV, 每个点 vV输出

Yv 或者算法失败. 在所有点都成功的条件下, Y 的分布恰好是(G,,x); 

 分布式近似采样: 给定任意问题实例(G,,x)以及任意>0, 算法在成功时输出随机向量 Y=(Yv)vV. alg

为在所有点都成功的条件下 Y 的概率分布, 问题要求满足 dTV(alg,(G,,x))≤. 

计数问题是一个全局性的问题, 不适合用分布式算法计算. 分布式版本的计数问题是推断(inference), 即
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计算变量的边缘概率分布. 一个变量的边缘分布实际上包含了一定的整个分布的信息. 在 JVV 定理从计数问

题到采样问题的归约中, 计数问题被分解成一系列估计边缘概率的问题. 对于存在非零远距离相关性的概率

分布, 由于分布式算法信息的局部性, 精确推断不可能被完成. 我们考虑如下近似推断问题. 

 分布式近似推断 

给定任意问题实例(G,,x)以及任意误差>0, 算法结束时, 每个点输出一个上的边缘分布 v 或者算法失

败, 如果点 v 上的算法成功, 则有 ,( , , )( , ,)TV v v Gd    ≤x  其中, v,(G,,x)表示目标分布(G,,x)投影到 v 上的边缘 

分布. 

4.2   由局部约束定义的联合分布 

由局部约束定义的联合分布是分布式采样和计数问题的重要研究对象. 这类联合分布一般用局部吉布斯 

分布进行建模. 根据定义 2.1, 一个吉布斯分布由 ( , , )V    三元组(V,,)确定, 是一系列约束(S,f)的集合, 

SV 是作用域, f:S≥0 是约束函数. 每种配置出现的概率为
( , )

( ) ( ).Sf S
f  


 

 

定义 4.1(局部吉布斯分布). 令 G=(V,E)为一个 LOCAL 模型的通信网络, 三元组(V,,)定义了一个吉布斯

分布 ( , , ) .V     如果对于任意(S,f), 集合 S 在 G 上的直径 maxu,vdistG(u,v)=O(1), 则 ( , , )V   是通信网络 

G=(V,E)上的局部吉布斯分布. 

考虑局部吉布斯分布的分布式采样和计数问题. 如果问题实例(G,,x)编码的分布是一个局部吉布斯分布 

(V,,), 则对于所有 vV, 比特串 xv 中包含了所有的满足 vS 的约束(S,f). 

吉布斯分布的一类重要特例是自旋系统(定义 2.2). 令三元组(V,,)为一个 G=(V,E)上的自旋系统, 则它

的约束集合为={(fv,v)|vV}{(fe,e)|eE}. 对于自旋系统上的分布式采样和计数问题, 很多文献考虑如下自 

然的定义: 令分布式计算网络 G 为自旋系统所在的图 G. 每个点 vV 输入的比特串 xv 中包含函数 fv 以及满足

ve 的所有函数 fe. 

例如, 考虑列表染色的分布式采样和计数问题. 每个点 vV 输入的比特串 xv 中包含 v 可以使用的颜色列 

表以及所有与 v 相关的边 ev 上的约束, 即 e 的两个端点不能取相同的颜色. 

5   分布式采样算法 

在最近几年的研究中, 针对第 4.1 节提出的分布式采样问题, 人们提出了一些有严格理论保障的分布式

采样算法. 文献[18]首次研究了这类采样问题, 并针对自旋系统的分布式采样提出了卢比-格劳伯算法和局部

梅特罗波利斯算法. 之后, 文献[22]和文献[21]通过引入分布式破对称性操作(distributed symmetry breaking), 

改进了原始的局部梅特罗波利斯算法. 文献[24]研究在分布式计算模型上正确并高效地模拟串行梅特罗波利

斯采样算法, 从而证明了一些串行采样算法的结论对分布式采样依然成立. 文献[26]在研究洛瓦兹局部引理

(Lovász local lemma)采样问题时, 提出了局部拒绝采样算法(paritial rejection sampling, PRS), PRS 类算法[23,26]

也可用于一类局部吉布斯分布的分布式采样. 本节的所有算法不仅在 LOCAL 模型上有较好的复杂度, 而且

应用到很多具体模型上时, 算法不需要使用 LOCAL 模型不受限制的本地计算能力. 

5.1   卢比-格劳伯算法 

令三元组(V,,)为一个 G=(V,E)上的自旋系统, 则它的约束集合为={(fv,v)|vV}{(fe,e)|eE}, 其中, 所 

有 fe是对称函数. 经典的串行马尔可夫链蒙特卡洛算法每次随机选择一个点 vV, 每次转移基于 v邻居的状态

更新 v 的取值. 一个自然的并行策略就是每次更新图 G 上的一个独立集. 

卢比-格劳伯算法就是一种对吉布斯采样算法(又称为格劳伯动态)的并行化方法. 一般联合分布的吉布斯

采样算法描述在第 3.2 节, 把吉布斯采样算法应用到自旋系统上可以得到算法 1. 

算法 1. 自旋系统的吉布斯采样算法. 

输入: 一个 G=(V,E)上的吉布斯分布为 ( , , )V    的自旋系统(V,,), 一个整数 T; 
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1  初始 X 取V 上的任意一种配置(可能不合法); 

2  for t=1 到T do 

3    随机等概率选择一个点 vV; 

4    重新采样 ( )~ vX
v vX   

5  return X; 

算法 1 允许初始配置不合法. 每次转移时, 利用吉布斯分布的条件独立性(命题 2.1), 每次转移只需在 v

所有的邻居v 取当前值的条件下, 利用条件分布更新 v 的取值. 严格地, 算法 1 第 4 行的条件概率为 

 
(( )

,  ,  ( )
( )

, )
,  

( , )
vv

v

v uv uu
v

v vb u uu

f c
c

f

c f
v V c

b bf
 

 


   




 

    



 (1.1) 

因为允许初始配置不合法, 我们对吉布斯分布做如下假设: 

( , ) 0,,  ,  ( )v

v
v uv uub

v V bf bf
 

  
 

     

则算法 1 中的转移概率良定义, 且算法 1 以概率 1 收敛到合法配置. 上述假设对所有由柔性约束定义的吉布

斯分布都成立; 对很多由硬性约束定义的吉布斯分布也都成立, 例如硬核模型以及 q≥+1时的图的 q-染色问

题(其中, 是图的最大度数)等. 

卢比-格劳伯算法利用如下方法并行吉布斯采样算法, 在每次转移的过程中, 

1. 构造图 G 上的一个随机独立集 IV; 

2. 对于独立集上的每个点 vI, 重新采样 ( ) .~ vX
v vX   

卢比-格劳伯算法借用卢比算法(Luby algorithm)的思想构造独立集 IV. 每个点 vV 随机均匀地采样一个

随机实数v[0,1], 如果一个点 v 的v 大于所有邻居 uv 的u, 则 v 进入独立集 I. 之后, I 中的每个点并行地

按照格劳伯动态的规则更新取值. 卢比-格劳伯算法的伪代码在算法 2 中给出. 

算法 2. 卢比-格劳伯算法. 

输入:  每个点 vV 收到值域, 函数 fv 以及满足 ve 的所有函数 fe, 一个整数参数 T; 

1  每个点 vV 把Xv 设置为中任意一个值; 

2  for t=1 到T do 

3    每个点 v 独立均匀地采样一个随机实数v[0,1]; 

4    foreach 点 v 满足v≥maxu(v)u do 

5      重新采样 ( ) ;~ vX
v vX   

6  return X; 

算法 2 第 5 行的概率分布 ( )vX
v

 可以按照公式(1.1)收集局部信息计算, 所以算法 2 中每次 for-循环可以用 

O(1)轮的代价实现. 文献[18]分析了卢比-格劳伯算法的正确性和收敛性. 卢比-格劳伯算法定义了一个V 上的

马尔可夫链(Xt)t≥0, 每个 XtV 表示第 t 次循环后产生的状态. 

定理 5.1(卢比-格劳伯算法正确性[18]). 对于任意自旋系统(V,,), 如果串行吉布斯采样算法(算法 1)从任 

意初始状态出发, 最终一定收敛到合法配置且在合法配置的空间上不可约, 则卢比-格劳伯算法(Xt)t≥0 满足对 

于任意初始状态 X0V, 当 t时, Xt 的概率分布一定收敛到目标吉布斯分布 ( , , ) .V    

定义 5.1(多布鲁申(Dobrushin)条件[59]). 令(V,,)为一个自旋系统, ( , , )V    为其所定义的吉布斯分 

布. 对任意 u,vV, 定义 v 对 u 的影响为 

( , )( , ) max )( , .
vS TV v vu dv  

     

集合 Sv 包含了所有的配置二元组(,)VV 满足和只在 v 一处取值不同. 定义全影响为 

( )
max ( , ).

uv V v
u v


  
   

如果<1, 则自旋系统满足多布鲁申条件. 
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定理 5.2(卢比-格劳伯算法收敛性[18]). 在定理 5.1 的假设下, 如果输入的自旋系统(V,,)满足多布鲁申条

件, 则卢比-格劳伯算法以
1

O o
1

l g

 

 
  

轮的时间返回一个随机样本 XV 满足 ( , , )( , ) ,TV Vd X  ≤  其中, 

n=|V|, 是自旋系统所在图的最大度数, O()记号隐藏了一个绝对常数因子. 

多布鲁申条件是串行吉布斯采样算法的重要收敛条件[59,60], 定理 5.2 说明, 分布式的卢比-格劳伯算法也

能在同样的条件下收敛. 例如, 对应到图的 q 染色问题, 如果 q≥(2+), 其中, >0 是一个常数, 卢比-格劳伯

算法的运行时间为 O(logn). 卢比-格劳伯算法的主要缺陷是运行时间正比于最大度数, 所以它在稠密图上

效率偏低. 运行时间里的因子是不可避免的, 这是因为算法每次只能更新一个独立集, 所以算法需要O()轮

才能把图上所有点都更新一遍. 在 G=(V,E)是一个完全图的极端情况下, 卢比-格劳伯算法就直接退化成串行

的吉布斯采样算法. 

卢比-格劳伯算法的思想也被一些分布式机器学习的研究使用过[10], 它与吉布斯采样算法的系统性扫描

(systematic scan)[61]也有一定联系, 但是这类技术无法在一般图上获得高效的分布式算法. 

5.2   局部梅特罗波利斯算法 

令三元组(V,,)为一个 G=(V,E)上的自旋系统, 则它的约束集合为={(fv,v)|vV}{(fe,e)|eE}, 其中, 所 

有 fe 是对称函数. 我们可以对所有约束函数做如下归一化操作. 

 对所有 vV, 定义: 

 ,  
( )

)
(

(
)v

v
vb

f

b
c c

c
f

f





  


  (1.2) 

 对所有 eE, 定义: 

 
,

, ,  
( , )

( , )
max ( , )

e
e

b b e

f c c
c c

f b
c

b
c f







  


  (1.3) 

根据定义 2.2, 三元组 ( , , )V   和三元组(V,,)定义了同一个吉布斯分布, 其中, 

{( ) | } {( }, ) | .,v ef vv V f ee E      

我们把这个自旋系统定义的吉布斯分布记为 ( , , ) ( , , )
.V V     
 

算法 3 是一种自旋系统上自然的梅特罗波利斯采样算法. 

算法 3 从任意一种可能不合法的初始状态 XV 出发, 依次执行 T 步更新, 每一步更新随机、等概率地选 

择一个变量 vV, 按照公式(1.2)中定义的概率分布 vf 采样一个候选值; 然后, 点 v 以概率
:{ , }

( , )
u e u vu v E

X cf
 

接受候选值并执行更新 Xvc; 以剩下
:{ , }

1 ( , )
u u e u vEv

Xf c


  的概率拒绝候选值并保持 Xv 不变. 例如, 对于图 

染色模型, 被选中的点 vV 从[q]中随机、等概率地选择一个候选颜色 cv, 如果对于 v 的所有邻居 uv 都有

cvXu, 则 v 接受候选颜色并执行更新 Xvcv; 否则, v 拒绝候选颜色并保持 Xv 不变. 

算法 3. 一种自旋系统的梅特罗波利斯算法. 

输入: 一个 G=(V,E)上的吉布斯分布为 ( , , )V    的自旋系统(V,,); 

1  初始 X 取V 上的任意一种配置(可能不合法); 

2  for t=1 到T do 

3    随机、等概率地选择一个点 vV; 

4    从概率分布 vf 中随机采样一个候选值 cv; 

5  以概率
:{ , }

( , )
u e u vu v E

X cf
  执行更新 Xvcv; 否则, 保持 Xv 不变; 

6  return X; 

算法 3 中的梅特罗波利斯采样算法是一个串行算法. 文献[18]给出了第一个分布式版本的梅特罗波利斯

采样算法——local-Metropolis 算法. 之后, 文献[22]和文献[21]以图染色模型为例, 对文献中的算法引入了一
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步分布式破对称性操作, 从而得到了更加高效的采样算法. 实际上, 文献[21,22]中的算法可以推广到一般自

旋系统. 本文把这一类算法统称为局部梅特罗波利斯采样算法. 注意: 在文献[21]中, 这个算法被称为 lazy 

local-Metropolis 算法; 而在文献[22]中, 这个算法被称为 local Glauber dynamics 算法. 

算法 4 给出了局部梅特罗波利斯算法的描述. 

算法 4. 局部梅特罗波利斯算法. 

输入:  每个点 vV 收到值域, 函数 fv 以及满足 ve 的所有函数 fe, 一个实数参数 0≤p≤1,  一个整数参 

数 T; 

1  每个点 vV 把Xv 设置为中任意一个值; 

2  for t=1 到T do 

3    foreach vV do 

4      以概率 p 变成活跃, 否则变成休眠; 

5    foreach 活跃的点 vV do 

6      从概率分布
vf 中采样一个随机值 cvQ; 

7    foreach u 和 v 都活跃的边{u,v}E do 

8      以概率 ( , ) ( , ) ( , )e u v e u v e u vc c X fcf Xf c   通过测试; 

9    foreach u 活跃且 v 休眠的边{u,v}E do 

10     以概率 ( , )e u vf c X 通过测试; 

11   foreach 活跃的点 vV do 

12     if 所有与 v 关联的边都通过测试 then 

13       Xvcv; 

14 每个 vV 输出 Xv; 

给定一个图 G=(V,E)上的自旋系统(V,,)以及实数参数 0≤p≤1 和整数参数 T≥0, 局部梅特罗波利斯算 

法初始每个点 vV 中任意取一个值 Xv; 之后, 算法执行 T 次如下步骤. 

1. 每个点 vV 独立地以概率 p 变为活跃状态, 否则, 点 v 变成休眠状态; 

2. 所有活跃的点 vV 独立地以从概率分布 vf (定义见等式(1.2))中采样一个随机取值 cv; 

3. 每条边 e={u,v}E 变为活跃状态当且仅当 u 和 v 中至少一个点处于活跃状态, 所有活跃的边 eE 独

立地抛一枚硬币, 正面向上的概率 pe 为 

( , ) ( , ) ( , ),  

( , ),                                .

( , ),                                 

e u v e u v e u v

e e u v

e u v

c c c X X c u v

p c X

f f f

f

f

u v

X c u v


 



  



如果 、 都活跃

如果 活跃、 休眠

如果 休眠、活跃

 

上面函数 ef 的定义在等式(1.3)中; 

4. 对于所有点 vV, 如果点 v 活跃且与 v 相关的所有边的抛硬币结果都是正面向上, 则点 v 执行更新

Xvcv; 否则, 点 v 保持 Xv 不变. 

参数 0≤p≤1 控制了局部梅特罗波利斯算法每一步尝试更新的节点个数. 特别地, 当 p=1 时, 算法 4 变成

了文献[18]中的原始算法. 当 0<p<1 时, 算法 4 成为文献[21,22]中的改进算法. 

我们用(Xt)t≥0 表示局部梅特罗波利斯算法, 每个 XtV 表示第 t 次循环后产生的状态. 如下定理说明, 对

于任意自旋系统, 如果串行梅特罗波利斯算法(算法 3)可以收敛到目标分布, 那么局部梅特罗波利斯算法也能

收敛到目标分布. 

定理 5.3(局部梅特罗波利斯算法的正确性[18,21,22]). 对于任意自旋系统(V,,), 如果串行梅特罗波利斯算 

法(算法 3)从任意初始状态出发, 最终一定收敛到合法配置且在合法配置的空间上不可约, 则对于任意 0<p<1, 

以 p 为参数的局部梅特罗波利斯算法(Xt)t≥0 满足: 对于任意初始状态 X0V, 当 t时, Xt 的概率分布一定收 
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敛到目标吉布斯分布 ( , , ) .V    

文献[18]提出了最原始的梅特罗波利斯算法(参数 p=1 时的算法 4), 并把算法应用在图染色问题上, 得出 

在 (2 2 )q   ≥ 时, 算法可以在 O(logn)的时间内近似均匀采样合法图染色. 文献[21,22]进一步把收敛条 

件改进到 q≥(2+). 条件 q≥(2+)是图染色问题的多布鲁申条件[59], 是串行采样算法收敛的重要条件[43]. 

定理 5.4(局部梅特罗波利斯算法在图染色问题上的应用[21,22]). 令>0为一个常数. 给定任意 n个点最大度 

数为的图 G, 如果 q≥(2+), 则参数为 p=min{/3,1/2}的局部梅特罗波利斯算法可以用 O log
n


 
 
 

轮的时间 

返回一个随机样本 X[q]V, 满足 dTV(X,)≤, 其中, 是所有合法 q-染色的均匀分布, O()记号隐藏了一个只与

相关的常数因子. 

对于特殊图上的图染色问题, 文献[21]得到如下结论. 

定理 5.5(局部梅特罗波利斯算法在特殊图的图染色问题上的应用[21]). 对于任意常数>0, 存在一个常数

0=0(), 使得对于任意 n 个点, 最大度数为, 围长为 g=g(G)的图, 如果如下两个条件同时成立. 

(1) ≥0 且 g≥9; 

(2) q≥(*+), 其中, *1.763…满足*=exp(1/*), 

则参数 p=p()的局部梅特罗波利斯算法可以 O log
n


 
 
 

轮的时间返回一个随机样本 X[q]V, 满足 dTV(X,)≤, 

其中, 是所有合法 q-染色的均匀分布, O()记号隐藏了一个只与相关的常数因子. 

定理 5.5 研究在最大度数足够大、围长足够长的图上的随机染色采样问题, 其中, 围长是指图中最小环的

长度. 在这类特殊的图上, 对颜色数的要求可以改进 q≥(*+). 特殊图上的图染色问题是经典采样理论的

重要课题之一. 条件 q≥(*+)在研究空间混合性质[62,63]和马尔可夫链的混合时间[6470]中都有重要的应用. 

图染色问题是经典采样理论的重要模型, q≥(2+)和 q≥(*+)是经典串行采样算法的两个重要收敛条

件. 定理 5.4 和定理 5.5 说明分布式算法也能在这两个条件下收敛, 且根据后文第 6.1 节的结论, O(logn)是分布

式采样图染色的最优收敛时间. 这说明, 局部梅特罗波利斯算法是一个高度并行的算法, 且在重要的模型中

能够表现出与经典串行算法相当的性能. 

5.3   梅特罗波利斯算法的分布式模拟 

文献[24]给出了一个在分布式计算模型上模拟串行梅特罗波利斯算法的策略. 考虑一个定义在图 G=(V,E)

上的自旋系统, 自旋系统的梅特罗波利斯算法可以抽象成算法 5 的形式. 

算法 5. 自旋系统的抽象梅特罗波利斯算法. 

输入:  一个定义在图 G=(V,E)上, 样本空间为V 的自旋系统; 

1  令X0V 为一个初始配置; 

2  for t=1 to T do 

3    随机、均匀地选择一个点 vV, 并令 c=Xt1(v); 

4    从分布v 中采样一个候选值 cQ, 构造新配置 XQV, 满足 X(v)=c, X(V\{v})=Xt1(V\{v}); 

5      以概率 , 1( ( ))v
c c t vf X   令 XtX; 以概率 , 11 ( ( )),v

c c t vf X    令 XtXt-1; 

6  return XN; 

在算法 5 中, 每个点 vV 都有一个候选值分布v. 对于任意 vV、任意 c,c, 接受率函数: 

, : [0,1].vv
c cf    

在点 v 当前值为 c、候选值为 c时, 把点 v 当前邻居的配置映射成一个接受概率. 算法 5 每次更新都随机、

等概率地选择一个点 vV, 按照分布v采样一个候选值, 再利用接受率函数计算接受候选值的概率. 算法 5 重

复 N 次更新操作之后, 输出当前的随机样本. 

很多特殊的梅特罗波利斯算法都能解释成算法 5 的特例. 
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例 1: 算法 3. 在这种梅特罗波利斯算法中, 对于任意 vV, 候选值分布 .v vf    接受概率满足: 

,
{ , }

,  ( ) (,  .,  ,, )v v
c c uv u

u v E

v V c c ff c    


        

例 2: 图 q-染色问题的梅特罗波利斯算法. 在这种梅特罗波利斯算法中, 对于任意 vV, 候选值分布v 是

[q]上的均匀分布. 接受概率满足: 

,
{ , }

,  ( ),  , , 1 [ ].v v

u v
c c u

E

f cv V c c     


        

上述梅特罗波利斯算法(Xt)t≥0 是一个本质串行的算法. 另一方面来看, (Xt)t≥0 是一个连续时间马尔可夫链 

0
( )t tY ≥

的离散化版本. 连续时间马尔可夫链是一个天然并行的过程. 事实上, 早在计算机科学家研究离散马 

尔可夫链之前, 物理学家已经开始用连续时间马尔可夫对物理系统进行建模[71]. 

在定义连续时间马尔可夫链之前, 先定义速率 k 泊松时钟(Poisson clock). 令 1{ }i ix 
 为一串独立同分布的

服从指数分布的随机变量且[xi]=1/k, 泊松时钟从 0 时刻开始运行, 在 t1,t2,t3,…时刻钟响且 .i jj i
t x  ≤

 算法 

6 给出了连续时间梅特罗波利斯算法的定义. 

算法 6. 自旋系统的连续时间梅特罗波利斯算法. 

输入:  一个定义在图 G=(V,E)上, 样本空间为V 的自旋系统; 

1  令YV 为一个初始配置; 

2  每个点 vV 放置一个独立的速率 1 泊松时钟; 

3  for t=0 到 T do 

4    当点 v 上的泊松时钟钟响, Y(v)按照算法 5 第 4 行、第 5 行的规则更新; 

5  return Y; 
命题 5.1(连续时间和离散时间马尔可夫链的关系 [32 ]).  令 ( )t tX  为离散时间梅特罗波利斯算法 ,  令

0
( )t tY ≥

为连续时间梅特罗波利斯算法, 如果 X0=Y0, 则对于任意 T≥0, YT 和 XN(T)同分布, 其中, 随机变量 

N(T)服从均值为 nT 的泊松分布且 n=|V|. 

令
0

( )t tY ≥
为一个抽象的连续时间马尔可夫链. 考虑在 LOCAL 模型下模拟

0
( .)t tY ≥

 每个点 vV 的输入

为值域、分布v、接受率函数 , ,( )v
c c c cf   、初始值 Y0(v)以及一个时间 T≥0. 模拟算法结束时, 每个点输出 

随机值 YT(v), 满足 YT=(YT(v))vV, 正好是连续时间梅特罗波利斯算法 T 时刻的随机状态. 文献[24]证明: 如果

接受率函数满足如下利普希茨条件, 则存在高效模拟算法. 

条件 5.1(利普希茨条件). 对于一个常数 C≥0 使得对于任意{u,v}E, 任意 a,b,c: 

~ , , ,[ ,]
v

v
c u a b c cf

C

Δ   ≤  

其中, 是图 G=(V,E)的最大度数, 算子u,a,b 定义为 

, , , , , ,ma | ( ) ( ) | .xv v v
u a b c c c c c cf f f       

上式中的最大值枚举所有的 ,, v    满足u=a, u=b; 且对所有 wu, w=w. 

令 n 为通信网络 G 的点数, 如果一个事件发生的概率至少为 1O(1/n), 则我们称这个事件高概率发生. 

定理 5.6(梅特罗波利斯算法的分布式模拟[24]). 存在一个分布式 LOCAL 算法, 它可以正确地模拟抽象连 

续时间梅特罗波利斯算法
0

( )t tY ≥
到时刻 T, 算法的时间复杂度高概率为 O(T+logn)轮. 进一步地, 如果梅特 

罗波利斯算法的接受率函数满足条件 5.1, 则模拟算法的时间复杂度高概率为 O(T+logn)轮, 其中, O()记号隐

藏了一个只与 C 相关的常数因子. 

评注 5.1. 连续时间马尔可夫链的 YT和离散时间马尔可夫链的 XN(T)同分布, 其中, N(T)服从均值为 nT的泊

松分布. 根据泊松分布的概率集中性质, 定理 5.6 证明, 存在一个分布式 LOCAL 算法, 它可以用 O(N/n+ 

logn)轮的时间高概率地模拟 N 步离散时间梅特罗波利斯算法. 进一步地, 如果梅特罗波利斯算法的接受率函
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数满足条件 5.1, 则它可以用 O(N/n+logn)轮的时间高概率地模拟 N 步离散时间梅特罗波利斯算法. 

在一些具体模型上, 条件 5.1 可以简化为如下条件. 

1. 图染色 

硬核模型(V,E,[q])定义见第 2.2 节. 自然的梅特罗波利斯算法定义为: 对每个点 vV, v 定义为[q]上的均

匀分布, 接受率函数定义为: 对于任意点 vV, 

,,  , [ ],  [ ( ) 1[ ].] v

v

c u
u

v
cfc c q q c


  



      

条件 5.1 变为 

常数 C>0, q≥C, 

而图染色的唯一性条件为 q≥+1[72,73]. 

2. 硬核模型 

硬核模型(V,E,)的定义见第 2.2 节. 自然的梅特罗波利斯算法定义为: 对每个点 vV, v 定义在{0,1}上满 

足
1

(0)
1v 




且 (1) ,
1v







 接受率函数定义为: 对于任意点 vV, 

,,  ( ) 1[, {0,1},  {0 1} 1], .v

v

v
c c u

u

c fc c


  



      ≤  

条件 5.1 变为 

0,  ,
C

C 


 常数 ≤  

而硬核模型的唯一性条件为
( 1)1

2

( )

( )










≤ [3,4]. 

3. 伊辛模型 

伊辛模型(V,E,)的定义见第 2.2 节. 自然的梅特罗波利斯算法定义为: 对每个点 vV, v 是{1,+1}上的均

匀分布, 接受率函数定义为: 对于任意点 vV, 

,, { 1, 1},  { 1, 1} ) exp(min(0, ( ) )),  ( .v

v
v

v
c c uu

u

fc c c c



    



            

条件 5.1 变为 

1 exp0,  ,( 2 | |)
C

C 


  常数 ≤  

而伊辛模型的唯一性条件为1 exp(2 |
2

|)


 ≤ [28,74]. 

对于很多自旋系统, 唯一性条件(uniqueness condition)是吉布斯分布可被高效采样的必要条件. 这说明, 

即使梅特罗波利斯算法收敛慢, 模拟算法依然可以高效地模拟它. 定理 5.6 不会与已知的采样下界结果产生

矛盾, 这是因为, 算法的目标只是正确地模拟梅特罗波利斯算法, 算法并不要求梅特罗波利斯算法快速收敛. 

模拟算法的关键技术是提前解决更新(resolve update in advance). 假设算法要把连续时间马尔可夫链 

0
( )t tY ≥

模拟到时刻 T. 算法的框架描述见算法 7. 

算法 7. 梅特罗波利斯算法的分布式模拟. 

点 vV 处的算法 

阶段 I: 

 本地模拟泊松时钟生成时刻 T 之前所有更新时间 1 20 ... ,
v

v v v
mt t t T      本地从概率分布v 中采样所

有更新使用的候选随机值 1 2. ,..., ;
v

v v v
mc c c   

 把这些信息以及 Y0(v)发送给所有的邻居. 接受邻居阶段 I 发送的消息并进入阶段 II. 

阶段 II: 

For i=1 到 mv do 
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 接收来自邻居的消息; 

 (*)只要 v 得到足够多的信息, 则解决第 i 个更新. 

解决点 v 的第 i 个更新, 并把更新处理的结果(接受或拒接)发送给所有的邻居. 

模拟算法有两个阶段. 在阶段 I中, 每个点 vV 本地生成所有要用到的随机比特, 并且把这些随机比特发

送给所有的邻居. 所以在阶段 II 的开始, 点 v 知道每个邻居的初始值、时刻 T 之前所有更新时间以及更新的

候选随机值. 在阶段 II, 点 v 处的算法在(*)行解决更新. 一个最直接的策略去实现(*)行是点 v 解决时刻 t 的更

新当且仅当点 v 知道邻居时刻 t 之前所有更新的处理结果. 这时可以 v 知道 Yt(v), 这样 v 就能解决时刻 t 的更

新. 因为这个策略不允许相邻的节点同时更新, 所以模拟的速率会损失倍, 只能得到 O(T+logn)的时间复 

杂度. 

文献[24]给出了一个提前解决更新的策略. 考虑图染色模型, 当点 v 一次更新生成一个随机颜色 c后, 如

果下列两个事件之一发生, 则此更新可以被处理. 

 uv, Yt(u)c, 此时新颜色会被接受; 

 uv, Yt(u)=c, 此时新颜色会被拒绝. 

该技术最关键的观察是: 即使状态 Yt(v)没有被完全确定, 更新依然有可能被提前解决. 这是因为, 对于

一个邻居 u, v 即使只知道 u 在某个时刻 tu<t 的准确颜色, v 也可以推断出 u 在时刻 t 所有可能颜色 Yt(u)的集合. 

这是因为, Yt(u)要么是 ( ),
ut

Y u  要么是时刻 tu 和 t 之间某个更新生成的候选颜色. 所以, 如果 c和所有邻居的所 

有可能颜色都不冲突, 那么这个更新就可以提前被接受. 如果存在一个邻居, 它在时刻 t 的颜色只能是 c, 那

么这个更新就可以提前被拒绝. 所以, 在 Yt(v)被完全确定之前, 算法依然有可能解决当前更新. 

对于一般的连续时间马尔可夫链
0

( ,)t tY ≥
 假设时刻 t 有一个候选值为 c的更新. 为了解决这个更新, 

点 v 需要抛一枚正面向上概率为 , ( ( ))v
c c t vf Y  的硬币, 其中, c=Yt(v)是点 v 在更新之前的取值. 与之前一样, 点 

v 可以推出邻居 u 在时刻 t 所有可能取值 Yt(u)的集合. 对所有邻居所有可能的取值做笛卡尔积, 点 v 可以得出 

所有可能配置 Yt(v)的集合. 给定当前可能配置的集合, 点 v 可以算出 , ( ( ))v
c c t vf Y  的上界和下界, 算法就可以 

利用上下界尝试提前解决更新. 算法从区间[0,1]上采样一个均匀的实数 (对于每个更新, 只采样 1 次). 如果 

比当前 , ( ( ))v
c c t vf Y  的下界小, 则接受更新; 如果比当前 , ( ( ))v

c c t vf Y  的上界大, 则拒绝更新; 否则, 等待接收 

更多来自邻居的信息, 进一步缩小可能的配置集合. 随着点 v收到越来越多的信息, 这个可能配置的集合就会

越来越小, 直到最后, 这个集合只剩下唯一确定的配置 Yt(v). 所以, 更新最终一定可以被解决. 

模拟算法的具体实现细节可参考文献[24]. 

5.4   局部拒绝采样算法 

最后, 介绍一类分布式精确采样算法——局部拒绝采样算法[23,26]. 这类算法起初是为了解决洛瓦兹局部

引理的采样问题[26], 之后又被应用到分布式采样[23,26]、精确采样[25,36,38]和动态采样问题[23,25]上, 一个著名的

应用是解决了重要的公开问题——network reliability[35,36]. 

考虑一个分布式计算网络 G=(V,E), 令(V,,)是一个图 G=(V,E)上的一个局部吉布斯分布, 是一系列约

束(S,f), 其中, SV 是约束的作用域, f:S≥0 是约束函数. 不失一般性地, 我们假设所有约束的作用域互 

不相同, 如果存在多个约束作用域一样, 则可以把这些约束乘起来得到一个新的约束. 我们可以用一个超图 

h=(V,EH)来对吉布斯分布(V,,)进行建模, 其中, EH={S|(S,f)|S|≥2}是一系列超边的集合. 对于每个点

vV, 如果存在约束({v},f), 定义约束 0:vf   ≥ 为 

{ }

{ }

( )
( ),  ;

( )
c

v
v

v

f c
c

f c
c f







 


  

如果不存在约束({v},f), 定义约束 0:vf   ≥ 为 

1
( ),  ;

| |v cc f


    
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重申 EH={S|(S,f)|S|≥2}. 对于任意超边 hEH, 假设它对应的约束是(S,f), 则一定有 h=S. 定义约束函

数 0: h
hf   ≥ 为 

(
( )

)
,  

max (
.

)h

h
h f

f
f

 

  




    

令 {({ }, ) | } {( , ) | }.v h Hv f v V h f h E      容易验证 , ( ,, )V   和(V,,)表示同一个吉布斯分布 . 超图

h=(V,EH)的点和超边的集合对应了  中的约束. 每个点上的约束 vf 是一个概率分布, 每个超边上的约束 hf 的

值域是[0,1]. 因为(V,,)是一个通信网络 G=(V,E)上的局部吉布斯分布. 所以 h=(V,EH)上的任意超边 h 在 G 上 

的直径都是一个常数. 

为了描述算法, 先引入一些记号. 令V 是一个变量的集合, 定义的内部超边为 

E(){hEH|h}; 

定义的边界超边为 

(){hEH|hh}. 

定义与相关的所有超边为 

E+()=E()(). 

局部拒绝采样算法的设计思想来源于算法 8 中的原始的拒绝采样(rejection sampling)算法. 

原始拒绝采样算法(算法 8)每个点 vV 从分布 vf 中独立采样 Xv, 之后, 每个超边 hEH 独立地抛一枚

硬币, 硬币正面向上(Fh=0, Fh{0,1}是一个指示抛硬币结果的变量)的概率为 ( ).h hf X  如果所有硬币都是正面 

向上, 则算法输出 X; 否则, 重新执行上述过程. 显然, 拒绝采样算法是一个精确采样算法, 但是它有两个明

显的缺陷. 

 拒绝采样算法每次尝试成功要求所有硬币都是正面向上. 对于很多吉布斯分布, 算法一次尝试只有

指数级小的成功概率, 所以算法的期望运行时间不是多项式; 

 拒绝采样算法不能用于分布式采样. 因为一次尝试失败后需要所有点重新采样, 分布式计算不能执

行全局性的操作. 

算法 8. 原始拒绝采样算法. 

输入: 一个由 ( , , )V F  定义的吉布斯分布
( , . )

,
V F    建模 ( , , )V F  的超图 H=(V,EH); 

1  repeat 

2  每个点 vV 独立地从分布 vf 中采样 Xv, 令 X=(Xv)vV; 

3  每个超边 hEH 独立地采样 Fh{0,1}, 使得 Pr[ 0] ;( )h h hfF X    

4  until 所有超边 hEH 都有 Fh=0; 

5  Return X. 

局部拒绝采样算法是对原始的拒绝采样算法的一种改进. 当一次尝试有超边失败(Fh=1)时, 算法不需要

全局重新采样, 而是只重新采样在失败超边一个局部范围内的点, 然后再构造新的失败超边. 重复这个过程,

直到所有超边都成功. 这样就得到了一个既高效又支持分布式计算的算法. 文献[23]给出了如下局部拒绝采

样算法. 

局部拒绝采样算法(算法 9)第 1 行、第 2 行是原始的拒绝采样算法. 但是拒绝采样失败后, 没有全局重新 

采样, 而是在第 3 行构造失败超边内部点的集合. 每次 while-循环中, 算法只对集合内部的点进行重采样, 

并动态维护集合. 每次重采样之前, 与关联的所有超边 hE+()先计算一个纠正系数h, 计算h 时, 算法

需要枚举所有的 xh满足 ,h hx X    即 x 在 h上的取值要与当前样本 X在 h上的取值相同; 之后, 

内部的点重采样; 最后, 与关联的所有超边以概率 ( )h h hf X   通过测试. 相对于第 2 行, 第 7 行的概率多乘

了一个纠正系数h, 这是保证算法正确的关键. 当为空集时, 局部拒绝采样算法结束并输出当前的 X. 
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算法 9. 局部拒绝采样算法. 

输入: 每个点 vV 收到值域、函数 vf 以及满足 vV 的所有函数 hf ; 

1  每个点 vV 并行独立地从分布 vf 中采样 Xv, 令 X=(Xv)vV; 

2  每个超边 hEH 并行独立地采样 Fh{0,1}, 使得 Pr[ 0] ;( )h h hfF X    

3    : 1 ;
H hh E F h    

4  while  do 

5    每个超边 hE+()并行地计算
:

( )
1

min
( )

h
h hxh hx

h
X

h

f
X

x
f 


 

   
(规定

0
1

0
 ); 

6    每个点 v并行独立地从分布 vf 中重新采样 Xv; 

7    每个超边 hE+()并行独立地采样 Fh{0,1}, 使得 Pr[ ( );0]h h h hF Xf    

8      : 1H hFh E h   

9  return X. 

评注 5.2(局部拒绝采样算法的分布式实现). 算法 9 从全局的视角描述局部拒绝采样算法. 因为 ( ,, )V    

局部吉布斯分布, 所以, 所有超边 hEH 在通信网络 G 上的直径是一个常数. 因此, 算法 9 的第 13 行可以用 

O(1)轮实现, 且每次 while-循环也可以用 O(1)轮实现. 第 3 行和第 8 行的集合V 可以局部性地构造, 即图

上每个点知道自己是否在当前的集合中. 当分布式网络内所有点都停止计算时, 算法结束. 如果吉布斯分 

布由自旋系统定义, 则通信消息的大小也有较小的上界. 

利用条件吉布斯(conditional Gibbs)[23]性质, 可以证明算法 9 的正确性. 

定理 5.7(局部拒绝采样算法的正确性[23,26]). 如果算法 9 停止, 则输出 X 精确服从 ( , , )( , . )
.VV F     

文献[23]利用势函数分析法, 得到如下收敛性结论. 给定一个吉布斯分布(V,,), 令 H=(V,EH)为上述定

义中对(V,,)进行建模的超图. 定义: 

( , , ) {|{ | } |}max .
HV h E HE h h hd d h h            

即, 超图 h 中一个超边最多与 d 个其他的超边有交集. 

定理 5.8(局部拒绝采样算法收敛性结论[23]). 令>0 为一个常数. 对于任意吉布斯分布(V,,), 如果对于

任意满足|S|≥2 的约束(S,f)都有 f:S[B(S,f),1]且: 
1/ 2

( , )

1
,1

1S fB
d

  
 




≥  

则局部拒绝采样算法(算法 9)的期望运行轮数为O(logn), 且以至少 1的概率, 算法的轮数为 O log ,
n


 
 
 

 其中, 

n=|V|为总点数, 两个 O()记号隐藏了只与有关的常数因子. 

把上述定义应用到伊辛模型(V,E,)(定义见第 2.2)上, 可以得到
1

e
1

1 o
4

xp( 2 | |)
 

    
 

≥ 的收敛条件. 

进一步地, 对伊辛模型可以得到如下更紧的条件, 令2.221…是下列方程的根: 

2
1 .

1 exp( 1/ )



 

 
 

定理 5.9(算法 9 在伊辛模型上的应用[23]). 令>0 为一个常数. 对于任意伊辛模型(V,E,), 如果: 

1
e 1xp ,( 2 | |)

1








 ≥  

其中, 是图 G=(V,E)的最大度数, 则局部拒绝采样算法(算法 9)的期望运行轮数为 O(logn), 且以至少 1的概 

率, 算法的轮数为 O log ,
n


 
 
 

 其中, n=|V|为总点数, 两个 O()记号隐藏了只与有关的常数因子. 

注意到, 定理 5.8 的条件要求所有的下界 B(S,f)>0, 即(V,,)是由柔性约束定义的吉布斯分布. 局部拒绝采 
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样算法也能用于由硬性约束定义的吉布斯分布. 考虑第 2.2 节定义的硬核模型(V,E,). 事实上, 算法 9 中描述

的局部拒绝采样算法有很多推广的版本[23,25,26], 算法 10 给出了一个硬核模型的局部拒绝采样算法. 

容易验证, 算法 10 也可以在分布式计算模型上实现. 这里强调, 算法 10不是算法 9 在硬核模型上的应用. 

算法 10 相当于在算法 9 的 while-循环开头插入一行: 

. 

然后再用扩张之后的运行算法 10 的 while-循环. 利用硬核模型性质, 扩张之后的内边界上所有的点 v

一定满足 Xv=0. 因此, 扩张之后的满足: 对于任意 hE+(), 一定有h=1. 由此可以得出算法 9. 

文献[26]首先分析了算法 10 的正确性和运行时间; 之后, 文献[23]用更一般条件吉布斯技术重新证明了

算法的正确性, 并且改进了算法的收敛条件. 如下定理说明了算法 10 的正确性和收敛时间, 定理使用了文献

[23]中的改进版收敛条件. 

定理 5.10(硬核模型的局部拒绝采样算法[23,26]). 对于任意硬核模型(V,E,), 当算法 10 停止时, 输出 X 精

确服从吉布斯分布(V,E,). 进一步地, 如果: 

1
,

(1 ) 2 1


  
≤  

其中, >0 是一个常数, 是图 G 的最大度数, 则硬核模型的局部拒绝采样算法(算法 10)的期望运行轮数为 

O(logn), 且以至少 1的概率, 算法的轮数为 O log ,
n


 
 
 

 其中, n=|V|为总点数, 两个 O()记号隐藏了只与有关 

的常数因子. 

算法 10. 硬核模型的局部拒绝采样算法. 

输入:  每个点 vV 收到值域和参数≥0; 

1  每个点 vV 并行独立地采样 Xv{0,1}, 概率满足 Pr[ ]
1

,vX






 令 X=(Xv)vV; 

2  while 存在连通块V 满足||≥2 且v, Xv=1 do 

3    foreach vR, 其中, ={u|v,使得{u,v}E}是的外边界 do 

4      点 v独立地重新采样 Xv{0,1}, 概率满足 Pr[ ]
1

;vX






 

5  return X. 

与之前所有的分布式采样算法相比, 局部拒绝采样算法是一个精确采样算法, 即算法停止时输出精确服 

从目标吉布斯分布. 我们也可以给局部拒绝采样算法预先设定一个 O log
n


 
 
 

的运行时间上界, 如果超过这个 

上界点 v 处的算法没有结束, 则 v 输出中任意一个值. 根据定理 5.8定理 5.10, 这也可以得到一个误差为
的近似采样算法. 但是局部拒绝采样算法目前得到的收敛条件比较苛刻, 适用的模型比较受限. 作为一个最

近提出的新算法, 局部拒绝采样算法的性能还有待进一步研究. 

6   分布式采样复杂性 

6.1   分布式采样下界 

在本节中, 总结分布式采样问题的下界结论. 令 G=(V,E)为一个分布式计算网络, 目标分布为样本空间

V 上的一个联合分布. 本节的下界结论只使用分布式算法的如下性质. 

性质 6.1(分布式算法产生的概率分布的远距离独立性质). 任意一个 t 轮的 LOCAL 算法产生的输出

X=(Xv)vV 一定满足: 

u,vV, distG(u,v)>2tXu 和 Xv 相互独立. 

性质 6.1 成立, 是因为 LOCAL 模型每个点本地生成的随机比特相互独立, 而一个 t 轮的算法每个点 vV
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只能收集以 v 为中心、距离不超过 t 的所有点上的信息(包括其所产生的随机比特), 所以距离超过 2t 的点收集

到的信息无交集, 输出一定相互独立. 

下界的证明只用到了性质 6.1. 即使每个点知道整个网络 G(包括每个点的 UID)以及整个联合分布的定

义, 本节证明的下界依然成立. 注意到: 如果每个点知道整个网络 G, 那么很多构造问题, 例如(+1)-染色、极

大独立集等, 分布式算法可在 O(1)轮解决. 但是对于采样问题, 依然存在下界. 这说明, 分布式采样问题比构

造问题困难, 且分布式采样问题的难度源于不同点上的随机比特相互独立. 

很多自旋系统满足如下性质. 考虑链状图(下文简称为链)上的自旋系统, 设其吉布斯分布为. 存在常数 

,>0, 使得对于任意长度为 n 的链 P, 在链上的任意两个点 u、v, 存在两个点 u 上的取值 ,,u u     满足

,  ,( ) ( )u u u u     ≥ ≥  其中, u 是投影到 u 上的边缘分布, 而且以下性质成立: 
( , )( , ) ,u u Pdist u v

TV v vd     ≥  

其中, distP(u,v)表示 u、v 在 P 上的距离. 满足此性质的自旋系统包含图的 q 染色模型, 其中, q=O(1). 如果自

旋系统满足上述性质, 则对于任意≥exp(o(n)), 对于任意一对满足 distP(u,v)=(log(1/))的点对(u,v), 由于相

关性的存在, 吉布斯分布产生的(u,v), 与完全独立的(Xu,Xv)之间至少有的全变差. 对于此类系统上-全变

差近似的分布式采样问题, 就可以直接给出一个(log(1/))下界. 

进一步地, 对于常数误差, 文献[18,26]证明了(logn)的下界, 这里以图染色和硬核模型为例给出结论. 

定理 6.1(分布式采样的(logn)下界[18]). 令 q≥3 为一个常数, 并令<1/3. 对于任意一个以误差采样一条

链上均匀 q-染色的 LOCAL 算法, 其时间复杂度为(logn), 其中, n 是链上的点数. 

定理 6.1 不仅对图染色模型成立, 对一大类自然的自旋系统也都成立. 例如, 文献[26]对硬核模型也证明

了类似的(logn)下界结论. 

对于有远距离强相关性的自旋系统, 可以证明更强的(diam)下界, 这里的 diam 是通信网络 G=(V,E)的直

径. 注意到, 任何分布式计算问题都可以由 O(diam)的 LOCAL 算法解决(某个点收集全图信息, 利用不受限的

本地计算能力计算答案, 最后全网广播答案). 这说明, 此类分布不存在基于局部信息的采样算法. 考虑第 2.2

节定义的硬核模型(V,E,). 令为图 G 的最大度数. 定义唯一性阈值: 
( 1)1

( ) .
2

( )

( )c




 





  

在经典的图灵机计算模型中, 如果≤c(), 则存在多项式时间采样算法[4]; 如果>c(), 除非 NP=RP, 

否则不存在多项式时间采样算法. 在分布式计算模型中, 也有类似的下界结论. 

定理 6.2(分布式采样的(diam)下界). 令≥3, >c(). 令>0是一个足够小的常数. 对于任意 N>0, 存在

一个(N)个点的图 G, 图的最大度数为且直径为 diam=(N1/11). 对于图 G 上参数为的硬核模型, 任何一个

能以全变差误差采样硬核模型吉布斯分布的 LOCAL 算法的时间复杂度为(diam). 

硬核模型是图上所有独立集的加权分布. 注意到分布式算法构造一个独立集的复杂度为 0, 每个点直接

输出不在独立集中即可. 定理 6.2 指出, 在唯一性阈值以外, 采样一个加权独立集的任务不可能被分布式算法

完成. 这就说明, 在一些模型上, 分布式采样问题的难度远高于分布式构造问题. 

6.2   分布式Jerrum-Valiant-Varzirani定理 

经典的 Jerrum-Valiant-Varzirani 定理(定理 3.2)指出: 在图灵机计算模型上, 对于有自归约性质的概率分

布, 采样问题和计数问题可以在多项式时间内相互归约. 本节在分布式计算模型上研究采样和计数问题之间

的归约关系. 

重申在分布式计算中, (G,,x)表示分布式采样/计数问题实例, 其中, G=(V,E)是一个 n=|V|个点 LOCAL 模

型的通信网络; 是一个大小为 q=||=poly(n)的取值范围; x=(xv)vV 是一个 n 维向量, 每一个 xv 是一个比特串. 

实例(G,,x)唯一编码一个样本空间V 上的联合分布=(G,.x). 我们称为实例(G,,x)的目标分布. 给定实例

(G,,x)后, 每个点 vV 的输入为和 xv. 相应的分布式采样和推断(计数)问题定义在第 4.1 节中给出. 

类似定义 3.1, 首先对分布式采样和计数问题定义有自归约性质的联合分布类. 
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定义 6.1(分布式计算版本的有自归约性质的联合分布类). 令 M 为以一个联合分布类. 如果 M 满足如下

两个性质, 则M具有分布式计算版本的自归约性质. 对于任意(G,.x)M, 其中, G=(V,E), x=(xv)vV, 对于任意

集合V 上的合法部分配置, 存在一个定义在同一个通信网络上的联合分布(G,.x)M, 满足(G,.x)= 

( , . ) ,G


 x  其中, ( ;)v v Vx  x  且对于任意 v, vx 包含 xv 和v 的信息, 对于任意 vV\, .v vx x   

与定义 3.1 相比, 定义 6.1 同样要求M对条件概率封闭, 不同之处在于: 定义 6.1 要求给定原始分布和条

件之后, 相应的条件概率分布信息只要局部性地输入到一些点上. 

重申在第 4.1 节的定义中, 分布式算法结束时每个点 vV 输出一个值 Fv{0,1}, 表示点 vV 局部的算法 

是否失败, 且算法需要满足 [ ] O(1 / ),vVv
F n


   即算法总是以高概率成功, 其中, n=|V|表示通信网络的点数. 

本节考虑的所有算法都是一个联合分布类 M 上的算法, 即: 给定分布类 M 上的任意一个具体分布M, 算

法都能解决联合分布上的采样和推断问题. 

6.2.1   一般联合分布上分布式采样和推断归约 

首先注意到: 对于分布式推断问题, 点 v 输出的正确性只与输入的问题实例有关, 与其他点的输出无关. 

考虑一个有可能失败的分布式推断算法, 因为失败可以本地检测, 利用不受限的本地计算能力, 点 v可以本地

枚举所有可能的随机比特, 然后选择一个让算法成功的随机比特执行. 这样就可以得到一个一定成功的确定

分布式近似推断算法. 

命题 6.1(随机近似推断算法近似推断算法). 令M={(G,,.x)}为任意一类联合分布. 如果存在一个以时间

复杂度 t(n,)作近似推断的随机 LOCAL 算法(全变差误差为任意>0), 且随机推断算法失败的概率满足 

[ ] 1,vVv
F


   则存在一个以时间复杂度 t(n,)作近似推断(全变差误差为任意>0)的确定 LOCAL 算法. 

虽然在第 4.1 节的定义中, 我们要求推断算法以高概率成功, 但是命题 6.1 中的归约成立只要求推断算法

成功的概率大于 0. 而且命题 6.1 的结论对任意联合分布类M都成立, 不要求M满足自归约性质. 

对于一般联合分布, 分布式近似推断算法与分布式近似采样算法有如下归约关系. 

定理 6.3(近似推断算法近似采样算法[24]). 令M={(G,,.x)}为一个满足定义 6.1中自归约性质的联合分布

类. 如果存在一个以 t(n,)时间复杂度作近似推断(全变差误差为任意>0)的 LOCAL 算法, 则存在一个以 

2O , log
n

t n n
  

  
  

时间复杂度作近似采样(全变差误差为任意>0)的 LOCAL 算法. 

定理 6.4(近似采样算法近似推断算法[24]). 令M={(G,,.x)}为一个满足定义 6.1中自归约性质的联合分布

类. 如果存在一个以 t(n,)时间复杂度作近似采样(全变差误差为任意>0)的 LOCAL 算法, 且采样算法失败的 

概率 [ ] 1,vVv
F


   则存在一个以 t(n,)时间复杂度作近似推断(全变差误差为任意>0)的 LOCAL 算法. 

虽然在第 4.1 节的定义中, 我们要求采样算法以高概率成功, 但是定理 6.4 中的归约成立只要求采样算法

成功的概率大于 0. 

6.2.2   局部吉布斯分布上分布式采样和推断的归约 

对于局部吉布斯分布(定义 4.1), 不仅第 6.2.1 节的结论成立, 定理 6.3 的结论可以加强为精确采样. 

定理 6.5(近似推断算法精确采样算法[24]). 令M={(G,,.x)}为一类满足定义 6.1中自归约性质的局部吉布

斯分布. 令 q=||=poly(n). 如果存在一个以 t(n)时间复杂度作近似推断(全变差误差不超过 1/(5qn4))的 LOCAL

算法, 则存在一个以 O(t(n)log2n)时间复杂度作精确采样的 LOCAL 算法. 

对于局部吉布斯分布, 推断问题的精度也可以加强. 因为有命题 6.1 的存在, 我们可以假设所有的推断算

法一定成功. 考虑第 4.1 节定义的分布式近似推断问题. 给定任意问题实例(G,,x)任意误差>0, 算法结束时, 

每个点输出一个上的边缘分布 ,v  满足 ,( , , )( , ,)TV v v Gd    ≤x  其中, v,(G,,x)表示目标分布(G,,x)投影到 v 上 

的边缘分布. 现在定义一个更强的乘性误差, 令1 和2 为上的两个概率分布, 定义 err(1,2)为 

err(1,2)=maxc|ln1(c)ln2(c)|. 

规定, 0/0=1, ln 0 ln 0 0.ln
0

0
    
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 带乘性误差的分布式近似推断 

给定任意问题实例 (G,,x)以及任意误差>0, 算法结束时每个点输出一个上的边缘分布 ,v  满足

,( , , )( ,, )v v Gerr    ≤x  v,(G,,x)表示目标分布(G,,x)投影到 v 上的边缘分布. 

对于足够小的>0, 条件 ,( , , )( , )v v Gerr    ≤x 可以推出: 

,( , , )

( )
,  exp( ) exp( ) 1 .1 v

v G

c
c



    


      


≤
x

 

这就给出了比全变差误差更强的准确性. 

定理 6.6(全变差误差近似推断乘性误差近似推断[24]). 对于任意一类满足定义 6.1 中自归约性质的局部

吉布斯分布 M={(G,,.x)}, 如果存在一个以 t(n,)时间复杂度作近似推断(全变差误差为任意>0)的 LOCAL 算 

法, 则存在一个以 O ,
5

t n
qn

  
     

时间复杂度作近似推断(乘性误差为 0≤<1)的 LOCAL 算法, 其中, q=||= 

poly(n)是取值集合的大小. 

6.3   分布式采样/计数与强空间混合性质 

空间混合性质是吉布斯分布的重要性质, 也是一些吉布斯分布可被高效采样的充分必要条件[3,4]. 文献

[24]研究了强空间混合性质与分布式采样的关系, 并证明了: 对于局部吉布斯分布, 一定程度的强空间混合性

质是存在高效采样算法的充分必要条件. 

令(V,,)为定义 2.1 中的吉布斯分布, 其中, 是一系列约束(S,f)的集合. 为了描述强空间混合性质, 我们 

先引入一些定义. 

 区域吉布斯分布: 令是(V,,)定义的吉布斯分布. 任意子集 RV 可以诱导出一个R 上的吉布斯分

布R, 对于任意R, R()wR(), 其中, 
( , ) :

( ) ( );R Sf S S R
w f 

 
 

 

 边缘分布: 给定一个V, 对于任意 RV 且满足 R, 任意相对于区域吉布斯分布R 合法的部分配 

置, 对于任意点 vR, 区域边缘分布 ,R v
 定义为 

, ~
:

:

( )
(, ) Pr [ |

( )
] .

R
v

R
R

Rx
R v Y v

R

w
x Y x Y

w
x 



    
 

   


  


 



 



    



 

上述分布良定义当且仅当相对于R 合法. 

令是一个被(V,,)定义的吉布斯分布. 令 H=(V,F)是一个点集为 V, 超边集合为 F={S|(f,S)}的超图. 

一个子集R 称为 R 在吉布斯分布上的一个内边界当且仅当把删除后, 点集 R\和 V\R 在超图 H=(V,F)上

不连通. 根据定义和吉布斯分布的条件独立性(命题 2.1), 有如下结论. 

命题 6.2. 令 vRV, 且R 是 R 在上的一个内边界. 对于任意相对于的合法配置, 区域吉布斯 

分布的边缘分布 ,R v
 和吉布斯分布的边缘分布 v

 满足 , .R v v
    

令 G=(V,E)为一个通信网络, 假设(V,,)是一个 G 上的局部吉布斯分布. 重申 distG(u,v)表示 G 上两点 

u,vV 的最短路距离. 对任意集合 SV, 令 distG(u,v)=min{distG(u,v)|vS}. 定义如下强空间混合性质. 

定义 6.2(强空间混合性质). 令n:≥0 是一个单调不减的函数序列. 令 M={(G,,.x)}是一类局部吉布斯 

分布. 如果M满足如下性质, 则称M有速率为n 的强空间混合性质. 对于任意分布=(G,,x), 其中, G=(V,E)

是一个 n 个点图通信网络, 对任意 RV, 任意 R 在上的内边界R 以及两个相对于区域吉布斯分布R 合法

的配置,V, 对任意点 vR 都有: 

, ,( , ) ( , ))( ,TV R v R v n G Ddistd v   ≤  

其中, D={u|uu}是和取值不同的集合. 

特别地, 对于任意 0<<1, 我们称M有速率为的指数级衰减的强空间混合性质当且仅当函数序列()满

足n(t)≤poly(n)t. 
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分布式推断问题与强空间混合性质有如下等价关系. 

定理 6.7(分布式推断与强空间混合性质的联系). 对于任意有自归约性质的局部吉布斯分布类 M= 

{(G,,.x)}, 如果存在一个以 t(n,)时间复杂度作近似推断(全变差误差为任意>0)的 LOCAL 算法, 则M有速率

为n(t)=2min{|t(n,)≤t1}的强空间混合性质; 相反地, 如果M有速率为n()的强空间混合性质, 则存在一个

以 t(n,)=min{t|n(t)≤}+O(1)时间复杂度作近似推断(全变差误差为任意>0)的 LOCAL 算法. 

定义 6.2 的强空间混合性质由全变差误差定义, 根据定理 6.6 和定理 6.7, 对于此类分布存在一个乘性误

差的分布式推断算法, 所以分布本身一定有乘性误差的强空间混合性质. 

推论 6.1(加性与乘性误差的强空间混合性质[24]). 一个局部吉布斯分布类M相对于全变差误差有速率为
的指数级衰减的强空间混合性质当且仅当M相对于乘性误差有速率为的指数级衰减的强空间混合性质. 

结合定理 6.7 和定理 6.5 可得到如下推论. 

推论 6.2(强空间混合性质精确采样算法[24]). 令 M={(G,,.x)}为一个有自归约性质的局部吉布斯分布类. 

如果 M 有速率为的指数级衰减的强空间混合性质, 则存在一个以 3O
1

log
1

n


 
 
 

时间复杂度作精确采样的 

LOCAL 算法. 

结合已有的强空间混合性质的结论, 推论 6.2 可以得到如下 LOCAL 模型上的精确采样算法. 

 因为图匹配的均匀分布有速率为1 (1 / ) 的指数级衰减的强空间混合性质[15], 所以此条件下存在

一个以 3loO )g( n 时间复杂度精确采样均匀图匹配的 LOCAL 算法; 

 因为硬核模型(V,E,) (定义见第 2.2 节)在<c()=(1)(1)/(2)时有指数级衰减的强空间混合性 

质[4], 所以此条件下存在一个以 O(log3n)时间复杂度精确采样硬核模型的 LOCAL 算法; 

 因为图的 q 染色问题在 q≥+()且图不含三角形时有强空间混合性质, 其中, ≥*且*=1.763…

满足*=exp(1/*)[75], 所以此条件下存在一个以 O(log3n)时间复杂度精确采样均匀图染色的 LOCAL

算法; 

 因为一般的反铁磁 2-自旋模型在唯一性条件以内有指数级衰减的强空间混合性质, 所以此条件下存

在一个以 O(log3n)时间复杂度精确采样反铁磁 2-自旋模型的 LOCAL 算法[51]; 

 因为加权超图匹配模型在唯一性条件以内有指数级衰减的强空间混合性质, 所以此条件下存在一个

以 O(log3n)时间复杂度精确采样加权超图匹配的 LOCAL 算法[76]. 

上述所有模型和条件的具体定义可以在相应的参考文献中找到. 其中有些模型是边上的分布(图匹配、超

图匹配), 它们可以转换成相应线图(line graph)上的分布, 这个转化保留了原图上对距离的定义. 

对于硬核模型, 当>c()时, 根据定理 6.2, 分布式采样算法的复杂度为(diam); 而当<c()时, 则存

在一个 polylog(n)复杂度的分布式采样算法. 硬核模型在阈值c()的计算相变现象是图灵机模型上的经典结

论, 而这个计算相变结论在分布式计算上依然成立. 

7   公开问题 

目前, 关于分布式采样理论的研究才刚刚起步, 该领域依然存在很多公开问题. 

 先前的一些工作为分布式采样设计了专门的算法, 例如分布式马尔可夫链和局部拒绝采样算法. 相

对于串行采样算法, 这些算法的收敛条件相对苛刻. 为分布式采样研究专门的算法设计和分析技术,

依然是一个重要的研究方向; 

 在分布式计算模型上精确模拟串行采样算法, 这是一种重要的算法设计方案, 因为由此得出的分布

式采样算法有着与串行采样算法一致的性能. 目前的技术只适用于梅特罗波利斯算法, 如何为一般

的串行马尔可夫链设计模拟算法, 是一个重要的公开问题; 

 分布式采样复杂性的研究才刚刚起步, 目前只研究了几个基本的问题. 复杂性上还有很多值得进一

步探索的问题, 例如为分布式采样定义复杂度类、复杂度层级等; 
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 分布式采样复杂度的研究结果和研究技术也能应用到其他领域. 在复杂性的研究中, 目前的一些归

约需要使用到分布式模型不受限制的本地计算能力. 如果能够设计一个在计算上更加高效的归约, 

那么分布式模型上的结果就能应用到图灵机模型上. 在分布式采样下界的证明中, 证明的关键是利

用算法能产生的分布与目标分布之间的矛盾, 这种技术能否用于其他分布式计算问题下界的证明, 

也值得深入研究. 
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