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摘  要: 布尔可满足性问题(SAT)是指对于给定的布尔公式,是否存在一个可满足的真值指派.这是第 1 个被证明

的 NP 完全问题,一般认为不存在多项式时间算法,除非 P=NP.学者们大都研究了子句长度不超过 k 的 SAT 问题

(k-SAT),从全局搜索到局部搜索,给出了大量的相对有效算法,包括随机算法和确定算法.目前,最好算法的时间复杂

度不超过 O((2−2/k)n),当 k=3 时,最好算法时间复杂度为 O(1.308n).而对于更一般的与子句长度 k 无关的 SAT 问题,
很少有文献涉及.引入了一类可分离 SAT 问题,即 3-正则可分离可满足性问题(3-RSSAT),证明了 3-RSSAT 是 NP 完

全问题,给出了一般 SAT 问题 3-正则可分离性的 O(1.890n)判定算法.然后,利用矩阵相乘算法的研究成果,给出了

3-RSSAT 问题的 O(1.890n)精确算法,该算法与子句长度无关. 
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O(1.890n) Exact Algorithm for a Class of Separable SAT Problems 
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Abstract:  The Boolean satisfiability problem (SAT) refers to whether there is a truth assignment that satisfies a given Boolean formula, 
which is the first confirmed NP complete problem that generally does not exist a polynomial time algorithm unless P=NP. However many 
practical applications of such problems often take place and are in need of an effective algorithm to reduce their time complexity. At 
present, many scholars have studied the problem of SAT with clause length not exceeding k (k-SAT). From global search to local search, a 
large number of effective algorithms, including random algorithm and determination algorithm are developed, and the best result, 
including probabilistic algorithm and deterministic algorithm for solving k-SAT problems, is that the time complexity is less than 
O((2−2/k)n), and when k=3 the time complexity of the best algorithm is O(1.308n). However, there is little literature about SAT problems 
that are more general than clause length k. This paper discusses a class of separable satisfiability problems (SSAT), in particular, the 
problem of 3-regular separable satisfiability (3-RSSAT) where the formula can be separated into several subformulas according to certain 
rules. The paper proves that 3-RSSAT problem is NP complete problem because any SAT problem can be polynomially reduced to it. To 
determine 3-regular separability of the general SAT problem, an algorithm is given with time complexity is no more than O(1.890n). Then 
by using the result in the matrix multiplication algorithm optimal research field, an O(1.890n) exact algorithm is constructed for solving 
the 3-RSSAT problem, which is the WELL algorithm independent of clause length. 
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布尔可满足性(SATisfiability,简称 SAT)问题是指:对于给定的布尔公式 F,判定是否存在一个真值指派使得

F 满足.这是 Cook[1]在 1971 年证明了的第 1 个 NP 完全问题,后来也被 Levin[2]在 1973 年独立地证明.一般认为,
不存在多项式时间算法除非 P=NP.这表明,要构造有效算法是非常困难的.简单直观的算法是:为每个变量分别

指定 0 和 1 两个真值指派,验证每种可能指派下输入公式 F 是否满足.显然,这是指数时间算法,在最坏情况下,
需要 poly(n)⋅2n步,这里,n 是输入公式 F 包含的变量个数,poly(n)是 n 的多项式.在算法研究中,通常忽略多项式因

子 poly(n)而只关注指数 2n.研究的目标是降低指数的基,即:寻求 c<2,使得算法在最坏情况下不超过 O(cn). 
已有的研究大都基于 k-SAT,即限制公式 F 为合取范式(conjunctive normal form,简称为 CNF)且每个子句最

多包含 k 个文字,记为 k-CNF 公式.已经证明:2-SAT 问题是 P 问题,可在多项式时间内判定[3];而 k-SAT(k≥3)是
NP 完全问题.第 1 个上界小于 2n 的结果是 c=21−ε(ε是与 k 有关的正数),由 Monien 和 Speckenmeyer 于 1980 年

获得[4],且对于 3-SAT 为 poly(n)⋅1.619n.这是第 1 次实现 c=2 的突破,此后,在 SAT 上的研究都是着眼于降低指数

上界中的基数 c[5−11]. 
k-SAT 问题的求解主要采用全局搜索或局部搜索方式的启发式算法,分为随机算法和确定算法两类.随机

算法是随机选取一个真值指派,然后根据不满足子句随机调整某个变量指派,如此反复,以保证较大概率获得可

满足指派.随机算法最好的结果是 Schőning[7]于 1999 年得到的 c=2−2/k,是一个非常简单的随机局部搜索算法.
且当 k=3,4 时,分别有 3-SAT 为 c=1.334 和 4-SAT 为 c=1.5.这个结果直到 2014 年被 Hertli[8]改进,在 PPSZ 算法[10]

基础上得到 3-SAT 和 4-SAT 的最好结果分别为 c=1.308 和 c=1.469.k-SAT 问题的确定算法的最好结果是

c=2(k−1)/k+ε(ε是足够小的正数),2010 年由 Moser 等人[10]改进 Dantsin 等人[9]2002 年的算法而得.而 3-SAT 确定

算法最好的结果是 c=1.331[11],由 Makino 等人于 2011 年得到. 
这些最好结果都是针对 k-SAT 问题,当 k 较大时,c=2−2/k 将接近于 2.目前还没有与子句长度 k 无关的结果.

本文试图针对一类特殊的 SAT 问题,给出常数 c(c<2)的确定算法.该算法首先分析 CNF 公式的可分离性,然后对

于 3-正则可分离公式,应用已有的矩阵相乘算法[12,13]得到了预期结果,即与子句长度无关的常数 c≤1.890.这表

明:当 k≥19 时,本文算法优于 k-SAT 问题的最好算法. 
本文第 1 节给出记号说明和可分离 SAT 问题的相关定义,并讨论 3-正则可分离 SAT 问题的复杂性.第 2 节

讨论 3-正则可分离 SAT 问题的布尔矩阵表示,并提出 3-正则可分离 SAT 问题的判定矩阵概念.第 3 节讨论一般

SAT 问题的 3-正则可分离性的判定算法.第 4 节利用目前矩阵相乘结果,给出 3-正则可分离 SAT 问题的与子句

长度无关的 O(1.890n)精确算法. 

1   问题的描述与定义 

1.1   记号说明 

本文中的布尔公式均为 CNF 公式.一个 CNF 公式 F 是有限个子句(clause)的集合.子句 C 是有限个两两互

不相同的文字(literal)的集合.文字 l 是变量(variable)v 或其否变量 v .如果变量 v 有 1 个文字出现在子句中,称该

子句包含这个变量.用 var(C),var(F)分别表示子句 C、公式 F 所包含的变量的集合,记 V:=var(F), n=|var(F)|. 
变量集 V 上的真值指派(truth assignment)是函数α:V→{0,1}n,为 V 中每个变量指派一个布尔值.文字 l=v(或

l= v )对于指派α是满足的,如果α(v)=1(或α(v)=0).子句 C 对于指派α如果至少包含 1 个满足的文字,则该子句是

满足的,即α(C)=1.公式 F 是满足的当且仅当它的所有子句都是满足的.一个公式是可满足的当且仅当对它的所

有变量存在一个满足的真值指派. 
变量子集 V′⊂V 上的真值指派α′称为 V 的部分指派(partial truth assignment),它是 V 上真值指派α在子集 V′

上的投影,即α′=α|V′.两个不相交的变量子集 V1⊂V,V2⊂V 上的真值指派分别为α1,α2,联合指派记为α1α2=α1∪α2,
它是变量集 V1∪V2 上的真值指派. 

变量集 V 的划分是指 V 的若干个两两互不相交的子集 V1,V2,…,Vm(m≥2),满足 V1∪V2∪…∪Vm=V,记为

[V1,V2,…,Vm],也称为变量集 V 的 m-划分.V 上的真值指派α可以分解成 m 个部分指派α1,α2,…,αm,分别对应每个 
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子集上的真值指派,即
1 21 2| , | ,..., | ;

mV V m Vα α α α α α= = = 反之,每个划分子集上的真值指派的联合为 V 上的真值指 

派,即α1α2…αm=α. 

1.2   CNF公式的可分离性 

CNF 公式 F 的可分离性(separability)反映的是子句之间的关系,也是子句与变量之间的关系.这种分离性包

括完全分离和不完全分离:完全分离的子公式之间是不相关的,即不含有相同变量.可完全分离的公式,一定可

以分解为几个独立的变量规模更小的 SAT 问题,其时间复杂度将大大降低.我们一般假定所给定的 CNF 公式不

可完全分离.对于变量集V的m-划分[V1,V2,…,Vm],其中,m≥2.公式中的每个子句只与其中的部分子集相关,这时

的分离性又称为 m-可分离,如果每个子集大小相等则称为正则可分离(regular separability).本文主要讨论 2-正
则可分离性和 3-正则可分离性,即,在变量集的平均 2-划分或平均 3-划分的基础上分离子句.下面给出具体定义. 
1.2.1   2-正则可分离定义 

定义 1. CNF 公式 F 称为是 2-正则可分离的,如果存在变量集 V=var(F)的一个平均 2-划分[V1,V2],使得每个

子句 C∈F,要么 var(C)⊆V1,要么 var(C)⊆V2. 
这里假定了 n=|V|是偶数,显然不会失去一般性.同时我们注意到,2-正则可分离是一种完全分离.例如公式 

1 2 3 1 2 2 3 4 5 6 4 6 5 6{{ , , },{ , },{ , },{ , , },{ , },{ , }}F x x x x x x x x x x x x x x= ,变量集 V={x1,x2,x3,x4,x5,x6}存在一个平均 2-划分[{x1,x2, 

x3},{x4,x5,x6}],使得每个子句的变量都完全包含在其中一个划分子集中,所以 F 是 2-正则可分离的,且两个子公 
式 1 1 2 3 1 2 2 3{{ , , },{ , },{ , }}F x x x x x x x= 和 2 4 5 6 4 6 5 6{{ , , },{ , },{ , }}F x x x x x x x= 是完全独立的,因此公式 F 是可完全分离的. 

1.2.2   3-正则可分离定义 
定义 2. CNF 公式 F 称为是 3-正则可分离的,如果存在变量集 V=var(F)的平均 3-划分[V1,V2,V3],使得每个子

句 C∈F,至少有一个划分子集不含有子句 C 的变量. 
不失一般性,假定 n=|V|是 3 的倍数.显然,3-正则可分离是一种不完全分离.例如变量集 V={x1,x2,x3,x4, 

x5,x6}上的 CNF 公式 1 2 3 1 2 4 3 5 4 5 6 1 6 2 5 6{{ , , },{ , , },{ , },{ , , },{ , },{ , , }}F x x x x x x x x x x x x x x x x= ,取变量集 V 的平均 3-划分 

[{x1,x2},{x3,x4},{x5,x6}],容易验证每个子句都与其中的一个子集不相关,因此,F 是 3-正则可分离的.其分离子公 
式分别为 1 1 2 3 1 2 4 2 3 5 4 5 6 3 1 6 2 5 6{{ , , },{ , , }}, {{ , },{ , , }}, {{ , },{ , , }}F x x x x x x F x x x x x F x x x x x= = = .变量集的划分不必是惟一 

的,如平均 3-划分[{x1,x4},{x2,x3},{x5,x6}],也可将公式 3-正则分离. 
容易验证,变量集 V 的任何划分都不能完全分离公式 F,即 F 是不可完全分离的,更不是 2-正则可分离的. 

如果在公式中再增加两个子句,即设 CNF 公式 1 4 6 3 4 5{{ , , },{ , , }}F F x x x x x x′ = ∪ ,则找不到变量集 V 的任何平均 3- 

划分,使得 F′可 3-正则分离,即说明 F′不是 3-正则可分离的. 
从上述讨论我们看到:3-正则可分离虽然不是完全分离,但也不是所有的 CNF 公式都具备的属性,因此对

CNF 公式有严格的限制.从本文第 2 节将知道,3-正则可分离 CNF 公式可以很方便地表示成布尔矩阵的乘积,
这样就能应用矩阵乘积算法的研究成果,更有效地解决这类 SAT 问题. 

1.3   3-正则可分离SAT问题 

3-正则可分离 SAT 问题(3-regular separable SAT,简称 3-RSSAT)是一类特殊的 SAT 问题,即,要判定 3-正则

可分离公式 F 的可满足性.下面的定理描述了该问题的复杂性. 
定理 1. 3-RSSAT 问题是 NP 完全问题. 
证明:显然,3-RSSAT 是 NP 问题,所以我们只要证明一般 SAT 问题可多项式时间归约为 3-RSSAT 问题,本定

理即能得证. 
若 SAT 问题的实例公式 F 是 3-正则可分离的,则该问题就是 3-RSSAT 问题;否则,取变量集 V=var(F)的一

个 3-划分[V1,V2,V3],使得|V1|=n/2,|V2|=|V3|=n/4,其中,n=|V|(不妨假定 n 是 4 的倍数).令: 
F1={C∈F|var(C)∩V1≠∅且 var(C)∩V2≠∅且 var(C)∩V3≠∅}⊆F. 

其中,每个子句都同时含有 V1,V2,V3 中的变量. 
设 V1={v1,v2,…,vn/2},任取 V1 的一个 2-划分[V1x,V1y]=[{v1,…,vn/4},{vn/4+1,…,vn/2}].与 V1x,V1y 中的变量相对应,
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增加新变量集 X={x1,…,xn/4}和 Y={y1,…,yn/4},使得 xi=vi,yi=vi+n/4,i=1,2,…,n/4. 
令 1 1 2 2 3 3, , ,V V X Y V V V V X V V Y′ ′ ′ ′= ∪ ∪ = = ∪ = ∪ ,则易知 1 2 3[ , , ]V V V′ ′ ′ 是变量集 V′的平均 3-划分,且 1 2| | | |V V′ ′= =  

3| | / 2 | | / 3V n V′ ′= = .下面构造变量集 V′上的 CNF 公式 F′,其来源分为 3 个部分: 

1) F−F1 中的所有子句全部加入到 F′中.对每个子句 C∈F−F1,存在 i∈{1,2,3},使得 var(C)∩Vi=∅.又 
var(C)∩X=∅且 var(C)∩Y=∅,所以 var( ) ;′∩ = ∅iC V  

2) 若 F1≠∅,对每个子句 C∈F1,var(C)∩V1≠∅,把每个变量 v∈var(C)∩V1 换成其对应的 X 中的变量 x 或 Y 
中的变量 y,这样得到新子句 C′,把 C′加入到 F′中.显然,var(C′)∩V1=∅,即 1var( ) ;′ ′∩ = ∅C V  

3) 为保证 X 和 Y 中的变量与 V1 中对应的变量相等,在 F′中新增如下子句集: 

/ 4 / 4{ , | 1,..., / 4} { , | 1,..., / 4}x i i i i y i i n i i nF x v x v i n F y v y v i n+ += ∨ ∨ = = ∨ ∨ =和 . 

显然,对每个子句 C∈Fx, 3var( ) ;′∩ = ∅C V 对每个子句 C∈Fy, 2var( ) ′∩ = ∅C V . 
从上述构造过程可知:对每个子句 C∈F′,总是存在 V′的一个划分子集 1 2 3[ , , ]iV V V V′ ′ ′ ′∈ ,使得 var( ) ,′∩ = ∅iC V 因 

此由定义 2,公式 F′是 3-正则可分离的. 
下面证明公式 F 和公式 F′在可满足意义上等价. 
事实上, 
• 若公式 F′是可满足的,即存在指派α′:V′→{0,1}|V′|,使得α′(F′)=1.取α=α′|V,显然α(F−F1)=1;而α′(Fx)=1, 

α′(Fy)=1 且α′(F′)=1 又保证了α(F1)=1,所以公式 F 可满足; 
• 反之,若公式 F 可满足,即存在指派α:V→{0,1}|V|,使得α(F)=1.取指派α′:V′→{0,1}|V′|,使得α′|V=α,α′|X= 

1 1
| , | |

x yV Y Vα α α′ = ,显然,α′是 F′的满足指派. 

上述转化过程中,花费的时间主要体现在新增变量 n/2个,新增子句 2×n/4+2×n/4=n个,全部时间是多项式时

间的.证毕. □ 
3-RSSAT 问题增加了对实例公式的 3-正则可分离性约束,但定理 1 表明,其复杂性并没有降低.引入该问题

可以起到过渡的作用:一方面,3-RSSAT 问题与原问题难度接近,是否有可以接受的时间复杂度进行二者之间的

转化;另一方面,3-RSSAT 问题便于布尔矩阵表示,可以应用矩阵乘积的很好结果,以期寻求 SAT 问题与子句长

度无关的算法. 

2   3-RSSAT 问题的布尔矩阵表示 

2.1   矩阵乘积 

对于正数 m,用粗体大写字母表示实数域 Rm×m 上的 m×m 矩阵,如 A,B,C.用相对应的带下标的小写字母表示

矩阵元素,如 A=(aij)m×m,其中,aij∈R(i,j=1,…,m)表示矩阵 A 中的第 i 行第 j 列元素.布尔矩阵(或称为逻辑矩阵)指
的是元素全为 0 或 1 的矩阵. 

两个 m×m 实数矩阵 A,B 的乘积定义为 

 
1 , 1,...,

m

ij jk
j i k m

a b
= =

⎛ ⎞
× = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑A B  (1) 

布尔矩阵也是实数矩阵,两个 m×m 布尔矩阵 A,B 的乘积可以按实数矩阵计算,即: 

 
1 1, 1,..., , 1,...,

( ) 0
mm

ij jk ij jkj ji k m i k m

a b a b
= == =

⎛ ⎞⎛ ⎞× = ∨ ∧ = >⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑A B  (2) 

此外还定义两个 m×m 布尔矩阵 A,B 的与(∧)运算为 
 A∧B=(aij∧bij)i,j=1,…,m (3) 

对于两个 m×m 矩阵的乘法,传统算法需要花费时间 O(m3).直到 1969 年,Strassen[12]首先改变了这个现状,
用一种巧妙而简单的方法将时间复杂度降到 3 次以下达到了 O(m2.808).此后的研究就在 O(mω)上不断刷新 m 的

指数ω(ω∈[2,3]),使其更接近于 2.到 1989 年,已经由 Coppersmith 和 Winograd[13]改进到了ω<2.376.这一结果保
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持了 20 多年,后来并无大的改进.矩阵乘积算法已有了很多应用,如图顶点最短路径算法的改进[14]、Max-2-SAT
问题的求解[15]等. 

2.2   3-正则可分离公式的判定矩阵 

对于给定的 3-正则可分离 CNF 公式 F,其变量集 V=var(F)必存在一个平均 3-划分[V1,V2,V3],其中,|V1|=|V2|= 
|V3|=n/3,不妨假定 n=|V|是 3 的倍数,使得公式 F 可 3-正则分离,3 个分离子公式记为 
 F12={C∈F|var(C)⊆V1∪V2},F23={C∈F|var(C)⊆V2∪V3},F13={C∈F|var(C)⊆V1∪V3} (4) 

令 m=2n/3,设 V1,V2,V3 上的所有真值指派分别为 

 

/ 3 / 3
1 0 1 1

/ 3 / 3
2 0 1 1

/ 3 / 3
1 0 1 1

{0,1} :{ , ,..., } {0,1}
{0,1} :{ , ,..., } {0,1}
{0,1} :{ , ,..., } {0,1}

n n
m

n n
m

n n
m

V
V
V

α α α
β β β
γ γ γ

−

−

−

⎫→ =
⎪

→ = ⎬
⎪→ = ⎭

 (5) 

对任意的α∈{α0,α1,…,αm−1},β∈{β0,β1,…,βm−1},γ∈{γ0,γ1,…,γm−1},通过联合分别得到变量子集 V1∪V2,V2∪V3, 
V1∪V3 上的指派为αβ,βγ,αγ.变量集 V 上的指派为αβγ. 

定义 3. 令 m=2n/3,m×m 布尔矩阵 A=(aij)m×m,B=(bjk)m×m,C=(cik)m×m 称为 3-正则可分离公式 F 的分离子公式

(2-4)的布尔矩阵表示,其中, 
 aij=(αiβj)(F12),bjk=(βjγk)(F23),cik=(αiγk)(F13),i,j,k=0,1,…,m−1 (6) 

从定义 3 可以看出,子公式的可满足性完全蕴含在其对应的布尔矩阵表示中.例如,子公式 F12 的布尔矩阵

表示 A=(aij)m×m 中,若其中某个元素 aij=(αiβj)(F12)=1,则表明子公式 F12 在指派αiβj 下满足;反之亦然. 
定义 4. 设布尔矩阵 A,B,C 是 3-正则可分离公式 F 的分离子公式(4)的布尔矩阵表示 ,则布尔矩阵

P=(A×B)∧C 称为 3-正则可分离公式 F 的判定矩阵. 
布尔矩阵的乘积运算、与运算参见公式(2)和公式(3).为了进一步分析判定矩阵,先给出如下引理. 
引理 1. 3-正则可分离公式 F,对应变量集 V 的 3-正则分离划分是[V1,V2,V3],ρ是 V 上的真值指派,取其部分 

指派
1 2 3

| , | , |V V Vα ρ β ρ γ ρ= = = ,则ρ(F)=(αβ)(F12)∧(βγ)(F23)∧(αγ)(F13). 

证明:显然ρ=αβγ.假设ρ(F)=1,若(αβ)(F12)∧(βγ)(F23)∧(αγ)(F13)=0,不妨设(αβ)(F12)=0,则必有子句 C∈F12,使
得(αβ)(C)=0,根据公式(4)知 C 与指派γ无关,所以ρ(C)=(αβγ)(C)==(αβ)(C)=0,与假设矛盾. 

假设ρ(F)=0,则必有一个子句 C∈F,使得ρ(C)=0.由公式(4),不妨设 C∈F12,所以(αβ)(C)=0,即(αβ)(F12)=0,因此

(αβ)(F12)∧(βγ)(F23)∧(αγ)(F13)=0. □ 
下面的定理说明了判定矩阵这个名称的含义,也是我们求解 3-RSSAT 问题的重要工具: 
定理 2. 3-正则可分离公式 F 是可满足的,当且仅当它的判定矩阵 P 有非零元素. 
证明:设 3-正则可分离公式 F 的判定矩阵 P=(pik)(m+1)×(m+1),这里 m=2n/3,根据定义 4,由公式(2)、公式(3)可得: 

0 0
( ) ( ), , 0,1,..., 1

m m

ik ij jk ik ij jk ikj j
p a b c a b c i k m

= =

⎛ ⎞= ∨ ∧ ∧ = ∨ ∧ ∧ = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

由公式(6)及引理 1 得: 

12 23 130 0 0
( ) (( )( ) ( )( ) ( )( )) (( )( )),

m m m

ik ij jk ik i j j k i k i j kj j j
p a b c F F F Fα β β γ α γ α β γ

= = =
= ∨ ∧ ∧ = ∨ ∧ ∧ = ∨  

其中,i,k=0,1,…,m−1. 
下面从两个方向证明定理. 
(1) 若 3-正则可分离公式 F 是可满足的,即存在指派ρ:V→{0,1}n 使得ρ(F)=1,则存在 i,j,k∈{0,1,…,m−1}, 

使得
1 2 3

| , | , |i V j V k Vα ρ β ρ γ ρ= = = .则有
0
(( )( )) 1

m

ik i j kj
p Fα β γ

=
= ∨ = ,即 F 的判定矩阵 P 中必有非零元素; 

(2) 若 3-正则可分离公式 F 的判定矩阵 P 有非零元素,不妨设 pik=1,i,k=0,1,…,m−1,则必存在 j∈{0,1,…, 
m−1},使得(αiβjγk)(F)=1.即有变量集 V 上的指派ρ=αiβjγk,使得ρ(F)=1,即 F 满足. 

证毕. □ 
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定理 2 表明:如果求出了 3-正则可分离 CNF 公式的判定矩阵,实际上就可以判定 3-RSSAT 问题.如果判定

矩阵 P 有非零元素则满足,否则不可满足. 

3   CNF 公式的正则可分离性判定 

从上节讨论可知,定理 2 的前提条件是 3-正则可分离 CNF 公式,所以对于任意给定的 CNF 公式,我们首先

必须判定它是否是 3-正则可分离的.对于 3-正则可分离 CNF公式,为了能够得出其布尔矩阵表示及其判定矩阵,
我们还必须求出其变量集的 3-正则分离划分.本节给出 3-正则可分离性的判定,并给出 3-正则可分离 CNF 公式

的正则分离划分. 

3.1   2-正则可分离性判定 

首先讨论 2-正则可分离性问题.即:对于 CNF 公式 F,是否能给出变量集 V=var(F)的平均 2-划分[V1,V2],使得

每个子句 C∈F,var(C)⊆V1 或 var(C)⊆V2. 
注意到变量集的平均 2-划分与分离公式 F 与变量的不同文字表示无关,所以把每个子句当成是变量集 V

的子集,即得子集簇: 
 F′={C′=var(C)|C∈F}⊆2V (7) 

要分离公式 F 就转化为分离子集簇 F′.考虑到如果两个子集 1 2,C C F′ ′ ′∈ 包含有相同变量,那么这两个子集必 

在 V 的同一个划分子集中,合并这样的子集,直到任意两个子集都不相交.从公式(7)最后得到的子集簇记为 
 1 2{ , ,..., }pF C C C′ ′ ′ ′=  (8) 

其中,1<p=|F′|≤n≤|F|,不妨假定 n=|V|是偶数. 
为了得到变量集的平均划分,只需考虑每个子集的大小,于是得到一个多重集: 

 S={s1,s2,…,sp} (9) 
其中, | |i is C′= 是正整数,且 1≤si≤n,i=1,…,p.显然,s1+s2+…+sm=n.这里的多重集是指集合中包含有值相同的元 

素,如 S={1,1,2,3,2}. 
这说明 2-正则可分离性判定问题实质上是子集和问题.一般的子集和问题是 NP 完全问题[16],文献[17]采用

动态规划给出了子集和问题的一个伪多项式算法,其时间复杂度为 O(rN),其中,r是集合中元素个数,N是集合中

所有元素的和.于是我们有如下引理: 
引理 2[17]. 对于公式(9)定义的多重集合 S,给定正整数 t,存在算法在 O(n2)时间内判定 S 是否有多重子集和

等于 t. 
其中的算法在判定的同时也能给出这个子集划分,即子集簇公式(8)的划分.这其实已经解决了 2-正则可分

离性判定以及正则划分问题,即有下面的引理: 
引理 3. 给定一个 CNF 公式 F,存在一种算法能够在多项式时间内判定 F 的 2-正则可分离性.如果 F 是 2-

正则可分离的,则同时给出其变量集 V=var(F)的正则 2-划分[V1,V2]. 

3.2   3-正则可分离性的判定 

给定 CNF 公式 F,V=var(F),不妨设 n=|V|是 3 的倍数.如果公式 F 是 3-正则可分离的,则根据定义 2 一定存 

在变量集 V 的平均 3-划分,记为 1 2 3[ , , ]V V V� � � ,且 1 2 3| | | | | | / 3V V V n= = =� � � ,使得每个 C∈F,至少有一个划分子集不含有子

句 C 的变量,即 1 2 3var( ) var( ) var( ) .∩ =∅ ∩ =∅ ∩ =∅� � �C V C V C V或 或  

如果能找到这样的平均 3-划分,则说明 F 是 3-正则可分离的,否则不是.遗憾的是,目前还没有有效的办法获

得这样的平均 3-划分.简单直观的方法就是蛮力搜索,穷尽所有的平均 3-划分方案,对每种方案验证 F 的所有子

句.显然,枚举算法的时间复杂度是 O(3n).本文给出的解决方案是采用部分枚举,使得时间复杂度大为降低.算法

的基本思路是:首先枚举所有的 n/3 个变量的组合形成划分子集 V1,然后对剩下的 2n/3 个变量应用第 3.1 节中的

2-正则分离算法得到平均 2-划分[V2,V3].算法过程描述见算法 1. 
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算法 1. 3-正则划分算法. 
[V1,V2,V3]=3-regularPartition(F,V,n) 
输入:CNF 公式 F,V=var(F),n=|V|是 3 的倍数; 
输出:若公式 F 是 3-正则可分离的,则返回正则分离划分[V1,V2,V3];否则返回 0. 
1. V1←枚举变量集 V 中 n/3 个变量的所有组合; 
2. F′←{C′←var(C)∩(V−V1)|C∈F 且 var(C)∩V1≠∅且 var(C)∩(V−V1)≠∅}; 
         //只考虑没有被 V1 和 V−V1 分离的子公式,且只关心变量而忽略文字形式. 
3. [V1,V2]←2-regularPartition(F′,V−V1,2n/3); 
         //调用 2-正则分离算法返回子公式 F′的变量集 2-正则划分;如果不存在,返回 0. 
4. 如果成功,则返回划分[V1,V2,V3]; 
5. 否则,如果变量集 V 中还有 n/3 个变量的不同组合,则转步骤 1; 
6. 否则,返回 0. 
引理 4. 对于任意的 CNF 公式 F,算法 1 能在 O(1.890n)时间内判定 F 的 3-正则可分离性,且当 F 是 3-正则

可分离时,返回正确的正则分离划分. 
证明:CNF 公式 F 的变量集 V=var(F),不妨设 n=|V|是 3 的倍数.算法 1 首先在步骤 1 划分出 V1 且保证了

|V1|=n/3,且|V−V1|=2n/3 是偶数.这时,未被 2-划分[V1,V−V1]分离的子句集为: 
F′={C′←var(C)∩(V−V1)|C∈F 且 var(C)∩V1≠∅且 var(C)∩(V−V1)≠∅}. 

实际上,F′是与子句集对应的变量子集簇,且 var(F′)⊆V−V1.若有变量 v∈V−V1 但 v∉var(F′),则令 F′=F′∪ 
{{v}},使得 var(F′)⊆V−V1. 

(1) 若公式 F 是 3-正则可分离的,则必存在正则分离划分 1 2 3[ , , ]V V V� � � .如果算法 1 在步骤 1 划分出 V1 后得到 

的公式 F′不是 2-正则可分离的,则根据引理 3,子算法 2-regularPartition(F′,V−V1,2n/3)返回 0,由步骤 5
返回步骤 1 重新选择下一个组合划分出新的 V1,直至遍历完所有可能的组合.其中,必定有一次取到 

1 1V V= � ,这时得到的公式 F′一定能被 2-划分 2 3[ , ]V V� � 正则分离,即公式 F′是 2-正则可分离的.由引理 3 可 

知,子算法 2-regularPartition(F′,V−V1,2n/3)返回公式 F′的正则分离划分[V2,V3].从而算法 1 步骤 4 返回

公式 F 的正则分离划分[V1,V2,V3],算法终止; 
(2) 若公式 F 不是 3-正则可分离的,则算法 1 在步骤 1 不论哪一次划分出的 V1,所得到的公式 F′都不会是

2-正则可分离的.根据引理 3,子算法 2-regularPartition(F′,V−V1,2n/3)总是返回 0.当 V1穷尽所有可能的

组合后,算法 1 执行到步骤 6,返回 0 并终止. 
根据算法 1,除了步骤 1 以外,其他步骤都是多项式时间.而步骤 1 的时间复杂度是从 n 个变量中取出 n/3 个

的组合数,由 Stirling 估算公式得: 

2 / 3/ 3 2 / 3

! 2 ( / ) 3 3 ( ( ) 1.890 )
/3 ( /3)!(2 /3)! 22 / 3( /3 ) 4 / 3(2 / 3 ) 2

⎛ ⎞ π ⎛ ⎞= ∼ = ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟π π π ⎝ ⎠⎝ ⎠

nn
n

n n

n n n n e O poly n
n n n n n e n n e n

≤ . 

引理得证. □ 

4   3-RSSAT 问题的求解 

对于 3-RSSAT 问题,它的每个实例都是 3-正则可分离 CNF 公式,求解算法的基本思路是:首先求出 3-正则

划分,然后求得布尔矩阵表示及其判定矩阵,再应用矩阵乘积的优化算法计算出判定矩阵.下面描述主算法. 
算法 2. 3- RSSAT 问题求解主算法. 
Solving-3-RSSAT(F,V,n) 
输入:3-正则可分离 CNF 公式 F,V=var(F),n=|V|是 3 的倍数; 
输出:若公式 F 可满足则返回 1,否则返回 0. 
1. [V1,V2,V3]=3-regularPartition(F,V,n); 
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2. 根据定义 3 构建布尔矩阵 A,B,C; 
3. Q←Πω(A,B);  //应用矩阵相乘算法Πω计算矩阵 A,B 的普通乘积 A×B,得到布尔矩阵 Q. 
4. P←Q∧C;   //计算布尔矩阵 Q,C 的与运算(见公式(3))得到判定矩阵 P. 
5. 若矩阵 P 有非零元素则返回 1,否则返回 0.结束. 
算法 2 中,Πω表示时间复杂度不超过 O(mω)的矩阵乘积算法,m×m 是矩阵的规模.布尔矩阵的普通乘积转化

为实数矩阵计算(见公式(2)),然后将乘积矩阵转换为布尔矩阵 Q. 
定理 3. 存在算法能够在 O(poly(n)⋅1.890n)时间内判定 3-RSSAT 问题. 
证明:首先证明算法 2 能够判定 3-RSSAT 问题.设 F 是 3-RSSAT 问题的任意实例公式,则 F 是 3-正则可分

离 CNF 公式.由引理 4,算法 2 步骤 1 返回 F 的正则分离划分[V1,V2,V3].于是,根据定义 3 和定义 4 能够得到 F
的判定矩阵 P.由定理 2 知,算法 2 步骤 5 能够判定 F 的可满足性. 

其次,不难看出算法 2 所花费的时间:步骤 1 花费时间由引理 4 得出不超过 O(poly(n)⋅1.890n);步骤 2 花费花

费时间不超过 O(poly(n)⋅22n/3);步骤 3 花费时间由矩阵相乘算法得出为 O(poly(n)×2ωn/3),且ω<2.376;步骤 4 和步

骤 5 花费时间均不超过 O(poly(n)⋅22n/3).合计算法总时间不超过 
O(poly(n)⋅1.890n+poly(n)⋅22n/3+poly(n)⋅2ωn/3)=O(poly(n)⋅1.890n). 

证毕. □ 

5   结  语 

通过约束公式得到的一类特殊 SAT 问题——3-正则可分离 SAT 问题,它仍然是 NP 完全问题.这类问题的

优势在于 3-正则可分离CNF公式可以有很好的布尔矩阵表示,并且能得出判定矩阵.根据判定矩阵,利用矩阵乘

积算法得出 3-RSSAT 问题的常数基指数判定算法.为探索一般 SAT 问题的常数基指数上界算法迈开了一步.定
理 3 表明,算法时间主要花在正则分离划分上,所以还有改进空间.算法 2 仅限于 3-正则可分离的 CNF 公式,离
一般 SAT 问题差别很大.此外,CNF 公式的 3-正则可分离性判定问题的难度还是未知、判定算法优化等等这些

问题都有待于后续进一步的研究. 
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