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摘  要: 近年来,随着压缩感知技术在信号处理领域的巨大成功,由其衍生而来的矩阵补全技术也日益成为机器

学习领域的研究热点,诸多研究者针对矩阵补全问题展开了大量卓有成效的研究.为了更好地把握矩阵补全技术的

发展规律,促进矩阵补全理论与工程应用相结合,针对矩阵补全模型及其算法进行了综述.首先,对矩阵补全技术进

行溯源,介绍了从压缩感知到矩阵补全的自然演化历程,指出压缩感知理论的发展为矩阵补全理论的形成奠定了基

础;其次,从非凸非光滑秩函数松弛的角度将现有矩阵补全模型进行分类,旨在为面向具体应用的矩阵补全问题建模

提供思路;然后综述了适用于矩阵补全模型求解的代表性优化算法,其目的在于从本质上理解各种矩阵补全模型优

化技巧,从而有利于面向应用问题的矩阵补全新模型求解;最后分析了矩阵补全模型及其算法目前存在的问题,提出

了可能的解决思路,并对未来的研究方向进行了展望. 
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Abstract:  In recent years, with the great success of compressed sensing (CS) in the field of signal processing, matrix completion (MC), 
derived from CS, has increasingly become a hot research topic in the field of machine learning. Many researchers have done a lot of 
fruitful studies on matrix completion problem modeling and their optimization, and constructed relatively complete matrix completion 
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theory. In order to better grasp the development process of matrix completion, and facilitate the combination of matrix completion theory 
and engineering applications, this article reviews the existing matrix completion models and their algorithms. First, it introduces the 
natural evolution process from CS to MC, and illustrates that the development of CS theory has laid the foundation for the formation of 
MC theory. Second, the article summarizes the existing matrix completion models into the four classes from the perspective of the 
relaxation of non-convex and non-smooth rank function, aiming to provide reasonable solutions for specific matrix completion 
applications; Third, in order to understand the inherent optimization techniques and facilitate solving new problem-dependent matrix 
completion model, the article studies the representative optimization algorithms suitable for various matrix completion models. Finally, 
article analyzes the existing problems in current matrix completion technology, proposes possible solutions for these problems, and 
discusses the future work. 
Key words:  sparse learning; matrix completion; compressed sensing; matrix decomposition; stochastic optimization 

近年来,随着压缩感知[1,2]理论的流行,矩阵补全技术(matrix completion)[3]也越来越受到研究者的广泛关注.
众所周知,压缩感知研究的是如何根据低维的测量值向量恢复出高维稀疏的原始信号向量.而在很多实际问题

中,例如图像和视频处理、推荐系统、文本分析等等,待恢复的数据通常是用矩阵表示的,这使得对问题的理解、

建模、处理和分析更为方便.然而,这些数据经常面临缺失、损毁和噪声污染等问题,如何在这些情形下得到准

确的数据,就是研究者们所要解决的问题.因此,压缩感知理论便自然地从向量空间被拓展至矩阵空间,从而利

用矩阵的二阶稀疏性(即矩阵的低秩性),通过采样矩阵的部分元素来恢复目标矩阵.在机器学习领域,这类问题

通常被刻画为矩阵补全问题.迄今为止,矩阵补全理论已在图像修复[4]、多标记图像分类[5]、网络异常流量监 
测[6]、无线传感器网络数据收集[7]、核磁共振图像分割[8]、声源定位与阵列校准[9]、社交网络链接关系预测[10]、

运动侦测与估计[11]、半监督聚类[12]、推荐系统[13]、相位检索[14]、地震数据重构[15]、问答社区专家发现[16]、

无线传感器网络节点定位[17]、Web 服务 QoS 属性预测[18]以及 Web 服务标签修正[19]等领域得到了重要应用,
已逐渐成为机器学习、模式识别以及计算机视觉领域中的主要研究热点之一. 

就矩阵补全理论的学术影响而言,在著名的学术论文数字图书馆 ACM,IEEE,Elsevier,Springer 以及 Google 
Scholar 中用“Matrix Completion”作为关键字进行检索发现:与矩阵补全有关的学术论文发表数量,近年来一直

呈增长趋势.国内外众多研究机构如卡内基梅隆大学[20]、斯坦福大学[21]、加州理工学院[22]、明尼斯达大学[23]、

亚利桑那州立大学[24]、哥伦比亚大学[25]、莱斯大学[26]、华盛顿大学[27]、加州大学伯克利分校[28]、加州大学

洛杉矶分校[29]、IBM [30]、德克萨斯州大学奥斯汀分校[31]、新加坡国立大学[32]、密歇根州立大学[33]、鲁汶大

学[34]、伊朗沙力夫理工大学[35]、滑铁卢大学[36]、香港中文大学[37]、北京大学[38]、清华大学[39]、南京大学[40]、

上海交通大学[41]、西安电子科技大学[42]、浙江大学[43]、南京邮电大学[44]等研究机构都开展了矩阵补全研究

工作.他们的研究成果不仅推动了矩阵补全理论的发展,而且展现了矩阵补全理论诱人的应用前景. 
本文首先对标准的矩阵补全模型进行溯源,探讨压缩感知和矩阵补全的关系,指出压缩感知的相关理论和

技术可以自然地推广到矩阵补全;然后综述近年来涌现的各种矩阵补全模型,从非凸非光滑秩函数松弛的角度

将其分为基于核范数松弛的矩阵补全模型、基于矩阵分解的矩阵补全模型、基于非凸函数松弛的矩阵补全模

型和其他类型的矩阵补全模型;接着,从独立于问题模型的角度综述适用于矩阵补全模型求解的代表性优化方

法,其目的在于从本质上理解矩阵补全模型优化技巧,从而有利于问题依赖的新模型求解;最后,本文分析了现

有矩阵补全研究存在的问题,指出现有矩阵补全模型及其算法仍然存在噪声容错性差、归纳推广性不足和先验

信息融合性不强等问题,同时,所设计的算法大多受制于单机内存和计算效率的约束,难以适用于大规模问题求

解;针对这些问题,作者提出了可能的解决思路,并对未来研究方向进行了展望. 
本文第 1 节对矩阵补全技术进行溯源,指出压缩感知理论的发展为矩阵补全理论的形成奠定了基础.第 2

节综述现有矩阵补全模型.第 3 节综述适用于矩阵补全模型求解的代表性优化算法.第 4 节对矩阵补全模型及

其算法研究目前存在的问题进行分析,指出可能的解决方案,并对未来研究工作进行展望.最后是本文的总结. 

1   矩阵补全溯源 

由 Donoho[1]提出的压缩感知技术是信号处理领域的研究热点,其核心思想是:基于信号的可压缩性或稀疏
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性,通过低分辨率、欠 Nyquist 采样数据的非相关观测来实现高维信号的感知.压缩感知理论突破了香农定理对

信号采样频率的限制,能够以较少的采样资源、较高的采样速度和较低的软硬件复杂度获得原始型号的测量

值,已被广泛应用于数字相机、医学成像、遥感成像、地震勘探、多媒体混合编码、通讯等领域,在理论和应 
用方面均取得了极大成功[39].从数学上来看,压缩感知主要研究对于以向量 x∈\n 表示的稀疏信号,如何在 m<<n

的情形下仅通过测量较少的采样 y∈\m 并能从中恢复出原始信号 x.标准的压缩感知问题可建模为 
 0min || ||  s.t. 

nx
x Ax y

∈
=

\
 (1) 

其中,矩阵 A∈\m×n 称为测量矩阵.可以证明只要测量矩阵 A 中任意 2k 列向量都是线性无关的,那么至少存在一 

个 k-稀疏的解向量 x0 满足 y=Ax0.但不幸的是,求解该问题是 NP 难的.为此,Candes 和 Tao 等人[2]合作证明了在

约束等距性(restricted isometry property,简称 RIP)条件下,向量空间 L0 范数优化问题(1)与如下 L1 范数优化问题

等价: 
 1min || ||  s.t. 

nx
x Ax y

∈
=

\
 (2) 

由于 L1 范数优化问题(2)是凸优化问题,所以其具有唯一解,且该唯一解即为 L0 范数优化问题(1)的唯一解.
这是一种非常重要的松弛技巧,已经在机器学习领域得到了广泛引用. 

然而在实际应用中,由于硬件设备或者环境影响等原因,信号测量过程通常容易引入误差,当采样值存在误

差时,标准的压缩感知问题可修正为 
 0 2min || ||  s.t. || ||

nx
x Ax y ε

∈
− ≤

\
 (3) 

该问题既可以松弛为经典的规一化 LASSO(least absolute shrinkage and selection operator)形式[45]: 

 2
2 1min || ||  s.t. || ||

nx
Ax y x ε

∈
− ≤

\
 (4) 

也可以松弛为如下的拉格朗日乘子形式: 

 2
1 2min || || || ||

2nx
x Ax yλ

∈
+ −

\
 (5) 

压缩感知理论得以成功应用的一个重要前提是信号向量的稀疏性,但在很多实际问题中,我们面临的数据

并不是向量空间中的一维数据,而是矩阵空间中的二维数据,因此,如何选择矩阵稀疏性的度量准则就成为将压

缩感知理论由向量空间推广到矩阵空间的一个关键问题.如果将矩阵的低秩性视为矩阵稀疏性,那么向量空间

的压缩感知理论就自然拓展为矩阵空间的矩阵补全理论.矩阵补全理论主要研究如何在数据不完整的情况下

将矩阵空间的缺失数据进行填补,即:对于某个矩阵,假设只能采样到矩阵的一部分元素,其他一部分或者大部

分元素由于各种原因丢失了或无法得到,如何将这些缺失的元素合理准确地填补.标准矩阵补全问题可建模为

如下形式的秩最小化约束优化模型[3]: 
 

1 2
min ( ) s.t. ( ) ( ) Ω Ω×∈

=
n nX

rank X P M P X
\

 (6) 

其中,Ω⊆[n1]×[n2]([n1]={1,…,n1},n2={1,…,n2})为采样元素的索引集合;PΩ(⋅)为正交投影算子,表示当(i,j)∈Ω时, 
Mij 为采样元素,即: 

 
,  if ( , )

[ ( )]
0,     otherwise

ij
ij

M i j
P MΩ

Ω∈⎧
= ⎨
⎩

 (7) 

当采样数据存在误差时,上述模型可进一步修正为 
 

1 2
min ( ) s.t. || ( ) ||

n n F
X

rank X P M XΩ δ
×∈

− ≤
\

 (8) 

理论上,Candes 和 Recht[3]证明了在不相关假设条件下(即,目标矩阵的 k 个左奇异向量和 k 个右奇异向量都 
均匀分布在所有由 k 个正交归一化向量组成的集合中),从某个秩为 r 的矩阵 M∈\n×n 中均匀采样 m 个元素,且 

满足 m≥Cn5/4rlogn,则矩阵精确恢复的概率为 p≥1−cn−3.进一步,如果 r≤n1/5,则采样个数 m 满足条件 m≥

Cn6/5rlogn 时能够以 1−cn−3 的概率精确地恢复出原矩阵. 

实际上,如果我们将公式(6)中的正交投影算子理解为线性算子: [ ( )] ,T
ij i jP M e e MΩ = 〈 〉 ,其中,ei 和 ej 分别表示 
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欧氏空间中的标准正交基,〈⋅,⋅〉表示矩阵空间的标准内积运算.由此可以看出:矩阵补全问题中的元素采样是通 

过特殊矩阵 T
i je e 与目标矩阵的内积运算获取的,而压缩感知问题中的元素采样则是通过测量矩阵中的行向量

与原始信号向量的内积运算获取的.如果将特殊矩阵 T
i je e 组合成一个大矩阵集合,则该矩阵集合与压缩感知问 

题中的测量矩阵获得了形式上的统一.进一步地,我们不难发现:压缩感知和矩阵补全不仅在采样约束的形式上

是一致的,而且都是通过稀疏约束缩小问题求解的解空间,所不同的是压缩感知理论是基于原始信号的向量稀

疏性对数据进行重构,而矩阵补全理论则是基于目标矩阵的低秩性对缺失数据进行补全.更加值得注意的是:由
于矩阵的秩在数值上等于矩阵奇异值向量中非零元素的个数,目标矩阵的低秩性因此等同于其奇异值向量的

稀疏性,这又与压缩感知理论中原始信号的向量稀疏性是一致的.正是由于矩阵补全和压缩感知在采样约束和

稀疏先验上的一致性,才使得压缩感知领域的诸多理论和方法得以直接推广到矩阵补全领域,从而为矩阵补全

理论的形成奠定了良好的基础. 

2   矩阵补全模型 

由于秩函数 rank(⋅)的非凸性和非光滑性,标准矩阵补全问题求解成为了一个NP难问题,在所有已知的求解

算法中,其求解复杂度均随着矩阵维数的增加呈平方倍指数增长.为此,众多研究者对此展开了广泛研究,取得

了大量成果[20−56].从秩函数松弛的角度分析,这些研究成果大致可分为以下 4类,即:基于核范数松弛的矩阵补全

模型、基于矩阵分解的矩阵补全模型、基于非凸函数松弛的矩阵补全模型及其他类型的矩阵补全模型. 

2.1   基于核范数松弛的矩阵补全模型 

Fazel 在文献[46]中证明了矩阵核范数是秩函数在矩阵谱范数意义下单位球上的最佳凸逼近.因此,类似于

压缩感知理论中常用的将向量 L0 范数松弛为向量 L1 范数的技巧,为了使标准矩阵补全问题易于求解,一个自然

想法就是利用凸核范数代替非凸秩函数,将标准的矩阵补全问题松弛为如下形式的凸约束优化模型: 
 

1 2
*min || ||  s.t. ( ) ( )

n nX
X P M P XΩ Ω×∈

=
\

 (9) 

随后,一系列基于核范数松弛的矩阵补全模型被陆续提出.例如,Ma[25]和 Toh[47]等人同时将标准矩阵补全

问题松弛为如下形式的矩阵 LASSO 模型: 

 
1 2

21min || || || ( ) ( ) ||
2n n F

X
X P M P XΩ Ωλ

× ∗
∈

+ −
\

 (10) 

并且分别采用近邻梯度算法和加速近邻梯度算法求解.然而,矩阵 LASSO 模型对于相关性非常强的数据通

常会出现解不稳定的情况.Cai等人[48]则引入弹性网(elastic-net)正则化项来增加矩阵补全问题求解的稳定性,将
标准矩阵补全问题建模为如下形式: 

 
1 2

2
*

1min || || || ||  s.t. ( ) ( )
2n n F

X
X X P M P XΩ Ωλ

×∈
+ =

\
 (11) 

该模型采用线性 Bregman 迭代算法求解,然而由于模型构建时没有显式考虑噪声信息,因此该模型对采样

矩阵的容错性不是很好.林宙辰等人[49]则将矩阵补全问题视为 Robust PCA问题的特例,将矩阵补全问题建模为

如下形式: 
 

1 2
min || ||  s.t. , ( ) 0

n nX
X X E M P EΩ× ∗

∈
+ = =

\
 (12) 

该模型采用了和交替方向乘子法等价的非精确增广拉格朗日乘子法求解.同样是采用核范数逼近矩阵秩

函数,但 Hu 等人[43]认为,这些核范数最小化方法有一个共同的缺陷在于,它们都是通过同时最小化所有奇异值

之和而获得结果矩阵的低秩性,这将导致所求解的结果矩阵虽然低秩但却不能很好地逼近真实解.因此,他们将

最小的那些奇异值之和定义为截断核范数 ||X||r,并采用截断核范数来代替标准核范数 ||X||*,从而将矩阵补全问

题建模为如下形式: 
 

1 2
min || ||  s.t. ( ) ( )

n n r
X

X P M P XΩ Ω×∈
=

\
 (13) 

该模型分别采用了交替方向乘子法和加速近邻梯度算法求解,文献[43]的实验结果表明,该模型较好地解
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决了所求解的结果矩阵不能精确地逼近目标矩阵真实解的问题,矩阵补全精度得到了很大程度的提高.但该模

型的不足之处在于,问题求解过程中要预先估计矩阵的秩信息. 

2.2   基于矩阵分解的矩阵补全模型 

基于核范数松弛的建模方法由于涉及复杂的矩阵奇异值分解 ,从而导致模型的求解效率和可扩放性

(scalability,也称为可扩展性)受限.基于矩阵分解的建模方法是一类可替代的矩阵补全模型构建方法,其基本思

路是:将目标矩阵分解为两个低秩矩阵的乘积,从而避免了复杂的矩阵奇异值分解,加速了算法的执行效率.例
如,Wen 等人[50]将矩阵补全问题建模为如下形式: 

 
1 2 1 2

2

, ,
min || ||  s.t. ( ) ( )Ω Ω× × ×∈ ∈ ∈

− =
n k k n n n F

U V Z
UV Z P Z P M

\ \ \
 (14) 

其中,k 是预测的矩阵秩界.该模型采用分块坐标下降算法(俗称交替最小化算法)求解,如果能够预先获取合适

的 k 值,该模型可以在较小的时间复杂度内获得相当精度的解.焦李成教授等人[51]也基于矩阵分解的思想提出

了一种矩阵双分解模型: 

 
1 2

2

,

1min || || || ( ) || ,  s.t. 
2n k k n

T
F

L Q
Q P LQ W L L IΩλ

× × ∗
∈ ∈

⎧ ⎫+ − =⎨ ⎬
⎩ ⎭\ \

 (15) 

该模型采用交替方向乘子法求解,合成数据和真实数据集上的实验结果均表明,该模型无论是补全精度还

是收敛速度都明显优于已有的核范数松弛模型.此外,Srebro 等人在文献[52]中已经证明:对任意秩为 r 的矩阵 
1 2n nX ×∈\ ,若 k>r,有如下等式成立: 

 
1 2

2 2
*

,

1|| || min {|| || || ||  s.t. }
2n k n k

T
F F

L Q
X L Q X LQ

× ×∈ ∈
= + =

\ \
 (16) 

基于此,标准矩阵补全问题也可以直接建模为 

 
1 2

2 2 2

,

1min || ( ) || (|| || || || )
2 2n k k n F F F

L Q
P M LQ L QΩ

λ
× ×∈ ∈

− + +
\ \

 (17) 

从而,采用分块坐标下降算法即可容易求解.然而,由于问题(15)非凸,该问题可能存在非全局最优的驻点解.
幸运的是,Mardani 等人在文献[53]中已经证明,只要满足如下较为宽松的条件: 
 ||PΩ(M−LQ)||F≤λ (18) 

则问题(16)的解 X LQ=
�� �
即为全局最优解. 

2.3   基于非凸函数松弛的矩阵补全模型 

基于非凸函数松弛的建模方法是基于核范数松弛建模方法的另一种可替代方法.研究者认为:虽然核范数

是秩函数在单位球内的最佳凸逼近,但二者之间仍存在较大差异.因此,他们提出可以引入一些更加紧致的非凸

函数来松弛秩函数.例如,Nie 等人在文献[31]中将矩阵 Schatten p-范数引入模型中代替秩函数,将矩阵补全问题

建模为 

 
1 2

min || || || ( ) ||
pn n

P P
s P

X
X P M XΩλ

×∈
+ −

\
 (19) 

其中, 1 2 1 2min{ , }
1 1 1

|| || ( ),|| || | |
p

n n n np p p p
S i p iji i j

X X X Xσ
= = =

= =∑ ∑ ∑ ,0<p≤1,σi(X)表示矩阵 X 的第 i 个奇异值.该模型采用增 

广拉格朗日乘子法求解,数值实验结果表明,用 Schatten p-范数松弛秩函数比用核范数松弛秩函数能够得到更

加精确的补全性能.Ghasemi 等人在文献[35]中则用高斯函数: 

 2 2( ) exp( / 2 )i if s sδ δ= −  (20) 

替代秩函数,将标准矩阵补全问题建模为 

 1 2

1 2

min{ , }
1min ( ( )) s.t. ( ) ( )

n n

n n
iiX

f X P M P Xδ Ω Ωσ
× =∈

=∑
\

 (21) 

Ghasemi 等人充分利用高斯函数可微的性质,采用梯度投影算法进行求解.受 Ghasemi 等人的启发,Geng 等

人[54]提出采用光滑双曲正切函数: 
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2 2 2 2

2 2 2 2
exp( / 2 ) exp( / 2 )( )
exp( / 2 ) exp( / 2 )

i i
i

i i

s sf s
s sδ

δ δ
δ δ

− −
=

+ −
 (22) 

代替秩函数建立光滑非凸优化模型.同样采用梯度投影算法进行求解,对随机生成的低秩矩阵补全问题和图像

恢复问题的测试结果表明,其所提出的算法能够得到更好的补全精度.此外,Kang等人在文献[55]中还提出,可以

采用非凸光滑的 logdet(I+XTX)函数作为秩函数 rank(X)的包络来对矩阵补全问题建模,该模型求解可以采用交

替方向乘子法. 

2.4   其他类型的矩阵补全模型 

基于核范数松弛的矩阵补全模型涉及复杂的矩阵奇异值分解,尽管算法实现时可以调用PROPACK软件包

(http://sun.stanford.edu/~rmunk/PROPACK/)进行部分奇异值分解,从而有效降低奇异值分解的时间复杂度,一定

程度上加速算法收敛速度,但仍然无法适用于大规模矩阵补全问题.Wang 等人[24]提出将向量空间的正交匹配

追踪技术拓展到矩阵空间,构建了一种有效且可扩放的基于 R1MP(rank-one matrix pursuit)的矩阵补全模型,该
模型的主要技巧是,将待补全的目标矩阵看作是若干基矩阵的线性组合,即: 
 ( ) i iX R Rθ θ= = ∑  (23) 

其中,Ri 为秩为 1 且具有单位 Frobenius 范数的基矩阵.在这个意义上,标准矩阵补全问题可建模为 
 0,

min || ||  s.t. ( ) ( ( ))
R

P M P RΩ Ωθ
θ θ=  (24) 

Wang 等人很自然地将该问题进一步转换为噪声模型: 

 2
0,

min || ( ( )) ( ) ||  s.t. || ||FR
P R P M rΩ Ωθ

θ θ− ≤  (25) 

该模型采用正交匹配追踪算法求解,实验结果表明:即使对于高达 69878×10677 阶的 Movielens 10M 数据

集,其运算时间也仅达 13.79s,比采用奇异值分解的矩阵补全算法运算时间提高了 10 倍~100 倍. 

2.5   各类矩阵补全模型优缺点分析 

上述 4 类矩阵补全模型关注的都是如何基于目标矩阵的先验低秩性从少量采样观察中补全缺失元素,主
要区别在于秩函数的松弛方式不同,从而导致模型的凸性各异,模型求解效率和可扩放性也因此不同.表 1 分析

比较了这 4 类矩阵补全模型的适应场景及各自的优缺点. 

Table 1  Application scenerios, advantages and disadvantages analysis of four kinds of matrix completion models 
表 1  4 类矩阵补全模型适用场景及优缺点分析 

矩阵补全模型 优点 缺点 适用场景 

基于核范数松弛的 
矩阵补全模型 

(1) 凸优化模型,存在全局最优解; 
(2) 核范数近邻算子存在闭式解 

(1) 模型求解涉及复杂的奇异值分解, 
求解效率和可扩放性受限; 

(2) 核范数不能紧致地逼近目标矩阵的真实秩 

小规模 
问题 

基于矩阵分解的 
矩阵补全模型 

(1) 避免了复杂的矩阵奇异值分解;
(2) 能够分布式并行实现 

(1) 非凸优化模型,可能存在非全局最优的驻点解; 
(2) 需要预先估计目标矩阵的秩信息 

大规模 
问题 

基于非凸函数松弛的 
矩阵补全模型 

非凸函数逼近秩函数的紧致性增强,
补全性能好 

(1) 非凸优化模型,可能存在非全局最优的驻点解; 
(2) 模型求解效率和可扩放性受限 

小规模 
问题 

其他类型的 
矩阵补全模型 模型求解效率和可扩放性好 (1) 非凸优化模型,可能存在非全局最优的驻点解; 

(2) 需要预先估计目标矩阵的秩信息 
大规模 
问题 

 

2.6   正则化技术在矩阵补全模型中的应用 

正则化技术诞生于 20 世纪 60 年代,最初在数学领域提出,用于解决不适定的反问题,基本思想是,通过引入

含有解的先验知识的非负辅助泛函正则化项来增加解的稳定性[56].随着 20 世纪 80 年代机器学习的兴起,正则

化技术被广泛应用于分类器设计领域,并衍生出许多著名的算法[57].这些算法大部分都能归纳为经验风险最小

化正则化算法的框架,不同之处在于所用的正则化项,不同的正则化项能产生不同性质的解,而如何选取正则化

项 ,通常由问题的具体要求决定 .例如 ,为了增加矩阵补全模型解的稳定性 ,通常将 Tikhonov 正则化技术

(Frobenius 范数正则化)引入目标函数[48],其作用一是能将目标函数由凸变为强凸,从而使得目标问题最优解唯
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一;二是能够组合目标矩阵中的高度相关变量,有利于克服数据强相关所导致的解不稳定性;三是由于目标矩阵

的 Frobenius范数等同于其奇异值向量的 L2范数,因此有利于目标矩阵奇异值收缩,从而更好地逼近原始矩阵的

真实秩.正则化技术在矩阵补全模型中的另一个典型应用是各类噪声的拟合,例如,研究者们通常将实际应用中

遇到的高斯噪声类型拟合为高斯分布模型(Frobenius 范数),将野值噪声类型拟合为拉普拉斯分布模型(矩阵 L1

范数),将结构化带状噪声类型拟合为矩阵 L2,1 范数模型.关于噪声拟合的详细阐述参见本文第 4.1 节.虽然正则

化技术在矩阵补全模型稳定性和噪声解析方面应用较为广泛,但是正则项权重参数的设定仍然是一个开放性

问题,目前广泛采用的策略依然是传统的网格搜索和交叉验证方法. 

3   矩阵补全模型优化算法 

本节将综述适用于求解矩阵补全模型的优化算法.为便于描述,我们首先将约束优化类矩阵补全模型统一

为如下形式的约束优化一般框架(F1): 
 (F1):

1 21
1 1

,...,
min ( ,..., ) s.t. ( ,..., ) 0

n n
m

m m
X X

J X X C X X
×∈

=
\

 (26) 

将无约束优化类矩阵补全模型统一为如下形式的无约束优化一般框架(F2): 
 (F2):

1 21
1 1 1

,...,
min ( ,..., ) ( ,..., ) ( ,..., )

n n
m

m m m
X X

F X X J X X H X X
×∈

= +
\

 (27) 

事实上,如果令 2( ) || ( ) ||FH X C Xμ= ,则上述无约束优化一般框架(F2)可视为约束优化一般框架(F1)的噪声 

版本,更具一般性.进一步,如果令 X=(X1,…,Xm),则无约束优化一般框架(F2)可简化为 
 (F3):

1( ,..., )
min ( ) ( ) ( )

m n
mX X X

F X J X H X
×= ∈

= +
\

 (28) 

结合这两类矩阵补全模型一般框架的特点,综合分析现有矩阵补全模型所采用的优化求解算法不难发现,
适用于矩阵补全问题模型求解的代表性算法包括近邻梯度下降算法(proximal gradient descend,简称 PGD)、分

块坐标下降算法(block coordinate descent,简称 BCD)、Bregman 迭代算法(bregman iterative,简称 BI)、交替方向

乘子法(alternating direction method of multipliers,简称 ADMM)、随机优化算法(stochastic optimization,简称 SO). 

3.1   近邻梯度下降算法 

近邻梯度下降算法 [58](也称近邻前向后向分裂算法(proximal forward backward splitting algorithm,简称

PFBS)适用于求解无约束优化一般框架(F3): 
 min ( ) ( )

m nX
J X H X

×∈
+

\
 (29) 

假定 J(X)是\m×n 上具有下半连续性质的凸函数,H(X)是\m×n 上凸光滑下半连续函数且具有 LJ-Lipschitz 连 

续导数,即: 
 ||∇J(X)−∇J(Y)||F≤LJ||X−Y||F,∀X,Y∈\m×n (30) 

则对任意的初始值 X0 及 0<δ<1/LJ,用如下方法生成的迭代序列 Xk+1 收敛到无约束优化一般框架(F3)的唯一解: 

 
1 2

1 21( ( )) arg min ( ) || ( ( )) ||
2n n

k k k k k
J F

X
X prox X H X J X X X H Xδ δ δ δ

×

+

∈
= − ∇ = + − − ∇

\
 (31) 

算法 1 描述了近邻梯度下降算法的详细步骤. 
算法 1. 近邻梯度下降算法(proximal gradient descent,简称 PGD). 
Input: maximum iteration time N; 
Output: Xopt. 
Initialize X0=0; 

for k=0,…,N do 

1 21( ( )) arg min ( ) || ( ( )) ||
2m n

k k k k k
J F

X
X prox X g X J X X X H Xδ δ δ δ

×

+

∈

⎧ ⎫= − ∇ = + − − ∇⎨ ⎬
⎩ ⎭\

; 

if stopping criterion is satisfied then 
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return Xk+1 
end if 

end for 
虽然上述近邻梯度下降算法的收敛率可达到 O(N−1),然而 Nemirovski 等人[59]的研究结果早已表明,采用一

阶优化算法求解无约束凸优化问题的收敛率理论上可以达到 O(N−2).受此激励和启发,Beck 和 Teboulle[60]把加

速一阶凸光滑优化问题的 Nesterov 技巧[61]进行推广,提出了收敛率为 O(N−2)的加速近邻梯度算法如下. 
算法 2. 加速近邻梯度算法(accelerated proximal gradient,简称 APG). 
Input: maximum iteration time N; 
Output: Xopt. 
Initialize X0=Y0=0, t1=1; 
for k=0,…,N do 

1 2

2
1

1 1 1

1

1( ( )) arg min ( ) || ( ( )) || ;
2

(1 1 4 ) / 2;
1( );

m n

k k k k k
J F

X

k k

k k k kk

k

X prox Y g Y J X X Y H Y

t t
tY X X X
t

δ δ δ δ
×

+

∈

+

+ + +

+

⎧ ⎫= − ∇ = + − − ∇⎨ ⎬
⎩ ⎭

= + +

−
= + −

\

 

if stopping criterion is satisfied then 
return Xk+1 

end if 
end for 
需要指出的是:(i) 采用 Nesterov 技巧的加速近邻梯度算法并不是下降算法,其收敛过程类似涟漪(ripples)

的形状,并不呈单调下降;(ii) 近邻梯度下降算法及加速近邻梯度算法只有在近邻算子易于求解的情况下才有

效,所幸,在本文所述的矩阵补全问题中,条件(ii)通常可以满足,因为函数 J(X)一般取为矩阵范数,此时,该子问题

有闭式解;(iii) 对于矩阵补全问题中常见的线性约束优化模型: 
 min ( ) s.t. 

m nX
J X AX B

×∈
=

\
 (32) 

可以把约束项的平方以惩罚函数的方式转化为无约束优化问题: 

 2min ( ) || ||
2m n F

X
J X AX Bλ

×∈
+ −

\
 (33) 

再采用加速近邻梯度算法求得近似解.但是需要注意的是:如果一开始让惩罚参数λ很大,则收敛速度将会

极其地慢.所以一般采用 Continuation 技巧,即:一开始λ取较小的值,随着迭代进行再逐渐增大到一个较大的值,
这样简单处理后,会显著地加快收敛速度.另外,加速近邻梯度算法需要估计 Lipschitz 系数 LJ,如果估计值太大,
则会影响收敛速度,所以 Beck 和 Teboulle 还在文献[60]中进一步提出了使用动态估计的 LJ 以加速收敛. 

3.2   分块坐标下降算法 

在大规模数据处理方面,坐标下降[62]算法以简洁的操作流程和快速的实际收敛效果,成为处理大规模优化

问题的首选方法.标准的坐标下降算法是一种非梯度优化算法,在每次迭代中,在当前点处沿一个坐标方向进行

一维线搜索(line search),固定其他的坐标方向,以求得目标函数的一个局部极小值.在整个迭代过程中,循环使

用不同的坐标方向,一个周期的一维搜索迭代过程相当于一个梯度迭代.对于不可分的目标函数而言,算法可能

无法在较小的迭代步数中求得最优解. 
由于矩阵补全问题通常表示为形如无约束优化一般框架(F2)的多变量可分离函数优化模型,而标准的坐标

下降算法每次只针对一个挑选的坐标分量进行更新,因此该算法不能直接应用于矩阵补全问题模型求解.分块

坐标下降算法[63](俗称交替最小化(alternating minimization)算法)每次迭代时以分块的方式更新多个坐标分量.
算法 3 描述了分块坐标下降算法的详细步骤. 
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算法 3. 分块坐标下降算法(block coordinate descent,简称 BCD). 
Input: maximum iteration time N; 
Output: (X1,…,Xm)opt. 

Initialization: choose 0 0
1( ,..., )mX X ; 

for k=1,2,…,N do 
for i=1,2,…,m do 

1arg min ( , , )
i

k k k
i i i i

X
X F X X X −

< >= ; 

end for 
if stopping criterion is satisfied then 

return 1( ,..., )k k
mX X  

end if 
end for 
分块坐标下降算法具有以下 3 个特点:(i) 如果函数 F(X1,…,Xm)连续可微且每个子问题均可解,那么算法能

够保证收敛;(ii) 如果函数 F(X1,…,Xm)非光滑,那么算法不一定收敛;(iii) 如果非光滑部分是可分离的,那么算法

也能保证收敛. 

3.3   矩阵空间Bregman迭代算法 

Bregman迭代算法起源于凸分析中一种寻求等式约束下目标函数极值的优化方法[64],Osher等人[65]于 2005
年首先将该方法应用于全变分图像复原,随之被拓展应用到压缩感知[66]、图像去噪[67]等领域,已成为求解低秩

矩阵恢复问题的有效方法之一. 

对于任一凸函数 J(X)在点 X̂ 处的 Bregman 距离定义为 
 ˆ ˆ ˆ( , ) ( ) ( ) ,P

JD X X J X J X P X X= − − 〈 − 〉  (34) 

其中, ˆ( )P J X∈∂ 为 J 在点 X̂ 处的一个次梯度.假设 J(X)和 H(X)为\m×n 上两个凸函数,其中,函数 H(X)可微,J(X) 

不可微,考虑无约束优化一般框架: 
 min ( ) ( )

m nX
J X H X

×∈
+

\
 (35) 

可以对不可微函数 J(X)引入 Bregman 距离,转化为迭代求解下述子问题序列: 

 1 arg min ( , ) ( ) arg min ( ) , ( )
× ×

+

∈ ∈

= + = − 〈 〉 +
k

m n m n

k P k k
J

X X
X D X X H X J X P X H X

\ \
 (36) 

进一步地,由于 Xk+1 是上述子问题的最优解,因此,0 矩阵属于目标函数在 Xk+1 处的次微分,即: 
 0∈∂J(Xk+1)−Pk+∇H(Xk+1) (37) 

由于 Pk+1∈∂J(Xk+1),化简后可得: 
 Pk+1=Pk−∇H(Xk+1) (38) 

求解上述无约束优化问题(35)的 Bregman 迭代公式如下: 

 
1

1 1

arg min ( ) , ( )

( )
m n

k k

X
k k k

X J X P X H X

P P H X
×

+

∈
+ +

⎧ = − 〈 〉 +⎪
⎨
⎪ = −∇⎩

\  (39) 

算法 4 详细描述了求解无约束优化一般框架的矩阵空间 Bregman 迭代算法实现步骤. 
算法 4. 矩阵空间 Bregman 迭代算法. 
Input: maximum iteration time N; 
Output: Xopt. 
Initialization: choose X0=P0=0; 
for k=0,1,…,N do 
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1 2

1 arg min ( ) , ( )
n n

k k

X
X J X P X H X

×

+

∈

= − 〈 〉 +
\

 

Pk+1=Pk−∇H(Xk+1) 
if stopping criterion is satisfied then 

return Xk+1 
end if 

end for 

需要指出的是,矩阵空间 Bregman 迭代算法通常假定子问题
1 2

1 arg min ( ) , ( )
n n

k k

X
X J X P X H X

×

+

∈

= − 〈 〉 +
\

有解析解. 

当该子问题没有解析解的时候,可以采用第 3.1 节所述的近邻梯度下降算法或者加速近邻梯度算法迭代求解.
考虑到实际上不需要求出子问题的精确解就足以使算法最终收敛到原问题的最优解,因此只需更新 Xk+1 一次

得到子问题的一个近似解即可,据此可以得到一个更为简洁且实际收敛速度较快的矩阵空间线性 Bregman 迭

代算法.此外,与传统的求解约束优化问题的惩罚函数与连续策略相比,Bregman 迭代算法主要有两个优点: 
(i) Bregman 迭代收敛速度快,特别是当目标函数中包含 L1 范数正则化项时,只需少许几次迭代求解无约束问题

即可获得很好的结果;(ii) 连续策略需要在迭代过程中不断减小步长的取值,而步长的取值在 Bregman 迭代过

程中可保持不变,因此可以选择一个合适的步长值最小化子问题的条件数,同时可避免参数调整程中连续策略

的数值不稳定性. 

3.4   交替方向乘子法 

交替方向乘子法[68](alternating direction method of multipliers,简称 ADMM)是一种求解凸优化问题的算法

框架,通常也称为 Douglas-Rachford 分裂算法[69],适用于求解分布式凸优化问题.ADMM 算法最早由 Gabay 和

Mercier[70]于 1976 年提出,并被 Boyd 等人于 2011 年重新综述并证明其适用于大规模分布式优化问题.ADMM
算法融合了对偶分解和增广 Lagrangian 的优点,在解决大规模分布式计算系统和面向大规模问题的优化求解

中起着非常重要的作用,近年来受到了广泛关注,尤其在机器学习领域得到了很好的应用. 
标准ADMM算法旨在求解约束优化一般框架(F1)的特例,即,如下带线性约束的可分离目标函数优化问题: 

 1 2min ( ) ( ) s.t. 
m nX

F X F Z AX BZ C
×∈

+ + =
\

 (40) 

该算法先构造相应的增广拉格朗日函数: 

 ( ) 2
1 2( , , ) ( ) ( ) ( ( )) / 2 || ||T

FL X Z Y F X F Z trace Y AX BZ C AX BZ Cρ β= + + + − + + −  (41) 

然后,通过交替最小化增广拉格朗日函数来更新变量 X,Y,Z.算法 5 描述了标准 ADMM 算法的详细步骤. 
算法 5. 交替方向乘子法(alternating direction method of multipliers,简称 ADMM). 
Input: maximum iteration time N, parameter β; 
Output: Xopt, Zopt. 
Initialize Y0=Z0=0; 
for k=0,…,N do 

1

1 1

1 1 1

arg min ( , , )

arg min ( , , )

( )

k k k

x
k k k

z
k k k k

X L X Z Y

Z L X Z Y

Y Y AX BZ C

ρ

ρ

ρ

+

+ +

+ + +

=

=

= + + −

; 

if stopping criterion is satisfied then 
return Xk+1, Zk+1; 

end if 
end for 
为了更好地适应大规模问题求解 ,众多学者对标准 ADMM 算法进行了改进 ,分别提出了同步分布式
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ADMM[68]、异步分布式 ADMM[71]及快速随机 ADMM[72]等.特别地,对于只涉及两个变量的标准 ADMM 算法,
南京大学何炳生等人在文献[73]中已经证明,其收敛率为 O(N−1).然而,对于 3个或 3个以上变量的凸约束优化问

题,如果沿用上述标准的 ADMM 求解步骤,则其收敛性难以保证.为此,何炳生教授等人提出了一种有收敛性保

证的基于高斯回代方法的多变量 ADMM 算法[74],北京大学林宙辰教授等人则提出了一种更为简单的有收敛性

保证的基于自适应惩罚的并行分裂线性 ADMM 算法[75]. 

3.5   随机优化算法 

随着信息技术和计算技术的迅猛发展,行业应用和科学研究中的数据正以惊人的速度增长,产生了大规模

海量数据,机器学习也正面临着数据规模日益扩大的严峻挑战,传统的机器学习优化方法受制于单机计算效率

和内存空间的限制,每次迭代都要遍历所有样本,已经不能满足实际应用中大规模问题快速求解的需求.由于随

机优化算法通常假设样本是独立同分布的,从而随机抽取单个样本的梯度是目标函数梯度的无偏估计[76],进而

可以通过每次迭代时仅随机选用单个或部分样本的方法来代替批处理方法.因此,随机优化算法可视为求解大

规模机器学习问题的高效方法之一.常用的随机优化算法包括随机梯度下降算法[77]、随机坐标下降算法[78]、

随机交替方向乘子算法[79]和随机近邻梯度下降算法[80]等.鉴于随机梯度下降算法、随机坐标下降算法和随机

交替方向乘子算法分别是其各自确定性算法版本的自然推广,本节将主要介绍随机近邻梯度下降算法. 
如第 2.1 节所述,基于核范数松弛的矩阵补全模型在求解过程中均不可避免地需要求解如下子问题: 

 2
*

1min ( ) ( ) || || , , ( ) || ||
2m n F

X
F X J X X J X X Wλ

×∈
= + = −其中

\
 (42) 

该子问题固然可以采用奇异值阈值算子求得闭式解,但由于涉及到复杂的奇异值分解,其时间复杂度和空

间复杂度分别达到了O(mnmin(m,n))和O(mn),即使采用改进的部分奇异值分解[81]或者随机奇异值分解[81]算法,
依然无法适用于大规模问题.众所周知,随机梯度下降算法通过采用目标函数随机样本梯度的无偏估计代替目

标函数所有样本的实际梯度,从而使得每次迭代的计算量非常小,计算复杂度因而不会随着样本量的增加而急

剧增加.受此启发,南京大学张利军等人针对现有的近邻梯度下降算法,提出了求解上述子问题的随机近邻梯度 

下降算法[80],该算法通过计算函数 J(X)在 Xt 处的低秩随机无偏梯度 T
t t t tG G YY=

�
并引入增量奇异值分解[81],使得 

算法的时间和空间复杂度分别减少到 O((m+n)r2)和 O((m+n)r),其中,r 为目标矩阵的秩.算法 6 给出了随机近邻

梯度下降算法的详细步骤. 
算法 6. 随机近邻梯度下降算法(stochastic proximal gradient descent,简称 SPGD). 
Input: maximum iteration time N, the regularization parameter λ; 
Output: Xopt. 
Initialize X1=0; 
for t=1,2,…,N do 

/Y Z k= , where each columns of Z is drawn uniformly at random and independently of each other from 

1{ ,..., }nne ne ; 
T

t t t tG G YY=
�

, where Gt is a subgradient of J(⋅) at Xt; 

2
1 *

1arg min || ( ) || || ||
2m n

t t t t F t
X

X X X G Xη η λ
×

+
∈

= − − +
�

\
; 

if stopping criterion is satisfied then 
return Xt+1; 

end if 
end for 

3.6   各类优化算法优缺点分析 

上述 5 类优化算法是求解矩阵补全模型的代表性算法.表 2 分析了这些算法各自的收敛率及其求解优势、
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存在缺点,其中:随机优化算法涉及到多种具体算法,限于篇幅,表 2 仅给出了随机近邻梯度下降算法的收敛率;
其他随机优化算法的收敛率可查阅相应的参考文献. 

Table 2  Convergence rate, advantages and disadvantages analysis of 
different representative optimizing algorithms 

表 2  各类代表性优化算法收敛率及其优缺点分析 

优化算法 优点 缺点 收敛率 

近邻梯度 
下降算法 

面向小规模问题求解时 
补全性能好,收敛速度快 

求解矩阵补全模型时涉及到复杂的矩阵

奇异值分解,因此无法求解中大规模问题

近邻梯度下降算法的收敛率 
为 O(N−1);加速近邻梯度 

下降算法的收敛率为 O(N−2) 

分块坐标 
下降算法 

应用范围广,简单易实现,是矩阵 
补全模型求解的基本算法 当目标函数非光滑时算法无收敛性保证

目标函数凸光滑或者非光滑 
部分可分离时算法有收敛性 
保证,其收敛率为 O(N−1) 

矩阵空间 
Bregman 
迭代算法 

实际应用中无需求解子问题的 
精确解,算法实际收敛速度快 

不可分布式并行实现, 
无法求解大规模问题 O(N−1) 

交替方向 
乘子法 

融合了对偶分解和增广 
Lagrangian 方法的优点,可分布式

并行实现,适用于大规模问题求解

在高精度要求下算法收敛很慢;但在 
中等精度要求下,ADMM 的收敛速度 

可以接受(一般迭代数十次即可) 
O(N−1) 

随机优化 
算法 

可分布式并行实现, 
适用于大规模问题求解 

仅适用于样本独立同分布情形, 
实际应用中该假设并不总是成立 

随机近邻梯度下降算法的 
收敛率为 (log / )O N N  

4   存在的问题及未来研究方向 

4.1   存在的问题 

然而,尽管现有矩阵补全研究在模型及算法方面取得了众多进展,但仍然存在如下几点不足. 
(1) 噪声容错性差 
早期的矩阵补全模型大多只是简单地假设采样矩阵受到单一的高斯噪声污染,并不能解决实际问题中遇

到的野值(outlier)噪声和结构化噪声污染问题.为此,针对野值噪声情形下的矩阵补全问题,南京大学陶敏和何

炳生等人在文献[82]中采用 Laplacian 分布拟合野值噪声,提出了一种基于核范数松弛的 L1 范数正则化矩阵补

全模型,并设计了相应的交替分裂增广拉格朗日求解算法.Yan 等人则在文献[83]中提出一种基于矩阵分解的 L1

范数正则化矩阵补全模型,在求解该模型时,他们采用了自适应匹配追踪算法.更进一步,Chen 等人在文献[84]中
对何等人的核范数松弛模型进行了严格的理论分析,从理论上证实了基于核范数松弛的 L1 范数正则化矩阵补

全模型的有效性.另一方面,针对结构化噪声污染问题,Chen 等人在文献[85]中率先提出一种基于增广拉格朗日

乘子法的核范数松弛矩阵补全模型.类似地,我们也在文献[44]中提出了一类基于线性 Bregman 迭代算法的结

构化噪声矩阵补全模型.与已有矩阵补全模型相比,我们的模型不仅能够更好地恢复结构化噪声矩阵的缺失元

素,还能精确地辨识出采样矩阵中被污染元素所在行的位置信息.此外,我们也对复合噪声情形下的矩阵补全应

用展开了一些探索,在文献[17]中提出了一类适用于高斯、野值复合噪声情形的矩阵补全算法,并将其成功应用

于无线传感网节点定位.然而实际问题中,采样矩阵遇到的噪声类型常常是不可预知的,并且通常表现为多种噪

声类型的复合.因此在构建矩阵补全问题模型时,如何自适应地拟合不可预知的复杂噪声信息从而提高矩阵补

全模型的噪声容错性能,仍然有待进一步的深入研究. 
(2) 归纳推广性不足 
现有的矩阵补全模型仅能处理观测样本的数据补全问题,而对于未见样本则无法处理,在实际应用中表现

出了明显的归纳推广性缺陷.例如:Gogn 等人在文献[13]中将矩阵补全技术应用到推荐系统时,无法克服冷启动

问题;Yi 等人在文献[12]中将矩阵补全应用到半监督聚类时,所设计的成对相似性矩阵补全算法不能进行联机

半监督聚类,对新加入样本无法进行类别预测;南京大学 Xu 等人在文献[86]中提出了一种融合辅助信息的加速

矩阵补全算法应用于多标记学习,然而他们同样未能解决未见样本的分类问题. 
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(3) 先验信息融合性不强 
现有的矩阵补全理论往往忽略了数据固有的先验信息,这类先验信息通常包括目标矩阵的先验稀疏信息、

应用问题的先验特征信息和结构信息等.例如:Cabral 等人在文献[5]中利用矩阵补全的方法解决多标记图像分

类问题时,忽略了图像与图像、标记与标记之间的先验相似性关联信息;Mardani 等人在文献[6]利用矩阵补全方

法监测网络异常流量时,忽略了网络流量的先验特征和结构信息;Natarajan 等人在文献[87]中将矩阵补全算法

应用于基因-疾病预测时,忽略了基因-疾病关联矩阵的先验稀疏信息. 
(4) 算法扩放性及计算效率低下 
现有矩阵补全算法的可扩放性和计算效率也已成为其大规模应用的瓶颈.针对这个问题,研究者已经进行

过一些探索.针对核范数松弛类矩阵补全算法所涉及的奇异值分解问题,普遍采用的方法是调用 PROPACK 软

件包进行部分奇异值分解,从而有效降低奇异值分解的时间复杂度,一定程度上加速了算法收敛速度,但仍然无

法适用于大规模矩阵补全问题.为此,Teflioudi 等人在文献[88]中基于 MapReduce 并行编程模型设计了一类适

用于集群平台的并行交替最小均方算法,Recht 等人在文献[75]中基于随机投影增量梯度方法设计了一类矩阵

补全并行算法,Mosabbeb 等人在文献[89]中基于交替方向乘子法设计了一类分布式矩阵补全并行算法并实际

应用于大规模多标记分类,而 Makari 等人则在文献[30]中基于随机梯度下降方法设计了一类既能运行在共享

存储又能运行在分布式存储平台上的并行算法.然而,所有这些算法一方面局限于解决直传型矩阵补全问题,缺
乏归纳推广性能;另一方面,基本都是基于 MapReduce 并行编程模型设计,仅适合运行于 Hadoop 平台,而且由于

矩阵补全算法需要大量的迭代计算,使用 MapReduce 编程模型效率显得极为低下,仍然难以满足很多复杂的大

数据处理需求. 

4.2   未来研究方向 

矩阵补全技术研究方兴未艾,在模型、算法及其应用方面仍需要做很多工作.下面分别从这几个方面对其

未来研究方向进行探讨. 
(1) 模型方面 
现有的矩阵补全模型往往局限于数据表示信息的重建,重建的目的是获得最佳描述特征,未能有效利用数

据的判别信息.例如:在多标记学习任务中经常遇到基于不完全样本特征信息的多标记分类问题,对于此类问

题,我们实际上并不关心补全后的样本数据和真实的样本数据是否在数据表示上完全一致,我们真正关心的是

这些补全后的样本数据能否被正确分类,因此,如果在对这些样本特征信息进行预测和补全时能够融入监督或

半监督的类别信息,那么将有可能提高后续分类任务的分类性能.因此,研究如何在问题建模时融入问题的判别

信息将具有很好的理论与现实意义,极有可能成为矩阵补全技术研究的新热点.此外,矩阵补全是压缩感知从一

维向量空间向二维矩阵空间的拓展,而张量补全[93]则是矩阵补全从二维矩阵空间向多维张量空间的拓展.与压

缩感知和矩阵补全技术相比,张量补全技术研究起步较晚,张量补全模型多样性的缺乏阻碍了其在实际应用中

的推广,因此可以预见,张量补全技术的研究将是一个值得持续关注的热点. 
(2) 算法方面 
现有的矩阵补全算法大多属于集中式串行处理算法,受制于单机计算效率和内存空间限制,算法的扩放性

和计算效率低下,难以应用于大规模问题.对现有算法进行分布式并行扩展,应该是一种可行的解决思路.典型

的分布式并行编程模型诸如 MPI,Hadoop 和 Spark 各有其优缺点,其中,源于加州伯克利大学的 Spark 是近年来

大数据处理平台的新锐代表.Spark 已经在批处理、流计算、机器学习、图计算、SQL 查询等一系列领域得到

广泛应用,并随着愈发活跃的开发者社区以及 Twitter,Adobe,Intel,Amazon,Redhat 等公司的加入而渐成气候.相
比于 Hadoop,Spark 是内存计算框架,拥有 Hadoop MapReduce 所具有的优点;但不同于 Hadoop,Job 中间输出和

结果可以保存在内存中,从而不再需要读写 HDFS,因此尤其适用于需要多次迭代计算的矩阵补全模型求解.而
且从数值优化上看,Spark MLlib 已成功实现了梯度下降、牛顿法、ADMM 等经典优化算法.因此,Spark 有望成

为矩阵补全分布式并行扩展的首选编程模型. 
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(3) 应用方面 
现有的矩阵补全技术虽然在诸多领域得到了广泛应用,但是大多基于一些严格的假设,实际上这些假设并

不一定符合实际,因此,如何放宽矩阵补全应用中的理想假设使其更加契合问题的本源,将是值得关注的研究方

向.例如在多标记图像分类中,往往假设图像标记和图像特征之间满足线性映射关系,而实际情况是更可能满足

非线性映射关系.再如,在推荐系统的用户-评分预测中,通常假设用户偏好在某一个时间段内是一成不变的,只
在跨时间段间发生变化,这种假设显然也是过于严苛的.针对这两种理想假设的不足,最近已有学者分别提出了

非线性矩阵补全[91]和动态矩阵补全模型[92],模型性能有了显著提高.此外,矩阵补全模型的噪声容错性能也是

一个影响矩阵补全应用推广的普适性问题,现有的矩阵补全模型在噪声类型先验假设的前提下取得了较好的

研究成果,但是不可预知的复杂噪声背景下的矩阵补全技术研究才刚刚起步.其中,西安交通大学徐宗本院士和

孟德宇博士团队在低维子空间学习模型噪声容错性领域的研究成果为此提供了一个很好的思路,他们在 ICCV 
2015 会议上撰文指出[93]:如果采用混合指数幂分布(mixture of exponential power)函数来拟合不可预知的复合

噪声类型,将取得令人鼓舞的效果.其理论依据是,混合指数幂分布函数理论上能逼近任意分布.虽然该方法目

前尚存在算法扩放性和初值敏感性问题,但其无疑为机器学习领域众多学习模型的噪声容错性问题提供了一

种很好的解决思路. 

5   本文总结 

作为稀疏学习理论的重要组成部分,衍生于压缩感知的矩阵补全技术近年来在机器学习领域获得了广泛

关注,短短几年,从模型、算法到应用方面均得到了快速发展,取得了诸多研究成果.本文首先从秩函数松弛的角

度综述了 4 类不同的矩阵补全模型,旨在为相关应用领域的矩阵补全问题建模提供参考;然后从独立于问题模

型的角度综述了适用于矩阵补全模型统一框架的的常用优化算法,其目的在于从本质上加深对矩阵补全模型

优化技巧的理解,从而有利于面向应用问题的矩阵补全新模型的优化求解;最后指出了现有矩阵补全模型在噪

声容错性、归纳推广性和先验信息融合性方面存在的不足;同时,本文也关注到现有的矩阵补全算法大多受制

于单机计算效率和内存空间限制,导致算法扩放性和计算效率低下,难以应用于大规模问题求解的问题.可以想

见,如果上述这些问题能够得到较好的解决,矩阵补全技术必将迎来更加广阔的应用前景. 
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