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摘  要: 如何实现极小曲面的快速三维建模,是几何设计与计算领域中的难点和热点问题.给定一条封闭的边界

离散折线,研究如何构造以其为边界的四边网格离散极小曲面.首先从曲面的内蕴微分几何度量出发,给出了离散四

边网格极小曲面的数学定义;然后利用保长度边界投影、四边网格生成、径向基函数插值映射和非线性优化技术,
提出了由给定边界离散折线快速构造离散四边网格极小曲面的一般技术框架.最后通过若干建模实例验证了所提

方法的有效性.该方法可实现四边网格极小曲面的高质量建模,在建筑几何领域具有一定的应用价值. 
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Abstract:  Efficient modeling of minimal surfaces is a challenging problem and hot topic in the field of geometric design and 
computation. Taking boundary closed polylines, this paper proposes a general framework to construct discrete minimal surfaces with 
quadrilateral meshes. First, the mathematical definition of discrete minimal surface with quadrilateral mesh is given from the intrinsic 
differential-geometry metric of surfaces. Next, based on the length-preserving boundary projection method, quad-mesh generation 
approach and non-linear numerical optimization technique, a novel framework is presented to construct discrete minimal surfaces with 
quadrilateral meshes from a described boundary closed discrete polylines. Finally, the effectiveness of the proposed approach is illustrated 
by several modeling examples. The results show that the proposed method can achieve high-quality modeling of discrete minimal surfaces 
and provide potential usage in architecture geometry. 
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建筑几何是计算机辅助设计和图形学中一个新兴的研究领域,它基于传统的曲线曲面设计理论及新兴的

离散微分几何理论,利用计算机辅助几何设计技术和数字几何处理方法,进行建筑结构的建模与处理,并解决建

筑结构设计中的一系列技术难题. 
在经典的微分几何理论中,极小曲面是指插值给定边界曲线的面积最小的曲面,其平均曲率处处为 0[1,2].由

于其特有的内在几何性质,极小曲面在建筑几何设计、飞机外形设计、仿生学、纳米建模等领域具有重要的应

用价值[3].特别地,在建筑几何中,极小曲面是张拉膜等空间建筑结构的理想几何形状.因而,以几何设计与计算

的视角,研究极小曲面的快速几何建模问题,对建筑几何这一新兴研究领域的发展具有重要意义. 
与三角网格相比,按照四边网格(以四边形为主导的网格)所构建的空间结构具有重量较轻、成本较低、更

加符合人们对几何形状变化的自然感知等特点,因而在玻璃结构和钢结构中,四边网格表现出更好的优越性.由
于在实际应用中玻璃结构和钢结构等新兴建筑结构均以离散四边网格曲面为表现形式,因此,研究以四边网格

为表现形式的离散极小曲面的高效建模方法,便成为当务之急. 
基于以上应用背景,在本文中我们主要研究如下问题:即给定一条封闭的边界离散折线,如何构造以其为边

界的离散四边网格极小曲面.首先从曲面的内蕴微分几何度量出发,我们给出了离散四边网格极小曲面的数学

定义方法;然后基于保长度边界投影、四边网格生成、径向基函数插值映射和多层次非线性优化技术,提出了

由给定边界离散折线快速构造离散四边网格极小曲面的一般框架.最后通过若干建模实例,验证了本文方法的

有效性,并研究了其在玻璃结构及钢结构建模中的应用. 

1   相关工作 

极小曲面一直是经典微分几何领域的重要研究对象.自从 Jin 等人首次将极小曲面引入几何设计与计算领

域以来 [4],已有不少学者从 CAGD 的视角对参数形式的极小曲面造型问题进行了研究.具体可参考作者对

CAGD 中参数形式极小曲面造型的研究进展所做的综述[5].按照建模方式的不同,可将此领域的相关工作分为

两大类,即精确造型方法和逼近造型方法.目前,CAGD中极小曲面的精确造型方法主要有两大方面的内容:一是

某些特殊极小曲面的控制网格表示与构造[6−8],二是等温参数多项式极小曲面的挖掘与性质[9−11].逼近造型方面

的工作大体可以分为 3 类:基于线性偏微分方程的逼近方法[12,13];基于能量函数最优化的逼近方法[14−19];基于数

值计算的逼近方法[20−22]. 
Plateau 问题是极小曲面理论中的经典问题,即如何寻找以给定的空间可求长 Jordan 闭曲线为边界的极小

曲面.为了找到 Plateau 问题的 Bézier 近似解,Monterde 提出了 Plateau-Bézier 问题[14],即在所有的插值给定边界

曲线的 Bézier 曲面中找到最小面积的曲面,并利用 Dirichlet 能量函数极小化的方法近似求解.随后,Wu 等人将

Dirichlet 方法推广到 Plateau-B 样条问题[16]以及 Plateau-NURBS 问题[17];Xu 等人基于平均曲率提出了一种新的

能量函数,对 Dirichlet 方法进行了改进[18].Hao 等人研究了非多项式空间中 quasi-Bézier 极小曲面的求解问 
题[19].Pan 等人利用平均曲率流方法研究了细分极小曲面的约束建模方法[23];Li 等人则研究了基于测地线约束

的近似极小曲面的造型问题[24]. 
与参数形式极小曲面相比,离散极小曲面造型方面的相关工作比较少,而面向建筑几何的离散极小曲面的

研究工作更是凤毛麟角.Pinkall 和 Polthier 基于离散 Dirichlet 能量来近似求解共性映射和离散 Plateau 问题[25]. 
Dziuk 和 Hutchinson 运用有限元方法求解离散 Plateau 问题[26].Zhang 等人研究了加权极小曲面与加权离散极小

曲面的性质及其构造[27];Bobenko 等人研究了以圆为基本单元的离散极小曲面的构造方法[28].Wallner 等人研究

了以圆锥网格为表示形式的离散极小曲面的对偶构造方法[29].Pan 等人利用 CVT 技术研究了三角网格常平均

曲率曲面的优化问题 [30],在优化的同时可以有效地提高三角网格单元质量 .目前,针对四边网格曲面的离散

Plateau 问题还鲜有研究工作提及. 
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2   离散四边网格极小曲面及问题描述 

2.1   离散四边网格极小曲面的定义 

假设 ( , )u vr 为一张参数曲面,其第 1 基本形式的系数为 
, , , , , ,u u u v v vE F G= = =r r r r r r  

其中, ur , vr 是 ( , )u vr 中分别对 u 和 v 的一阶偏导数和定义向量的点积. 
( , )u vr 的第 2 基本形式的系数为 

, , , , , , , , ,u v uu u v uv u v vvL M N= = =r r r r r r r r r  

,uu uvr r 和 vvr 是 ( , )u vr 中分别对 u 和 v 的二阶偏导数和定义向量的混合乘积. 
曲面 ( , )u vr 的面积 A 可由下式计算: 

 2 d d
U

A EG F u v= −∫  (1) 

( , )u vr 的平均曲率 H 则可由下式计算而得: 

2
2 .

2( )
EN FM LGH

EG F
− +

=
−

 

若曲面 ( , )u vr 的平均曲率 H 处处为 0,则称 ( , )u vr 为极小曲

面,即是以给定曲线为边界的所有曲面中面积最小的曲面. 
对于离散四边网格曲面,如何定义其在顶点处的平均曲率,

是离散微分几何中的一个难点问题.本文采用文献[31]中的离散 
平均曲率定义方法.如图 1所示,假设 iP , 1, ,j j j+ ′P P P 这 4个顶点组

成了四边网格曲面 M 上的一个离散网格单元 jE ,则可在该单元 

上定义一个双线性 Bézier 曲面片 S(u,v),并可计算该曲面片对 u
和 v 的一阶偏导分别为 

1

1

(1 )( ) ( ),

(1 )( ) ( ).
u j i j j

v j i j j

v v

u u
+

+

′= − − + −

′= − − + −

S P P P P

S P P P P
 

由式(1)可知,该网格单元 iE 的面积 jA 可由下式计算: 
2 2 2, d d .j u v u v

U

A u v= −∫∫ S S S S  

进一步地,我们可以得到在顶点 iP 处的平均曲率向量估计公式为 

1
2( ) [ ( ) ( ) ( )],i j j i j j i j j i

jj
j

H
A

α β γ+ ′≈ − + − + −∑∑
P P P P P P P  

其中, jα , jβ , jγ 为与网格单元 iE 的几何度量有关的系数,具体可参考文献[31].易得,顶点 iP 处的平均曲率度量为

2( ) .iH P 基于此,下面我们给出四边网格离散极小曲面的局部定义方式. 

定义 1. 若四边网格曲面 M 上每一个顶点处的平均曲率值
2( )iH P 均为 0,则称 M 为四边网格离散极小 

曲面. 
在一般情况下,构造满足定义 1 的四边网格离散极小曲面是十分困难的.基于面积极小化的思想,我们给出

四边网格离散极小曲面的全局定义方式. 

定义 2. 给定三维空间中的一条封闭离散折线 { } 0
N

i iB
=

= b ,若四边网格曲面 M 是以该封闭折线为边界的所 

有四边网格曲面中面积最小的离散曲面,则称 M 为四边网格离散极小曲面. 
在本文中,定义 1 中的平均曲率度量和定义 2 中的面积度量均将作为四边网格离散极小曲面的优化目标集

成到构造框架中. 

 

Fig.1  Quad mesh representation and notation
图 1  四边网格表示及记号 
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2.2   问题描述 

本文所探讨的离散极小曲面建模问题可描述为:给定三维空间中的一条封闭离散折线 { } 0
N

i iB
=

= b ,如何构 

造以该折线为边界的四边网格离散曲面,使其为离散极小曲面. 
需要说明的是,给定封闭的离散折线,以其为边界的四边网格曲面的顶点连接方式与顶点数目有无穷多种 

选择.在本文所探讨的问题范畴内,我们需要首先确定以 { } 0
N

i iB
=

= b 为边界的四边网格曲面的拓扑连接关系(即 

顶点连接方式及网格顶点数目),然后再通过优化算法来构造在此拓扑连接关系约束下的离散极小曲面.在下一

节中我们将详细加以讨论. 

 

Fig.2  Algorithm framework 
图 2  算法框架 

 

    
(a) 空间边界折线                                      (b) 保长度平面投影 

Fig.3  Length-Preserving planar projection of space boundary polygon 
图 3  空间边界折线的保长度平面投影 

3   四边网格离散极小曲面的快速构造方法 

3.1   算法框架 

在本文中,我们拟采取的算法大体上可以概括为图 2 中的 4 步.即首先将空间边界折线保长参数化到二维

平面上;然后在参数化投影所得到的二维区域内,利用四边网格生成算法得到二维区域的四边网格化结果;接着

以所给定的三维空间边界折线作为约束,运用径向基函数映射插值技术得到初始的四边网格离散曲面;最后运

用约束优化求解方法,以四边网格上的离散平均曲率度量及面积度量为目标函数,对所得到的初始网格进行迭

代优化,得到最终的四边网格离散极小曲面.下面我们将分别对每一步骤的技术细节进行详细阐述. 

3.2   平面区域约束四边形化 

给定三维空间边界折线 { } 3
0

N
i iB ℜ

=
= ∈b ,我们首先利用文献[32]中的保长度投影参数化方法,得到其在二维

平面上的投影 { } 2

0

NP P
i i

B ℜ
=

= ∈b ,并尽可能地保持三维空间折线 { } 0
N

i iB
=

= b 的长度不变(如图 3 所示).在得到空间

边界折线的保长度平面投影之后,下面需要对由该平面折线 { }
0

NP P
i i

B
=

= b 所围成的区域 PΩ 进行四边形化,即 

在该区域的内部用一定数量的四边形网格单元填充起来,这也是离散极小曲面造型方法中极为关键的一步.本
文提出了一种新的四边形网格生成方法,可生成高质量的四边形网格.该算法的主要步骤如下. 

Step 1. 将复杂的多连通边界变换为单连通边界,也就是说,用一个单连通多边形来代替原来的多连通多边

形,并保证替换前后多边形的几何形状保持一致.这样对于替换后的多边形边界来说,它将始终是只有一条外部



 

 

 

徐岗 等:插值边界的四边网格离散极小曲面建模方法 2503 

 

边界的单连通多边形(如图 4(b)所示). 
Step 2. 将变换后的单连通区域进行拟凸区域分解,得到一系列简单的拟凸区域(如图 4 所示)). 

          
(a) 边界折线                                   (b) 单连通区域转化 

        
                           (c) 拟凸区域分解                     (d) 拉普拉斯光顺生成最终网格 

Fig.4  An example of quad mesh generation 
图 4  四边网格生成算法实例 

Step 3. 对每一个拟凸区域,利用模板方法生成四边网格的拓扑连接结构,然后根据模板域每条边侧所对应

实际域中的边界,计算其每个顶点的权值,并确定参数域中边界顶点的位置坐标信息. 
Step 4. 利用拉普拉斯网格光顺技术,对内部生成的拓扑顶点进行光顺处理,并得到每个内部顶点的坐标信

息(如图 4(d)所示). 
在上述算法中,凸区域划分的作用主要是为了能方便地使用基于模板的平面四边网格拓扑生成方法,即在

每一个划分得到的子区域内利用模板方法生成内部的网格拓扑信息.平面网格的拉普拉斯光滑算子可使内部

顶点尽量趋近于其 1-邻域顶点的加权平均,从而使得四边网格单元大小比较均匀,以得到高质量的平面四边网

格,继而得到质量较好的初始曲面 M0. 
通过上述算法,我们便可得到拟构造的四边网格曲面的内部拓扑连接信息,为后续的四边网格极小曲面优

化算法打下了基础. 

3.3   基于径向基函数约束插值映射的初始四边网格生成 

在上一步,已生成平面投影折线所包围区域 PΩ 的四边形化网格 2 ,PM ℜ∈ 下面需要将该平面四边网格
PM 映射到三维空间 3,ℜ 得到三维空间四边网格曲面 0 2 ,M ℜ∈ 并且使得初始网格曲面 0M 插值预先给定的三

维空间折线 { } 0
N

i iB
=

= b .为了解决这一问题,本文借鉴径向基函数插值映射技术来构造插值给定边界的初始网格

曲面 0M .将三维空间折线 B 上的顶点 { } 0
N

i i=b 和二维平面折线 PB 上的顶点 { }
0

NP
i i=
b 作为约束,平面四边网格 PM

上的顶点可通过径向基函数映射到待求的初始网格曲面 0M 上.特别地,该径向基函数映射可表示为如下形式. 

 
1

( ) ( ) ( )P
j j

j

N
f d gφ

=

= − +∑x x b x  (2) 
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其中, { }
0

NP
i i=
b 为平面四边网格 PM 的边界约束点, jd 为待求的权值, ( )g x 为线性多项式函数. 

为求解权值 jd ,由 ( )P
i if=b b 可得 

 
1

( ) ( )P P P
i j i

N

j i
j

d gφ
=

= − +∑b b b b  (3) 

因此,我们可以通过求解一个线性方程组来得到 jd 和 ( )g x 的系数. 

令 , , ,( , , ), ( ),P x P y P z P P
i i i i

P
j i jj v v v φ φ= = −b bb 则该线性方程组可表示为 
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p
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φ φ φ
φ φ φ

φ φ φ
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k

⎤ ⎡ ⎤
⎥ ⎢ ⎥
⎥ ⎢ ⎥
⎥ ⎢ ⎥
⎥ ⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
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⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎦

0
0
0
0

b
b

b
  (4) 

其中,φ(r)为具有紧支撑性质的 Wendland 径向基函数, 
6 2( ) (1 ) (3 18 35 ),r r r rφ += − + +  

其中,紧支撑集半径为 2 , max{ ,0}.r a a
λ += =
x

 

由于本文利用了具有紧支撑性质的径向基函数,因而线性系统(4)的系数矩阵是一个稀疏矩阵,可通过 LU
分解方法快速求解.求解得到 dj 和 g(x)的系数之后,我们便可通过式(2)中的 f(x)将平面四边网格 MP 上的顶点映 

射得到初始网格曲面 M0,并且插值预先给定的三维空间折线 { } 0 .N
i iB

=
= b  

3.4   离散极小曲面优化算法 

在得到初始的离散网格曲面 M0之后,本节将研究如何得到最终的四边网格离散极小曲面.通过任意的给定

边界折线,若构造严格满足定义 1(即平均曲率处处为 0)的四边网格离散极小曲面,难度很大.因此,本文拟采用优

化算法,由插值边界构造一张尽可能满足离散平均曲率处处为 0 的四边网格离散曲面. 
为生成一张表面光滑的高质量离散极小曲面,我们将文献[33]中的 Laplacian 算子推广到四边网格曲面,并

将其度量引入到待优化的目标函数之中.四边网格曲面在顶点 vi 处的光滑性条件定义如下: 

( )

1 ,
( ) i

i j
j N viN ∈

= ∑v v
v

 

其中, ( )iN v 为顶点 ( )iN v 的 1-环邻域的顶点集合.由此,我们可以定义四边网格曲面上的光滑性度量如下: 
21 ,

2smooth k
k

J L= ∑ v  

其中, L = [Li , j ]为四边网格曲面上的 Laplacian 算子,即 

,

1,                  
1 ,     ( ) .
( )

0,                 otherwise

i j i
i

i j

L j N
N

⎧ =
⎪
⎪= − ∈⎨
⎪
⎪⎩

v
v

 

需要说明的是,上述拉普拉斯优化项的加入主要是为了生成比较光滑的空间网格曲面,即需要对网格内部

顶点的 3 个坐标分量 x,y,z 同时加以考虑,这与平面网格生成阶段的拉普拉斯光顺过程并不重复:即网格生成阶

段的拉普拉斯光滑处理是为了生成质量较好的平面四边网格,进而得到比较理想的初始空间四边网格曲面;而
后一个拉普拉斯优化是为了在对面积极小相关的目标函数进行优化的同时,保证空间离散网格极小曲面的光
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滑性. 
由定义 1,构造与平均曲率度量相关的目标函数如下: 

2( ) .mean k
k

J H=∑ P  

同理,由定义 2,构造与面积度量相关的目标函数如下: 
( ),area k

k
J A E= ∑  

其中, ( )kA E 为网格单元 kE 的面积. 

综上,本文所研究的四边网格离散极小曲面建模问题可归结为一个非线性优化问题:即由第 3.4 节中所构

造的网格曲面 M0 作为初始解,优化变量为其内部网格顶点,优化函数为 
 1 2 3arg  min  

k
smooth mean areaP

J J Jω ω ω+ +  (5) 

其中,ω1,ω2,ω3 为加权系数.ω1 越大,所得到的网格曲面越接近拉普拉斯能量函数极小化结果;ω2 越大,所得到的

四边网格曲面越接近平均曲率能量函数极小化结果;ω3 越大,所得到的四边网格曲面越接近面积函数极小化结

果.为了使得最终的四边网格曲面模型既能尽量满足极小曲面条件又能具有较光滑的形状,一般来说,参数ω2 和

ω3 的取值较大,而参数ω1 的取值较小.在本文的极小曲面造型实例中,我们一般取ω1=1,ω2=5,ω3=15.给定同一初

始曲面,图 5(d)~图 5(f)中分别给出了选取不同的ω1,ω2 和ω3 时所得到的极小曲面优化结果. 

        

(a) 给定边界折线                     (b) 保长度平面投影 

             

(c) Wendland 径向基函数插           (d) (c)中曲面优化结果,                (e) (c)中曲面优化结果, 

值得到的初始曲面                 1 2 31, 5, 15ω ω ω= = =                  1 2 31, 15, 5ω ω ω= = =  

       
(f) (c)中曲面优化结果,               (g) 高斯径向基函数                  (h) (g)中曲面优化结果, 

1 2 330, 1, 1ω ω ω= = =                 插值得到的初始曲面                  1 2 31, 5, 15ω ω ω= = =  

Fig.5  Simple example and comparison of constructing minimal surfaces with quad meshes 
图 5  四边网格极小曲面构造的简单实例与分析比较 

对于优化问题(5),本文通过拟牛顿非线性优化算法进行求解[34].需要指出的是,初始曲面 M0 对最终所得到

的离散极小曲面形状具有一定的影响.为了说明初始构造对优化结果的影响,图 5(g)中给出了采用高斯径向基

函数方法构造的初始网格曲面,图 5(h)给出了由该初始曲面得到的极小曲面优化结果,其与由图 5(c)中的初始



 

 

 

2506 Journal of Software 软件学报 Vol.27, No.10, October 2016   

 

曲面优化得到的极小曲面(即如图 5(d)所示)具有不同的形状和面积值. 
图 6 和图 7 分别给出了基于边界约束的四边网格离散极小曲面的若干建模实例.特别地,图 7(c)给出了一个

给定边界为两条封闭折线的例子.需要说明的是,对于多条封闭折线的复杂情形,我们将在以后的研究工作中继

续讨论. 

    
(a) 用户输入的离散折线                   (b) 保长度投影后平面区                (c) 最终生成的四边 

域的四边形网格化                   网格离散极小曲面 

Fig.6  Complex example of constructing minimal surfaces with quad meshes 
图 6  四边网格极小曲面构造的复杂实例 

    
(a)                                (b)                                  (c) 

Fig.7  More modeling examples 
图 7  更多建模实例 

4   结论与将来的工作 

离散极小曲面建模在建筑几何中具有重要的应用价值.基于我们提出的四边网格生成方法和径向基函数

插值映射方法,本文给出了由给定的一条封闭边界离散折线构造四边网格极小曲面的一般框架.通过该建模方

法,用户只需给定离散边界曲线,便可自动生成具有优美形状和优良性质的四边网格,可提高设计交互性,并有

望在玻璃结构及钢结构建模中得到应用. 
如何找到目标函数中 3 个参数的最优选择,是值得深入研究的一个问题.另外,力学性能是建筑结构设计中

需要考虑的重要因素.将来我们拟将最近新兴的等几何分析技术[35]应用于极小曲面的建模问题,以满足空间结

构的力学性能要求. 

References: 
[1]   Johannes CCN. Lectures on Minimal Surfaces, Vol.1. Cambridge: Cambridge University Press, 1989. 
[2]   Robert O. A survey of Minimal Surfaces. 2nd ed., New York: Dover Publications, 1986. 
[3]   Wang Y. Periodic surface modeling for computer aided nano design. Computer Aided Design, 2007,39(3):179–189. [doi: 10.1016/j. 

cad.2006.09.005] 
[4]   Jin WB, Wang GZ. Geometry design of a class of minimal surface. Chinese Journal of Computers, 1999,23(12):1277–1279 (in 

Chinese with English abstract). [doi: 10.3321/j.issn:0254-4164.1999.12.008] 
[5]   Xu G, Wang GZ. Research development of minimal surface modeling in computer aided geometric design. Journal of Systems 

Science and Mathematical Sciences, 2008,28(8):984–992 (in Chinese with English abstract). 
[6]   Man JJ, Wang GZ. Representation and geometric construction of helicoids and catenoids. Journal of Computer-Aided Design and 

Computer Graphics, 2005,17(3):431–436 (in Chinese with English abstract). [doi: 10.3321/j.issn:1003-9775.2005.03.009] 



 

 

 

徐岗 等:插值边界的四边网格离散极小曲面建模方法 2507 

 

[7]   Xu G, Wang GZ. AHT Bézier surfaces and NUAHT B-spline curves. Journal of Computer Science and Technology, 2007,22(4): 
597–607. [doi: 10.1007/s11390-007-9073-z] 

[8]   Xu G, Wang GZ. Control mesh representation of a class of minimal surfaces. Journal of Computer-Aided Design and Computer 
Graphics, 2007,19(2):240–244 (in Chinese with English abstract). [doi: 10.3321/j.issn:1003-9775.2007.02.019] 

[9]   Man JJ, Wang GZ. Polynomial minimal surface in Isothermal parameter. Chinese Journal of Computers, 2002,25(2):197–201 (in 
Chinese with English abstract). [doi: 10.3321/j.issn:0254-4164.2002.02.012] 

[10]   Xu G, Wang GZ. Quintic parametric polynomial minimal surfaces and their properties. Differential Geometry and Its Applications, 
2010,28(6):697–704. [doi: 10.1016/j.difgeo.2010.07.003] 

[11]   Xu G, Zhu YG, Wang GZ, Galligo A, Zhang L, Hui KC. Explicit form of parametric polynomial minimal surfaces with arbitrary 
degree. Applied Mathematics and Computation, 2015,259:124–131. [doi: 10.1016/j.amc.2015.02.065] 

[12]   Monterde J, Ugail H. On harmonic and biharmonic Bézier surfaces. Computer Aided Geometric Design, 2004,21(7):697–715. [doi: 
10.1016/j.cagd.2004.07.003] 

[13]   Xu G, Wang GZ. Harmonic B-B surfaces over the triangular domain. Chinese Journal of Computers, 2006,29(12):2180–2185 (in 
Chinese with English abstract). [doi: 10.3321/j.issn:0254-4164.2006.12.015] 

[14]   Monterde J. Bézier surfaces of minimal area: The Dirichlet approach. Computer Aided Geometric Design, 2004,21(2):117–136. 
[doi: 10.1016/j.cagd.2003.07.009] 

[15]   Arnal A, Lluch A, Monterde J. Triangular Bézier surfaces of minimal area. In: Proc. of the Int’l Workshop on Computer Graphics 
and Geometric Modeling. Montreal, 2003. 366–375. [doi: 10.1007/3-540-44842-X_38] 

[16]   Wu H, Wang GJ. Extending Dirichlet approach to design B-spline surface of minimal area. Ruan Jian Xue Bao/Journal of Software, 
2011,22(12):3015–3022 (in Chinese with English abstract). http://www.jos.org.cn/1000-9825/4009.htm [doi: 10.3724/SP.J.1001. 
2011.04009] 

[17]   Wu H, Wang GJ. Designing approximate minimal NURBS surfaces with boundaries interpolation. Ruan Jian Xue Bao/Journal of 
Software, 2010,21(zk):67−74 (in Chinese with English abstract). http://www.jos.org.cn/1000-9825/10008.htm 

[18]   Xu G, Wang GZ. A new method to solve Plateau-Bézier problems over the triangular domain. Chinese Journal of Computers, 
2011,34(3):548–555 (in Chinese with English abstract). [doi: 10.3724/SP.J.1016.2011.00548] 

[19]   Hao YX, Wang RH, Li CJ. Minimal quasi-Bézier surface. Applied Mathematical Modelling, 2012,36(2):5751–5757. [doi: 10.1016/ 
j.apm.2012.01.040] 

[20]   Hao YX, Li CJ, Wang RH. An approximation method based on MRA for the quasi-Plateau problem. BIT Numerical Mathematics, 
2013,53(2):411–442. [doi: 10.1007/s10543-012-0412-2] 

[21]   Man JJ, Wang GZ. Approximating to nonparameterzied minimal surface with B-spline surface. Ruan Jian Xue Bao/Journal of 
Software, 2003,14(4):824–829 (in Chinese with English abstract). http://www.jos.org.cn/ch/reader/view_abstract.aspx?flag=1& 
file_no=20030416&journal_id=jos 

[22]   Qin L, Guan LT. Minimal surface modeling based on NURBS. Numerical Mathematics: A Journal of Chinese Universities, 
2005,16(S1):175–181 (in Chinese with English abstract). 

[23]   Pan Q, Xu GL. Construction of minimal subdivision surface with a given boundary. Computer-Aided Design, 2011,43(4):374–380. 
[doi: 10.1016/j.cad.2010.12.013] 

[24]   Li CY, Wang RH, Zhu CG. Designing approximation minimal parametric surfaces with geodesics. Applied Mathematical 
Modelling, 2013,37(9):6415–6424. [doi: 10.1016/j.apm.2013.01.035] 

[25]   Ulrich P, Konrad P. Computing discrete minimal surface and their conjugates. Experimental Mathematics, 1993,2(1):15–36. [doi: 
10.1080/10586458.1993.10504266] 

[26]   Gerhard D, Hutchinson JE. The discrete Plateau problem. Mathematics of Computation, 1999,68(225):1–23. [doi: 10.1090/S0025- 
5718-99-01025-X] 

[27]   Zhang Q, Xu GL. Weighted minimal surfaces and discrete weighted minimal surfaces. Journal of Information & Computational 
Science, 2005,2(2):395–408. 

[28]   Bobenko AI, Hoffmann T, Springborn BA, Minimal surfaces from circle patterns: Geometry from combinatorics. Annals of 
Mathematics, 2006,164(1):231–264. [doi: 10.4007/annals.2006.164.231] 

[29]   Wallner J, Pottmann H. Infinitesimally flexible meshes and discrete minimal surfaces. Monatshefte für Mathematik, 2008,153: 
347−365. [doi: 10.1007/s00605-007-0502-4] 

[30]   Hao P, Choi YK, Liu Y, Hu WC, Du Q, Polthier K, Zhang CM, Wang WP. Robust modeling of constant mean curvature surfaces. 
In: Proc. of the SIGGRAPH ACM Trans. Graph. 2012. [doi: 10.1145/2185520.2185581] 



 

 

 

2508 Journal of Software 软件学报 Vol.27, No.10, October 2016   

 

[31]   Liu D, Xu GL, Zhang Q. A discrete scheme of Laplace-Beltrami operator and its convergence over quadrilateral meshes. 
Computers & Mathematics with Applications, 2008,55(6):1081–1093. [doi: 10.1016/j.camwa.2007.04.047] 

[32]   Wang CCL. Computing length-preserved free boundary for quasi-developable mesh segmentation. IEEE Trans. on Visualization 
and Computer Graphics, 2008,14(1):25–36. [doi: 10.1109/TVCG.2007.1067] 

[33]   Olga S. Differential representations for mesh processing. Computer Graphics Forum, 2006,25(4):789–807. [doi: 10.1111/j.1467- 
8659.2006.00999.x] 

[34]   Jorge N, Stephen JW. Numerical Optimization. Springer-Verlag, 1999. [doi: 10.1007/b98874] 
[35]   Xu G, Mourrain B, Duvigneau R, Galligo A. Parameterization of computational domain in isogeometric analysis: Methods and 

comparison. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 2011,(200):2021–2031. [doi: 10.1016/j.cma.2011.03.005] 

附中文参考文献: 
 [4] 金文标,汪国昭.一类极小曲面的几何设计.计算机学报,1999,23(12):1277–1279. [doi: 10.3321/j.issn:0254-4164.1999.12.008] 

 [5] 徐岗,汪国昭.计算机辅助几何设计中极小曲面造型的研究进展.系统科学与数学,2008,28(8):984–992. 

 [6] 满家巨,汪国昭.正螺面与悬链面的表示与构造.计算机辅助设计与图形学学报,2005,17(3):431–436. [doi: 10.3321/j.issn:1003- 

9775.2005.03.009] 

 [8] 徐岗,汪国昭.一类极小曲面的控制网格表示.计算机辅助设计与图形学学报,2007,19(2):240–244. [doi: 10.3321/j.issn:1003-9775. 

2007.02.019] 

 [9] 满家巨,汪国昭.等温参数多项式极小曲面.计算机学报,2002,25(2):197–201. [doi: 10.3321/j.issn:0254-4164.2002.02.012] 

[13] 徐岗,汪国昭.三角域上的调和 B-B 曲面.计算机学报,2006,29(12):2180–2185. [doi: 10.3321/j.issn:0254-4164.2006.12.015] 

[16] 吴花精灵 ,王国瑾 .推广 Dirichlet 方法用于 B 样条极小曲面设计 .软件学报 ,2011,22(12):3015–3022. http://www.jos.org.cn/ 

1000-9825/4009.htm [doi: 10.3724/SP.J.1001.2011.04009] 

[17] 吴花精灵 ,王国瑾 .插值边界曲线的 NURBS 近似极小曲面设计.软件学报 ,2010,21(增刊):67–74. http://www.jos.org.cn/1000- 

9825/10008.htm 

[18] 徐岗,汪国昭,陈小雕.三角域上的 Plateau-Bézier 问题求解新方法.计算机学报,2011,34(3):548–555. [doi: 10.3724/SP.J.1016.2011. 

00548] 

[21] 满家巨 ,汪国昭 .B-样条函数极小曲面造型 .软件学报 ,2003,14(4):824–829. http://www.jos.org.cn/ch/reader/view_abstract.aspx? 

flag=1&file_no=20030416&journal_id=jos 

[22] 覃廉,关履泰.基于 NURBS 的极小曲面造型.高等学校计算数学学报,2005,16(S1):175–181. 
 
 

 

徐岗(1981－),男 ,山东兖州人 ,博士 ,副教

授,CCF 会员,主要研究领域为计算机辅助

几何设计,等几何分析. 

 许金兰(1987－),女 ,博士 ,讲师 ,主要研究

领域为等几何分析,几何造型. 

 

朱亚光(1990－),男,硕士生,主要研究领域

为等几何分析,曲面造型. 

 汪国昭(1944－),男 ,教授 ,博士生导师 ,主
要研究领域为计算机辅助几何设计,计算

机图形学. 

 

李鑫(1994－),男,学士,主要研究领域为图

像处理,数字水印. 

 许健泉(1956－),男 ,博士 ,教授 ,博士生导

师,主要研究领域为计算机辅助设计,几何

造型. 

 



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


