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摘  要: 随机优化算法是求解大规模机器学习问题的高效方法之一.随机学习算法使用随机抽取的单个样本梯度

代替全梯度,有效节省了计算量,但却会导致较大的方差.近期的研究结果表明:在光滑损失优化问题中使用减小方

差策略,能够有效提高随机梯度算法的收敛速率.考虑求解非光滑损失问题随机优化算法 COMID(composite 

objective mirror descent)的方差减小问题.首先证明了 COMID 具有方差形式的 ( )21O T Tσ+ 收敛速率,其中,T 

是迭代步数,σ 2是方差.该收敛速率保证了减小方差的有效性,进而在COMID中引入减小方差的策略,得到一种随机

优化算法α-MDVR(mirror descent with variance reduction).不同于 Prox-SVRG(proximal stochastic variance reduced 
gradient),α-MDVR 收敛速率不依赖于样本数目,每次迭代只使用部分样本来修正梯度.对比实验验证了α-MDVR 既

减小了方差,又节省了计算时间. 
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Abstract:  Stochastic optimization is one of the efficient methods for solving large-scale machine learning problems. In stochastic 
learning, the full gradient is replaced by the gradient of loss function in terms of a randomly selected single sample to avoid high 
computational cost. However, large variance is usually caused. Recent studies have shown that the convergence rate of stochastic gradient 
methods can be effectively improved by reducing the variance. In this paper, the variance reduction issue in COMID (composite objective 
mirror descent) is addressed when solving non-smooth optimization problems. First a proof is provided to show that the COMID has a 

convergence rate ( )21O T Tσ+  in the terms of variance, where T is the iteration number and σ 2 is the variance. This convergence 

rate ensures the effectiveness of reducing the variance. Then, a stochastic optimization algorithm α-MDVR (mirror descent with variance 
reduction) is obtained by incorporating the strategy of reducing variance into COMID. Unlike Prox-SVRG (proximal stochastic variance 
reduced gradient), α-MDVR does not depend on the number of samples and only uses a small portion of samples to modify the gradient. 
The comparative experiments demonstrate that α-MDVR not only reduces the variance but also decreases the computational time. 
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机器学习正面临着数据规模日益扩大的严峻挑战.传统的机器学习批处理梯度优化方法每次迭代都要遍

历所有样本[1],已经不能满足快速求解机器学习优化问题的需求.由于机器学习问题通常假设样本是独立同分

布的,从而随机抽取单个样本的目标函数的梯度是整个目标函数梯度的无偏估计[2],进而可用每次迭代仅处理

单个或部分样本的随机优化方法来代替批处理方法[2,3].虽然随机优化算法每一步迭代能够节省计算开销,但往

往会导致较大的方差,不可避免地会影响算法的收敛速率[4]. 
为了减小方差对算法收敛速率的影响,Johnson 等人于 2013 年提出一种在优化算法中采用减小方差的策

略,称为 SVRG(stochastic variance reduced gradient)[4].SVRG 的主要思路是:在原有单个样本的梯度计算中引入

修正量,该修正量由所有样本梯度的平均值组成,与仅使用单个样本梯度的标准随机优化算法相比,修正后的梯

度可以明显减小方差.对于求解光滑强凸优化问题,SVRG 算法能够达到最优的收敛速率,与当前主流优化方法

SDCA(stochastic dual coordinate ascent)[5]和 SAG(stochastic average gradient)[6]的收敛速率相同.与 SDCA 和

SAG 不同的是,SVRG 不需要存储目标函数的梯度,从而减小了内存开销.另一方面,SVRG 收敛速率的证明过程

也更加简单,并可以应用于求解深度神经网络导致的非凸优化问题[4]. 
正是由于 SVRG 具有上述优点,Xiao 等人于 2014 年将 SVRG 由求解简单的黑箱优化问题推广到具有结构

信息的正则化损失函数优化问题[7],称为 Prox-SVRG(proximal SVRG)[8].与 SVRG 不同的是,Prox-SVRG 保持正

则化项不变 ,仅对损失项的梯度进行优化 .这种处理方式与当前流行的结构优化算法 RDA(regularized dual 
average)[7]和 COMID(composite objective mirror descent)[9]完全相同.与 SVRG 一样,Prox-SVRG 也能达到最优的

收敛速率.从随机优化算法的观点来看,SVRG 和 Prox-SVRG 所使用的梯度仍然是整个目标函数梯度的无偏估

计,并没有改变随机算法的本质.但是,也正是由于 SVRG 和 Prox-SVRG 需要用全梯度来修正单个样本梯度,从
而迭代过程中不得不多次遍历所有样本,虽然减小方差的效果明显,但却和批处理算法一样,耗费了大量的计算

时间.值得指出的是,SVRG 和 Prox-SVRG 最优收敛速率的获得都依赖于样本数目,从而只能处理样本数目确定

的优化问题,并且它们仅限于求解光滑的损失函数问题[8]. 
对于求解非光滑损失的结构优化问题,COMID 算法是一种较好的选择[9].本文主要目的是在 COMID 中引 

入方差减小策略,为此,我们首先证明了 COMID 算法具有方差形式的收敛速率 ( )21 ,O T Tσ+ 其中,T 是迭代 

步数 ,σ 2 是方差 .该收敛速率能够从理论上保证减小方差策略的有效性 ,进而本文得到一种随机优化算法

α-MDVR.为了避免遍历所有样本导致的计算时间多的问题,α-MDVR 每次迭代只使用部分样本来修正梯度,既
减小了方差,又节省了计算时间,其中,修正梯度需要样本的数目由α决定,也具有较好的柔韧性.另外,对于求解

非光滑一般凸优化问题,α-MDVR 能够得到最优收敛速率,该收敛速率不依赖于样本数目.对比实验验证了

α-MDVR 确实能够在适度减小方差的同时节省 CPU 时间,并获得了比 COMID 更快的实际收敛速率. 

1   光滑损失随机优化算法的减小方差策略 

为简单起见,本文仅讨论二分类问题.设样本集合: 
S={(x1,y1),…,(xn,yn)}∈Rn×{+1,−1}, 

其中,(xi,yi)是独立同分布的,正则化损失函数的优化问题可以表述为 
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1min ( ),  ( ) ( ) ( )
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= + ∑w w w w  (1) 

其中,w∈Rn,r(w)是正则化项,损失函数 fi(w)是由样本 xi 造成的损失. 
本节主要介绍 SVRG 和 Prox-SVRG 算法,两种算法都是求解光滑强凸优化问题,因此,本节假设损失函数是

光滑的,目标函数Φ(w)具有强凸性质. 
很多研究者对优化问题(1)的求解进行过研究[1,2,10−13],其中,梯度下降法是最简单的一阶优化方法,即 

 wt+1=wt−ηtg(wt) (2) 
其中,g(wt)是关于所有样本目标函数Φ(w)在 wt处的全梯度,ηt 是学习步长. 

随机梯度下降(stochastic gradient descent,简称 SGD)[13]是梯度下降法的随机形式.与批处理方法相比,SGD
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每次迭代中只计算单个样本对应目标函数的梯度,用这种无偏估计避免计算所有样本对应目标函数的梯度. 
SGD 的主要迭代步骤如下: 
 1 ˆ ( , )t t t t t tgη ξ+ = −w w w  (3) 
式中, ˆ ( , )t t tg ξw 是关于单个样本对应的目标函数在 wt处的次梯度,其中,{ξt}t>1 表示一系列随机变量,对应的是随 

机抽取的单个样本. 
由于样本是独立同分布的,从而 ˆ ( , )t t tg ξw 是整个目标函数Φ(wt)次梯度 g(wt)的无偏估计,但却存在着方差

2ˆ[|| ( , ) ( ) || ]t t t tE g gξ −w w ,这无疑会影响算法的收敛速率. 

Johnson 等人提出一种减小方差的方法 SVRG[4],其主要迭代步骤如下: 
 1 1( ( ) ( ) )

t tt t i t iη Φ Φ μ− −= − ∇ − ∇ +w w w w  (4) 

其中, w 是 SVRG 进行 m 次迭代后取的平均值,在文献[4]中,m 取 2n(n 为训练样本数); 1( )
ti tΦ −∇ w 是关于单个样

本目标函数在 wt−1 处的梯度; ( )
ti

Φ∇ w 是关于单个样本目标函数在 w 处的梯度; μ 是整个目标函数在 w 处的全

梯度,即,
1

1 ( ).
n

i
in

μ Φ
=

= ∑ w  

与 SGD 不同的是,SVRG 用 1( ) ( )
t ti t iΦ Φ μ−∇ − ∇ +w w 代替了单个样本的梯度.从形式上看,通过引入修正量,

使得方差更小,即,引入修正量后的梯度导致的方差 2
1[|| ( ( ) ( ) ) ( ) || ]

t ti t i tE gΦ Φ μ−∇ − ∇ + −w w w 确实比原有单个样

本梯度导致的方差 2ˆ[|| ( , ) ( ) || ]t t t tE g gξ −w w 要小.对于求解光滑损失优化问题,在样本数目确定的情况下,SVRG 

能够得到指数阶的最优收敛速率. 
SVRG 是将目标函数Φ(w)看成一个整体来考虑,忽略了损失函数和正则化项有着各自特殊的含义.Xiao 等

人将问题(1)中的正则化项和损失函数分开考虑,保持正则化项不变,仅对损失项的梯度进行优化.将 SVRG 由求

解简单的黑箱问题推广到具有结构信息的正则化损失函数优化问题,于 2014 年提出了 Prox-SVRG[8].其主要迭

代步骤如下: 
 1 1( ),  ( ( ) ( )) /( )

t t tt R t t t i t i iprox v v f f q n vη η− −= − = ∇ − ∇ +w w w w  (5) 

其中, 1( )
ti tf −∇ w 是关于单个样本损失函数在wt−1处的梯度; ( )

ti
f∇ w 是关于单个样本损失函数在 w 处的梯度; v 是

损失函数在 w 处的全梯度,即,
1

1 ( ).
n

i
i

v f
n =

= ∑ w  

但是,正是由于 SVRG 和 Prox-SVRG 需要用全梯度来修正单个样本梯度,从而不得不遍历所有样本,虽然减

小方差的效果明显,但却耗费了大量的计算时间.值得指出的是,SVRG 和 Prox-SVRG 最优收敛速率的界都与样

本数目有关,从而只能处理样本数目确定的优化问题,并且它们仅限于求解光滑的损失函数问题. 

2   非光滑损失问题的α-MDVR 算法 

与问题(1)对应的随机优化问题是: 
 min ( ) ( ) [ ( , )]

w
r E fξΩ

Φ
∈

= +w w w x  (6) 

其中,r(w)是正则化项;f(w,x)是损失函数;ξ表示随机变量,对应的是随机抽取的单个样本. 
为了方便地进行理论分析和实验验证,本文仅考虑最简单但最典型的非光滑稀疏学习问题“L1 正则化+ 

Hinge 损失”,即 
r(w)=||w||1,f(w,x)=max{0,1−ywTx}. 

与问题(1)不同的是,问题(6)不需要固定样本数,可以描述任意规模的机器学习优化问题.当样本数目充分

大时,问题(1)可以看成是问题(6)的一种随机逼近. 
对于求解正则化非光滑损失问题(6),如果样本维数足够大,MD(mirror descent)[14]被认为是最优的一阶方

法,随机 MD 的主要迭代步骤如下: 
 1 arg min{ , ( , )}t t t t t

w
Bϕ

Ω
η+

∈
= 〈 − 〉 +w g w w w w  (7) 
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其中,函数 Bϕ(w,wt)表示ϕ函数的 Bregman Divergence[15];gt 是关于单个样本目标函数Φ(w)在 wt 处的次梯度;〈⋅,⋅〉
表示向量内积. 

MD 将目标函数Φ(w)当成一个整体进行处理,属于黑箱方法. 
2010 年,Duchi 等人[9]对经典 MD 算法进行了突破性的改进,将黑箱方法 MD 扩展到结构方法 COMID.该算

法在处理优化问题的过程中保持正则化项不动,仅对损失函数进行近似展开,此时的子问题可以解析求解,主要

迭代步骤如下: 
 1 arg min{ , ( ) ( , )}t t t t t

w
r Bϕ

Ω
η η+

∈
= 〈 〉 + +w g w w w w  (8) 

与 MD 不同的是,gt 仅为损失函数 f(wt,x)在 wt 处的次梯度.COMID 的主要执行过程如算法 1 所示. 
算法 1. 
1. Input: initialize w1=0; 
2. For t=1 to T 
3.   Compute gt∈∂f(wt,x) 
4.   Compute wt+1 via Eq.(8) 
5. End for 
6. Output: wT or 1( ... ) /T T T= + +w w w . 

收敛速率是评价随机算法的主要性能指标[16],是数学期望下随机算法输出解对应的目标值向原优化问题

最优值收敛的速率,其数学表达式为 E[Φ(w)−Φ(w*)],其中,w 是随机算法的输出解,w*是原优化问题的最优解. 
COMID 在求解非光滑一般凸优化问题时,有如下定理成立: 

定理 1[9]. wt 是算法(8)第 t 次迭代的输出.设 r(w1)=0,Bϕ(w,wt)=||w−wt||2,步长 1 ,t tη = 且存在常数 N,G 满足

E[||w1−w*||]≤N, || ( ) || ,t tf G′ ≤w 我们有: 

2 2
*

1

1 ( ) ( ).
T

t
t

TE N G
T T

Φ Φ
=

⎡ ⎤⎛ ⎞
− +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ≤w w  

上述 COMID 收敛速率的界主要使用损失函数次梯度的上界 G 进行描述.为了更清楚地了解方差对算法收

敛速率的影响,我们需要讨论 COMID 关于方差描述的收敛速率,具体见下述定理: 
定理 2. 令 w t 是算法(8)第 t 次迭代的输出.假设 r(w1)=0,Bϕ(w,wt)=||w−wt ||2,且存在常数 R,M,σ满足 

E[||w1−w*||]≤R,E[||∇F(w)||]≤M, 2 2 2[|| ( , ) ( ) || ] ,t t t tEξ ξ σ σ− ∇ = ≤g w F w 则 

 
2 2 2

1

1 ( )( )
T

t
t

M RE
T T T

σΦ Φ ∗
=

⎡ ⎤ +⎛ ⎞
− +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ≤w w  (9) 

具体证明见附录. 
对于正则化光滑损失函数的凸优化问题,一些常用的结构优化算法具有方差形式描述的最优速率[7].但对

于非光滑的一般凸问题,目前仅证明了黑箱形式的 MD 算法具有方差形式的最优速率[17].定理 2 实际上证明了

结构优化算法 COMID 也具有方差形式的最优收敛速率. 
为了更加清楚地描述每一步迭代导致的方差对算法收敛速率的影响,从定理 2 的证明过程中还可以得到

如下形式的界: 
2 2

2
*

1 1

1 ( ) 1 1( ) .
2

T T

t t
t t

M RE
T TT t

Φ Φ σ
= =

⎡ ⎤ +⎛ ⎞
− +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑≤w w  

从理论分析的角度来说,如果能够在 COMID 每一步迭代过程中减少σt,显然会有助于提高算法的收敛速

率.因此,我们在 COMID 中引入思路与 SVRG 和 Prox-SVRG 类似的减小方差策略,得到一种求解随机优化问题

(6)的α-MDVR 算法,具体执行流程如下: 
算法 2. α-MDVR 算法. 
1.  Initialize: 0 0=w , w0=0, m=α n 
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2.  Iterate: for s=1,2,... 
3.    1s−=w w  

4.    
1

1( ) ( )
m

t
t

F f
m =

= ∇ = ∇∑v w w  

5.    w0=ws−1 
6.    Iterate: for t=1,2,…,m 

7.    Initialize: 1/ ( 1)s s m tη = − +  
8.      1 1 1 1 1 1( , ) ( , )t t t t t tf fξ ξ− − − − − −= ∇ − ∇ +g w w v  

9.      Compute wt via Eq.(8) 
10.   end 

11.   set 
1

1 m

s t
tm =

= ∑w w  

12.   set 
0

1 m

s t
tsm =

= ∑w w  

13. end 

算法 2 中, ( , ) ( , ) ( , ) ( ), ( )t t t t t t t tξ ξ ξ= ∇ − ∇ + ∇ ∇g w f w f w F w F w 仅仅是关于 m 个样本损失函数在中间变量 w 处 

的梯度,其中,m 是算法在一个阶段内迭代的次数. 
与 SVRG 和 Prox-SVRG 减小方差操作不同的是,α-MDVR 在迭代过程中梯度的修正量只取部分样本.值得

指出的是,在算法 2 中,选取部分样本修正后的梯度仍然是样本集合上损失函数梯度的无偏估计,因此,算法 2 实

际上是一种特殊的随机优化算法,定理 1 仍然适用.但定理 2 更进一步地解释了方差减少策略的理论依据问题. 
为了方便实验和说明修正样本数目对方差及实际收敛速率的影响,α实际上取的是修正梯度所用的样本数

目占总样本数目的比例,即,α取定后,修正梯度所用的样本数就是αn,其中,n 为所用数据集的样本总数.容易看 
出,当α=1 时,计算 w 处的梯度需要遍历所有样本,此时,算法减少方差的操作与 SVRG 和 Prox-SVRG 完全一致; 
当α=1/n 时,算法不进行梯度修正,即为标准的 COMID.综上所述,本文提出的算法从实际运行时间的角度考虑

了方差减小问题,α的选取使算法具有更好的柔韧性. 

3   实  验 

本节对随机优化算法α-MDVR 的性能进行实验验证.实验所涉及的所有算法均在 Sun Fire X4170 M2 服务

器(2.4GHz Intel(R) Xeon(R)处理器,12G 内存,Solaris 操作系统)上运行.实验中所用的 4 个标准数据库均可以从

LIBSVM 网站中获得,具体下载地址为 http://www.csie.ntu.edu.tw/~cjlin/libsvmtools/datasets/.表 1 给出了 4 个数

据库的详细信息. 
我们首先在 4 个标准数据库上验证α-MDVR 方差减少策略的有效性;其次验证不同参数α对α-MDVR 性能

的影响,并同时比较算法的性能.为了公平比较,在实验中所涉及的 4 个标准数据库上都采取统一的随机方法产

生样本,且各算法在 4 个数据库上均运行 10 次,将输出结果的平均值作为最终输出.本文实验中所涉及的参数,
在一定的范围内,利用网格搜索的方法,选择目标函数下降最快的那一组参数为本文实验所用参数. 

Table 1  Standard database description 
表 1  标准数据库描述 

数据库 训练样本数 测试样本数 维数 
astro-physics 29 882 32 487 99 757

a9a 24 703 7 858 123 
rcv1 
mnist 

20 242 
60 000 

677 399 
10 000 

47 236
780 
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3.1   减小方差验证实验 

本实验的目的是比较α-MDVR 和 COMID 的实际方差减小效果.图 1 为 3 种算法的方差比较结果图,其中,
横坐标表示迭代次数 s;纵坐标表示算法的方差(var),即,每次迭代所用的梯度与全梯度之间差值的平方. 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

Fig.1  Variance comparison chart 
图 1  方差比较图 

由图 1 中可以看出,α-MDVR 方差的减小程度明显都优于 COMID,但比使用全部样本修正梯度的方差减小

策略要差.即,α取值越大,方差减小的效果越好(实验中,COMID 算法的α取值为 1/n,其中,n 是样本数,Prox-SVRG
算法的α取值为 1).该实验说明,α-MDVR 具有一定的方差减小效果. 

3.2   α对α-MDVR实际性能的影响 

本实验主要目的是在 4 个标准数据库上考察不同参数α对α-MDVR 算法实际性能的影响.α取不同的值,表
示算法在迭代过程中修正梯度时使用了不同的样本数.例如在图 2(c)中,当α=1 时,表示修正梯度时需要遍历整

个训练集合,即,使用了 60 000 个样本;当α=0.05 时,表示修正梯度时使用了 3 000 个样本;当α=0.0025 时,表示修

正梯度时使用了 150 个样本.为方便起见,我们记α=0 时的α-MDVR 表示 COMID 算法,即,不使用任何样本进行

梯度修正. 
图 2 为α取不同参数时目标函数收敛情况的比较结果图,其中,横坐标表示 CPU 时间,纵坐标表示目标函数

值(object value).从图中可以看出,当α取合适的值时,α-MDVR 的收敛速度比使用全部训练样本修正梯度的算

法以及不使用任何样本修正梯度的 COMID 收敛速度都要快 .特别是在上述 4 个数据库中 ,当α取 0.05
时,α-MDVR 的性能最佳. 

由于随机优化每步迭代所需要的 CPU 时间基本相同,因此,算法的时间复杂度主要体现在算法达到相同精

度所需要的迭代步数上[18,19],即,收敛速率.从图 2 可以看出,α-MDVR 算法的收敛速率曲线的下降速度快于

COMID 算法,这说明α-MDVR 算法的时间复杂度更低. 
综合第 3.1 节和第 3.2 节的实验,虽然α-MDVR 方差的减小效果达不到 SVRG 中使用全部样本时的效果,

但当取α取合适的值时,总体计算时间却减少了很多.另一方面,虽然 COMID 不使用任何样本进行梯度修正,会
节省计算时间,但导致的方差仍然会影响实际的收敛速度.总之,对于求解非光滑损失优化问题,α-MDVR 在减
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少方差和缩短运行时间方面具有很好的柔韧性,比 COMID 具有更快的实际收敛速率. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Fig.2  When α taking different values, convergence speed comparison chart of α-MDVR 
图 2  α取不同值时,α-MDVR 的收敛速度比较图 

4   总  结 

本文针对“L1+Hinge”随机非光滑优化问题.我们首先证明了 COMID 具有最优的方差形式的收敛速率 

( )21 ,O T Tσ+ 进而在 COMID 中引入方差减小策略,得到了一种α-MDVR 算法,并通过实验验证了α- 

MDVR 能够在适度减小方差的同时节省 CPU 时间,比 COMID 具有更快的实际收敛速率. 
与文献[9]中COMID的一般性类似,本文提出的算法很容易推广到求解更一般损失函数和正则化项的优化

问题,如混合范数的正则化项问题以及矩阵形式的正则化损失函数优化问题等. 
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附录:定理 2 的证明 

证明:将 Bϕ (w,wt )=||w−wt ||2 代入公式(8)中,算法的迭代步骤为 
wt +1=argmin{η t 〈gt (wt ,ξ t ),w〉+η t λ ||w||1+||w−wt ||2}. 

令 w=w*且 r ′(wt )=∂ r(wt ),有如下的一阶必要条件成立: 
 η t 〈gt (wt ,ξt )+η t r ′(wt +1)+∇ϕ (wt +1)−∇ϕ (wt ),w*−wt〉≥0 (10) 

根据凸函数的性质,有如下不等式成立: 
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 (11) 

最后一个不等式可由不等式(10)得到,此时,不等式(11)变为 
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第 2 个不等式可根据〈aw1,bw2〉≤a2||w1||2+b2||w2||2 得到,将公式(12)两边同时除以 1/ηt,可得: 
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我们假设 E[||∇F(w)||]≤M, 2 2 2[|| ( , ) ( ) || ] ,t t t tEξ ξ σ σ− ∇ = ≤g w F w 对不等式(13)两边同时取期望,并从 t=1 到 

T 求和,得到: 
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取 Bϕ(w,wt)=||w−wt||2,E[||w1−w*||]≤R,r(w1)=0, 1/t tη = ,因为
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当我们取固定的方差上界σ,不等式(15)变为 
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不等式(16)两边同时乘以 1/T: 
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1 1

1 1 ( )
T T

t t
t t

P P
T T= =

⎡ ⎤⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑≤w w ,可得到: 

2 2 2

* *
1 1

1 1 ( )( ) [ ( ) ( )]
T T

t t
t t

M RE P P E P P
T T T T

σ
= =

⎡ ⎤ +⎛ ⎞
− − +⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑≤ ≤w w w w . 

证毕. □ 
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