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摘  要: 最近的研究表明:在许多计算机视觉任务中,将对称正定矩阵表示为黎曼流形上的点能够获得更好的识

别性能.然而,已有大多数算法仅由切空间局部逼近黎曼流形,不能有效地刻画样本分布.受核方法的启发,提出了一

种新的黎曼核局部线性编码方法,并成功地应用于视觉分类问题.首先,借助于最近所提出的黎曼核,把对称正定矩

阵映射到再生核希尔伯特空间中,通过局部线性编码理论建立稀疏编码和黎曼字典学习数学模型;其次,结合凸优化

方法,给出了黎曼核局部线性编码的字典学习算法;最后,构造一个迭代更新算法优化目标函数,并且利用最近邻分

类器完成测试样本的鉴别.在 3 个视觉分类数据集上的实验结果表明,该算法在分类精度上获得了相当大的提升. 
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Abstract:  Recent research has shown that better recognition performance can be attained through representing symmetric positive 
definite matrices as points on Riemannian manifolds for many computer vision tasks. However, most existing algorithms only 
approximate the Riemannian manifold locally by its tangent space and are incapable of scaling effectively distribution of samples. 
Inspired by kernel methods, a novel method, called local linear coding based on Riemannian kernel (LLCRK), is proposed and applied 
successfully to vision classification issues. Firstly, with the aid of recently introduced Riemannian kernel, symmetric positive definite 
matrices are mapped into the reproducing kernel Hilbert space by kernel method and a mathematical model of sparse coding and 
Riemannian dictionary learning is constructed by local linear coding theory. Secondly, an efficient algorithm of LLCRK is presented for 
dictionary learning according to the convex optimization methods. Finally, an iterative updating algorithm is constructed to optimize the 
objective function, and the test samples are classified by nearest neighbor classifier. Experimental results on three visual classification 
data sets demonstrate that the proposed algorithm achieves considerable improvement in discrimination accuracy. 
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稀疏表示(sparse representation,简称 SR)源于对经典信号表示的扩展,已广泛应用于机器学习、模式识别以

及信号处理等许多领域 .SR 的核心思想是 :信号在适当选取一组过完备基 (overcomplete bases)或称字典

(dictionary)下,使用尽可能少的基向量来简洁地表达输入信号,以此来揭示信号的内在结构和本质属性.2006 年, 
Huang 等人[1]首次将稀疏表示方法应用于分类研究,开启了稀疏表示理论与应用研究的热潮;Cai 等人[2]通过对

数据投影方向施加稀疏性限制,构造了统一的稀疏子空间学习模型;Raina 等人[3]利用稀疏表示设计了自教(self- 
taught)学习方法,基于此,从大量无标签数据中获取高层语义特征;Mairal 等人[4,5]提出许多应用于纹理分类、手

写数字识别等任务的稀疏表示算法 ;Wright 等人 [6]基于压缩感知 [7]理论与稀疏表示提出的 SRC(sparse 
representation-based classification)分类器在某些标准人脸数据集上获得了非常好的效果.稀疏编码研究表明:非
零系数的基更靠近编码数据,基于此,Yu 等人[8]在研究高维非线性 Lipschitz 平滑函数进行学习时,基于流形假

设,提出了一种在高维非线性流形上的半监督学习方法.该方法是将高维的非线性学习问题转化为简单的全局

线性学习问题,通过局部坐标编码(local coordinate coding,简称 LCC)学习得到基向量的一组锚点,构成一个局部

坐标系,流形上的每个点仅由几个近邻锚点的线性组合来拟合,而线性组合的权重系数就是这个点的局部坐标

编码,从而实现稀疏和局部一致性[9].受 LCC 方法启发,局部约束线性编码(locality-constrained linear coding,简称

LLC)[10]方法同样是在编码时施以局部性约束,但优化问题的求解效率却很高.LLC 编码可以看作是 LCC 编码

的一种快速实现. 
然而,SR 和 LLC 是在欧几里德空间框架下,应用欧氏测度来执行字典学习.正如研究物理问题的时空不完

全是欧氏空间一样,我们所面临的数据未必分布在欧氏空间.认知心理学研究表明:就感知数据而言,样本空间

用弯曲的黎曼流形表达,能够对样本给出很好的解释.在计算机视觉领域,对称正定(symmetric positive define,简
称 SPD)矩阵所诱导的结构非常有用,形成一个非欧、弯曲的黎曼流形,提供了紧凑的目标模型表示方法,融合了

图像多种特征,对目标大小、形状和光照变化等具有很强的鲁棒性,成功地应用在目标跟踪[11]、人脸识别[12]、

纹理分类[13]、行人检测[14]和动作识别[15]等领域. 
作为是一种新型、有效的特征表示模式,可以用矩阵在欧氏空间计算框架下处理 SPD 矩阵,最简单的方法 

是把 n×n 维 SPD 矩阵看作是一个\n(n+1)/2 向量,这样,应用欧氏空间相似测度来评价 SPD 矩阵之间的相似度.向 

量化对称正定矩阵,欧氏距离忽略特征空间的结构信息,降低了特征的有效性.为此,Pennec 等人[11]给 SPD 矩阵

空间赋予一种仿射不变黎曼度量(affine invariant Riemannian metric,简称 AIRM),使 SPD 矩阵空间晋升为黎曼

流形,但利用 AIRM 来度量两个对称正定矩阵之间距离是很耗时的.Tuzel等人[15]提出了采用图像的区域协方差

矩阵(即,对称正定矩阵)作为描述子,在所有正例样本的均值处构建切空间,并把所有特征映射到切空间上,训练

多个弱分类器,利用 LogitBoosting 算法将多个弱分类器整合为一个强分类器,实现两类分类问题.切空间的分类

问题是基于流形在局部上与欧氏空间存在着同胚(diffeomorphsim)映射,这导致指数与对数映射只在一个局部

邻域内是一一映射,因此,流形上的点没有全局坐标.针对以上问题,Arsigny 等人[16]通过在对称正定矩阵空间上

赋予 Log-Euclidean 测度代替 AIRM,形成一种李群结构.这样,Log-Euclidean 框架定义了一个从黎曼流形到向量

空间同构、同胚与等距映射.在此基础上,Tosato 等人[17]进一步将两类问题推广到多类.最近,Carreira 等人[18]基

于 Log-Euclidean 测度,利用支持向量机对多类问题进行分类,较许多 state-of-the-art 方法更有效. 
基于黎曼流形理论,可先通过对数映射将 SPD 矩阵映射到切空间进行相应的计算,再通过指数算子映射回

原空间获得最终分析结果.该思想可以非常方便地将欧氏空间的学习方法推广到黎曼空间,但此类方法存在两

个局限性:第一,需要频繁使用对数映射与指数映射,使算法的效率低下;第二,切空间上的欧氏距离只是流形上

测地距离的近似.为了克服这种局限性,借助于黎曼核,将黎曼流形上的点映射到一个更高维甚至是无限维的再

生核 Hilbert 空间.进而,将欧氏空间的数据分析方法推广到黎曼流形[19−23].在许多情况下,这类方法比切空间方

法具有更优的性能.受此启发,Li 等人[24]提出了基于黎曼核的稀疏表示与字典学习方法,在学习过程,考虑数据

的几何结构,并在黎曼空间更新字典矩阵.然而,局部性具有比稀疏性更重要、更本质的特性,因为局部性必然导

致稀疏性,反之则不成立.基于以上分析,本文结合局部坐标编码与黎曼核方法的思想,提出了黎曼核局部线性

编码(local linear coding based on Riemannian kernel,简称 LLCRK)方法,以对称正定矩阵为输入单位,通过黎曼
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核将其映射到一个更高维甚至是无限维的特征空间,由此,黎曼流形上的局部线性编码问题转化为特征空间的

局部线性编码问题.通过局部线性编码理论,构建字典与编码学习的数学模型.结合最优化理论,给出了高效的

优化算法. 

1.1   黎曼流形 

设 M 是一个 d 维黎曼流形,则对于任意一点 X∈M,都有 X的一个开邻域与欧氏空间\d 的一个开子集同胚. 

点 X 所有切向量全体张成的线性空间称为 M 在点 X 处的切空间,记为 TXM;切空间矢量 v∈TXM 的范数记为 
2|| || ,X X= 〈 〉v v v ;X与 Y两点之间的距离是连接 X与 Y的一条光滑曲线,测地线为所有在流形上连接 X和 Y的最 

短光滑曲线;对于完备流形来说,任意两点之间只存在一条测地线.切空间 TXM 构成向量空间,而黎曼流形 M 是

非向量空间.流形、测地线、切空间和切矢量的关系如图 1 所示.通过黎曼指数映射 EX:TX→M 映射切向量 v到
黎曼流形 M 上从点 X 出发等长同向测地线.EX 逆映射 LX:M→TXM 将黎曼流形 M 上点 X 到点 Y 测地线映射为 

切空间 TX 中等长同向矢量 v.对于 X,Y∈M,从 X 到 Y 测地线的切向量定义为 ( ),XXY L Y= =
JJJG

v 并且指数映射将 v 

映射到流形上的点 Y=EX(v). 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.1  Geodesic and tangent vector 
图 1  测地线与切向量 

设 S+(n)={X|X∈S(n),uTXu>0,∀u∈\n}表示 n×n阶对称正定矩阵集合,则 S+(n)是一个可微的黎曼流形 M.对于 

任意矩阵 P∈S+(n),P可被分解为 P=UΛUT,其中,U为 P的特征向量构成的矩阵,Λ是对角矩阵,则相应指数与对数

运算为 
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对于黎曼流形 M 上的任意一点 X,均可做一切空间 TXM 与流形 M 的微分同胚.对于切空间中每一个切向量

Si,可通过指数映射将 Si 映射为流形 M 上从点 X出发的等长同向的测地线,则指数映射定义为 
EX(Si)=Pi=X1/2exp(X−1/2SiX−1/2)X1/2, 

其中,exp(⋅)表示矩阵指数算子. 
而指数映射逆映射,即对数映射定义为 

LX(Pi)=Si=X1/2log(X−1/2PiX−1/2)X1/2, 
其中,log(⋅)表示矩阵对数算子. 

1.2   稀疏表示与局部线性编码 

1.2.1   稀疏表示 

稀疏表示[25]是在一定的误差范围内,从一组过完备基 1{ }m n
i id =∈\ 组成的集合中选取少量基信号,线性表示

输入信号 x∈\m.通常,这些基被称之为原子,它们的集合称为字典,稀疏表示数学模型定义如下: 

TXM

v=LXY
v

EX(v) 

Y

X
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0min || ||

s.t.  x D
α

α

α

⎧⎪
⎨

=⎪⎩
 (1) 

其中,D=[d1,d2,…,dn]∈\m×n 为基矩阵,α∈\n 为系数向量,向量α的A0 范数表示向量中非零元素的数目.但是,公式

(1)已被证明是一个 NP-hard 问题,计算非常复杂.知名学者 Donoho[7],Candes 和 Tao[26]已证明:在足够稀疏的条

件下,A1 范数等价A0 范数,即: 

 
1min || ||

s.t.  x D
α

α

α

⎧⎪
⎨

=⎪⎩
 (2) 

由于A1 范数是凸的,所以公式(2)是凸优化问题.考虑到信号通常被噪声污染,在公式(2)中引入噪声项,则稀 

疏表示模型为 
 1 2min || || ,   s.t.  || ||

x
x Dα α ε− ≤  (3) 

另外,稀疏表示模型还可表示为如下正则化表达方式: 

 2
2 1

1min || || || ||
2x

x Dα λ α− +  (4) 

其中,λ为正则化参数,用于均衡稀疏性与稀疏表达误差. 
1.2.2   局部线性编码 

局部线性编码是将数据信号 x∈\m 分解为锚点的线性组合.也就是说,每个数据信号是由数据点近邻的少 

数几个基信号或者字典原子的线性组合,局部线性编码严格的数学模型如下所示: 

 2 2
1 2 2,

1ˆ ˆ{ ,{ } } min || || | | || ||
2

N j
i i i i j iD i j

D x D d x
℘ α

α α μ α
∈

⎛ ⎞
= − + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑  (5) 

其中,D=[d1,…,dn]∈\m×n 为基矩阵,℘={D|||di||≤1,i=1,…,n}是 D 的凸可行集,αi∈\n 是重构系数.目标函数的第 1 

项为重构误差;第 2 项表示局部性,物理意义是数据点 x 离字典原子 dj 越近,其重构系数越大.参数μ用于折中目 
标函数中两项的重要程度,||⋅||2 表示A2 范数.由于目标函数中有两个变量,目标函数对于它们不能同时是凸的,但 

如果一个固定,则对另一个量,其目标函数是凸的.因此,我们首先固定字典 D,求解稀疏编码α,那么目标函数(5)
变换为如下形式: 

 2 2
2 2

1ˆ min || || | | || ||
2

j
j

j
x D d x

α
α α μ α= − + −∑  (6) 

令 2
2|| ||jj jd xΛ = − ,β=Λα,并且假设 dj≠x,则目标函数(6)改写为如下形式: 

 1 2
2 1

1ˆ min || || || ||
2

x D
β

β Λ β μ β−= − +  (7) 

其中, 1|| || | |j
j

β β= ∑ 表示β的A1 范数. 

令Γi=DΛ−1,公式(7)被重写为 

 2
2 1

1ˆ min || || || ||
2

x
β

β Γβ μ β= − +  (8) 

这等价于标准的稀疏编码,我们可以利用 feature-sign-search[27]算法优化目标函数求得稀疏编码.获得数据

信号的稀疏编码以后,再把字典 D 看作未知变量,对其进行优化,重写目标函数(5)如下: 

 2 2
2 2

1ˆ min || || | | || ||
2

j
jD j

D x D d x
℘

α μ α
∈

= − + −∑  (9) 

显然,公式(9)是一个二次规划问题,我们可以利用块坐标下降法和随机梯度下降法求解. 

2   黎曼核局部线性编码 

S+(n)不是欧氏空间,而是一个可微的黎曼流形,没有点积运算,因此,欧式空间的核函数不能用于对称正定
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矩阵样本集.基于此,最近几年,黎曼核得到广泛的研究,文献[14]给出了基于测地距离的伪核. 
 kR(X,Y)=exp{−σ−1dG(X,Y)} (10) 

其中,
1 1

2 2 2( , ) logGd X Y trace X YX
− −⎛ ⎞⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
,trace(⋅)表示矩阵的迹.最近,Sra 等人[19]使用 Bregman 测度引入半正定 

Stein 核,即: 

 ( , ) det( ) det( )
( , 2

( )
e)

det
S X Y d X Y

k X Y
X Y

σ σ
σ σ

σ
−= =

+
 (11) 

其中, 1 2 1 1, ,..., :
2 2 2 2

d dσ τ τ− −⎧ ⎫ ⎧ ⎫∈ ∪ ∈ >⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎩ ⎭ ⎩ ⎭

\ ,d 为 X 的行数,或者列数.Li 等人[24]研究了 Log-Euclidean 黎曼度量 

下协方差矩阵的李群结构,给出了黎曼正定核函数表达: 
 kR(X,Y)=exp(−γ||log(X)−log(Y)||2) (12) 

第 1 种把欧式空间的高斯核函数引入黎曼流形的方式是,仅将欧式空间距离函数替换仿射不变黎曼度量

(affine invariant Riemannian metric,简称 AIRM)[28],这样并不能确保替换后一定是正定核;第 2 种核函数使用

Stein 度量近似测地距离,只有在核宽度σ取某些值的情况下,才能保证正定性;第 3 种克服了前两种的缺点,所提

出的核函数能够有效地刻画测地距离,这样可以精确地测量重建误差,并且也满足 Mercer 条件.因此,本文采用

第 3 种核进行数据分析. 

2.1   目标函数 

给定 d 维黎曼流形 M 中的一个样本集 X=[X1,X2,…,XN],X 是对称正定矩阵集合,N 为样本总数.黎曼流形框

架上局部线性编码的基本思想是:首先,通过非线性映射φ将分布在黎曼流形 M 上的样本映射到再生核 Hilbert
空间 F 中,即,φ(X)=[φ(X1),…,φ(XN)];然后,在空间 F 中实现局部线性编码.这样,黎曼流形框架上局部线性编码准

则函数可表示为 

 2 2
1 2 2

, 1 1

ˆ ˆ{ ,{ } } min || ( ) ( ) || | | || ( ) ( ) ||
n

i

N n
N k

i i i i k i
D i k

D X D D X
℘ α

α φ φ α μ α φ φ
∈ ∈ = =

⎛ ⎞
= − + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑

\
 (13) 

其中,Xi 是样本集 X 中的第 i 个样本; 1[ ,..., ]n T
i i iα α α= 是 Xi 的稀疏表示向量;Dk 是字典原子,并且 D=[D1,D2,…,Dn]; 

参数μ用于折中目标函数两项的重要程度. 

2.2   优化算法 

目标函数是D和αi非凸函数,因此它没有闭式解(close-form solution).本文构建了一种迭代算法用以优化这

个目标函数,其核心思想是:固定字典矩阵 D,求出一个最优的稀疏编码向量αi;然后固定αi,求出一个最优的字典

D,当某个迭代终止条件满足时,输出字典 D 和编码向量αi.对于每一个样本 Xi,在给定 D 的情况下,对稀疏编码αi

学习,重写目标函数(13)如下: 

 2 2
2 2

1

ˆ min || ( ) ( ) || | | || ( ) ( ) ||
n

i

n
j

i i i i j i
j

X D D X
α

α φ φ α μ α φ φ
∈ =

⎛ ⎞
= − + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

\
 (14) 

令对角矩阵Λi 的对角元素为 2
2( , ) || ( ) ( ) || ,i i kk k X DΛ φ φ= − k=1,…,n;βi=Λiαi,并且假设 Dj≠Xi,则目标函数(14)改 

写为如下形式: 

 1 2
2 1

1ˆ min || ( ) ( ) || || ||
2i

i i i i iX D
β

β φ φ Λ β μ β−= − +  (15) 

其中, 1|| || | |j
i ij

β β= ∑ 表示βi 的A1 范数. 

展开目标函数(15),除去与βi 无关的项,利用核函数重写目标函数为 

 1 1 1
1

ˆ arg min ( , ) ( , ) 2 ( , ) || ||
i

T
i i i i i i i i i ik X X K D D K X D

β
β β Λ Λ β Λ β μ β− − −= + − +  (16) 

其中, 
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• K(Xi,D)=[aj]n×1,aj=k(Xi,Dj); 
• K(D,D)=[aij]n×n,aij=k(Di,Dj); 
• 2

2( , ) || ( ) ( ) || ( , ) ( , ) 2 ( , ).i i k i i k k i kk k X D K X X K D D K X DΛ φ φ= − = + −  

我们可以利用 feature-sign-search 优化目标函数求得稀疏编码.获得数据信号的稀疏编码后,对字典 D 进行

学习,重写目标函数(13),展开并除去与字典无关项,即: 

 

 2
2
2

1 1 1 2

1 1 1 1 1

min ( ) ( ) | | || ( ) ( ) ||

1min ( ) ( ) ( ) ( ) | | ( ( ) ( ) 2 ( ) ( ))
2

1min ( ,
2

N n n
j k

i i j i k iD i j k

N n n n n
j q T j T k T T

i i j q i j i i k k k iD i j q j k

j q
i i jD

J X D D X

D D D X D D D X

K D

℘

℘

℘

φ α φ μ α φ φ

α α φ φ α φ φ μ α φ φ φ φ

α α

∈ = = =

∈ = = = = =

∈

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − + −
⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞

= − + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

∑ ∑ ∑

∑ ∑∑ ∑ ∑

1 1 1 1 1
) ( , ) | |( ( , ) 2 ( , ))

N n n n n
j k

q i j i i k k k i
i j q j k

D K D X K D D K D Xα μ α
= = = = =

⎛ ⎞
− + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑∑ ∑ ∑

 (17) 

采用迭代优化字典每一原子的方法来进行字典学习.设当前需要优化的字典第 m 原子为 Dm,m∈(1,2,…,n),
对目标函数(17)求导,可得: 

 
1 1

1 1 ( , )(log log ) ( , )(log log )( | |)
2

N n
m q m m
i i m q m q m i m i i i

i qm m

J K D D D D K D X D X
D D

γ α α α α
= =

⎛ ⎞∂
= − − − − +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠

∑ ∑  (18) 

为了获得优化的 Dm,令∂J/∂Dm=0.这样,我们很容易得到 logDm.然而,由于目标函数中存在核函数项 K(Dm,⋅)
和 logDq,求解仍很困难.因此,采用迭代算法来获得近似解.在第 k 次迭代中,我们使用第 k−1 次结果计算核函数

项 K(Dm,⋅)和 logDq.采用文献[24]中提供的方法获得字典更新的表达式,即: 
 exp(log( ) log( / ))

mm m D mD D d f Dε= + − ∂ ∂  (19) 

其中, ( )
mDd U 表示在 Dm 点的矩阵对数与切矩阵 U 位移之差. 

2.3   算法描述 

输入:来自黎曼流形上的训练集 1{ }N
i iX X == ,Xi 为对称正定矩阵;测试样本 Y;核函数; 

输出:黎曼字典 1{ } .n
i iD D ==  

步骤 1. 从 X 中随机选取 n 个样本初始化字典 D={Di}; 

步骤 2. 根据当前 D,由公式(16)求解稀疏表示βi,再由 1 ;i i iα Λ β−=  

步骤 3. 固定αi,由公式(17)求得 D; 
步骤 4. 返回步骤 2,直至目标函数的值在连续两次迭代中足够接近或达到最大迭代次数. 

3   实  验 

为了保证实验的充分性与广泛性,选用了 3 个具有不同特点的数据集,分别是 Brodatz 纹理数据集、ETHZ
行人数据集和 FERET 人脸数据集,以验证 LLCRK 算法的有效性.实验中采用协方差矩阵(即,对称正定矩阵)表
示图像,以此构成 Riemannian 流形上的数据.设 I 表示灰度图像灰度值或三维彩色图像分量集合,F 是从图像 I
中提取的图像特征,则有: 

F(x,y)=φ(I,x,y), 
其中,φ表示与图像属性有关的映射,比如灰度、颜色和梯度等.φ(I,x,y)的值域可以张成 d 维实空间,所有像素对 

应的φ(I,x,y)值均为 d维实空间中的一点.对于给定目标区域,区域内所有像素对应的φ值可以表示为 1{ }n
i i=z ,zi为 d 

维实向量,n 为区域内像素个数,则目标区域协方差矩阵 CR 定义为 

1

1 ( )( ) ,
1

n
T

R k k
k

C
n =

= − −
− ∑ z zμ μ  

其中,μ为向量集 1{ }n
i i=z 的均值. 
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3.1   数据集描述 

在我们的实验中用到了 3 个数据集,数据集的信息汇总如下. 
• Brodatz 纹理数据集 
该数据集包括 111 幅 640×640 的纹理图像,也即有 111 个不同纹理类,具有 256 个灰度级.图 2 显示了来自

Brodatz 纹理数据集的部分纹理图像.首先把每张图像不重叠地分割成 16 张 160×160 的子图,即,每类含有 16 个 

数据,共 1 776 个数据.实验中取
2 2

2 2( , , ) , , ( , ), , , ,
T

I I I II Iφ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂

= ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
x y x y x y

x y x y
,其中,I(x,y)坐标为(x,y)处灰度值, 

I∂
∂x

为(x,y)处横向一阶梯度, I∂
∂y

为(x,y)处纵向一阶梯度,
2

2
I∂

∂x
为(x,y)处横向二阶梯度, 2

2I∂
∂y

为(x,y)处纵向二阶梯 

度.这样,得到 zi 的维数是 7 维,计算得到 CR 为 7×7 的对称正定矩阵. 

 

Fig.2  Some texture images from Brodatz texture data set 
图 2  来自 Brodatz 纹理数据集的部分纹理图像 

• ETHZ 行人数据集 
该数据集广泛用于视频跟踪和人体目标再识别算法的实验评价,由移动像机从不同角度拍摄的 3 个图像

序列组成,提供了一系列行人外观变化.第 1 个图像序列包括 83 个行人的 4 857 幅图像;第 2 个图像序列包括 35
个行人的 1 936 幅图像;第 3 个图像序列包括 28 个行人的 1 762 幅图像.这些跟踪序列包含部分遮挡、严重遮

挡以及剧烈光照变化的图像.图 3 显示了来自 ETHZ 数据集的部分行人图像.为了描述每幅图像,使用如下特 
征计算方差加以描述: , , , , , , , , ,( , , ) [ , , , , , , , , , , ],x y x y x y x y x y x y x y x y x yI R G B R G B R G Bφ ′ ′ ′ ′′ ′′ ′′=x y x y 其中,x,y 表示像素的位置.Rx,y, 

Gx,y 和 Bx,y 分别表示相应的颜色信息,而且, , ,x y
C CC

⎡ ⎤∂ ∂′ = ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦x y
和

2 2

, 2 2,x y
C CC

⎡ ⎤∂ ∂′′ = ⎢ ⎥
∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦x y

分别表示颜色 C 的梯度和拉 

普拉斯算子.这样得到 zi 的维数是 11 维,计算得到 CR 为 11×11 的对称正定矩阵. 

 

Fig.3  Some pedestrian images from ETHZ data set 
图 3  来自 ETHZ 数据集的部分行人图像 

• FERET 人脸数据集 
该数据集由 1 199 人的 14 126 幅人脸图像组成,包括不同表情、光照条件、姿态以及不同时间拍摄的图像.

本文选取其中带有‘b’的一个子集进行算法性能评价,该子集由 198 个人组成,每个人 7 幅图片.在实验中,所有人

脸图像都经过了标准化处理,即:首先标定出人脸图像中两眼的位置,并在该位置将图像对齐;然后,剪切出图像

中的面部区域,并将其缩放成统一的 64×64 大小.图 4 显示了来自 FERET 数据集的部分人脸图像,这些图像包含

了 ba,bd,be,bf,bg,bj,bk 这 7 种标识符.实验中,取 x,y 坐标,(x,y)处灰度值,选择 5 个尺度、8 个方向 Gabor 变换提

取图像的局部特征,得到 zi 的维数是 43 维.这样,计算得到 CR 为 43×43 的对称正定矩阵. 
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Fig.4  Some face images of one person from FERET data set 
图 4  来自 FERET 数据集中某个人的部分人脸图像 

3.2   实验环境设置 

针对 LLCRK 算法与其他相关算法的关系,对比算法包括: 
• 稀疏表示分类(sparse representation-based classification,简称 SRC)[6]; 
• 局部限制线性编码(locality-constrained linear coding,简称 LLC)[10]; 
• 张量稀疏编码(tensor sparse coding,简称 TSC)[29]; 
• Log-Euclidean 稀疏表示(log-Euclidean sparse representation,简称 logE-SR)[30]; 
• 基于 Stein 核的黎曼稀疏表示(Riemannian sparse representation,简称 RSR)[19]; 
• Log-Euclidean 核稀疏表示(log-Euclidean sparse representation,简称 logE-KSR)[24]. 
其中,SRC 是经典稀疏表示学习算法,LLC 是由局部限制所诱导出的稀疏表示分类学习算法,这两种算法处

理的数据用向量表示,是基于非黎曼框架的方法;TSC 扩展了基于向量形式的稀疏编码,编码的对象是对称正定

矩阵,衡量两个对称正定矩阵的逼近程度是 LogDet 散度;logE-SR 利用黎曼测度度量对称正定矩阵之间的距离,
并在对数域进行稀疏分解;RSR 利用半正定 Stein 核在高维希尔伯特空间度量黎曼流形两点之间的相似性,并在

该空间求解稀疏表示;logE-KSR 利用正定高斯核度量黎曼流形点与点之间的相似性测度,基于此进行稀疏 
分解. 

实验中涉及到的算法均需设置参数,为了公平起见,对每一种算法,我们都尝试了多种参数的设置,最后选 

择最佳的参数作为最终实验结果.对于 RSR 算法,Stein 核参数σ的搜索范围为
1 2 1, ,...,
2 2 2

m −⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

,m 为对称正定矩 

阵的行数或者列数.对于我们所提出的算法,核函数选择公式(12)给出的黎曼核,其中,γ遍历集合{10−4,10−3,10−2, 
10−1,100,101,102}的所有值. 

对于 Brodatz 纹理数据集,随机地选取每类中的 t(t=8,10,12)个图像作为训练数据,其余作为测试数据进行实

验.对于 ETHZ 行人集,为了计算上方便起见,将图像统一缩放至 64×32 分辨率,对于每个行人,随机地选择 t=10
张图像作为训练集,剩下的作为测试集;对于 FERET 人脸数据集,随机地选取每个人的 t(t=3,4,5)个图像作为训

练数据,剩下的作为测试数据进行实验.对每种数据集的训练\测试分割,重复 10 轮,得到训练数据集和测试数据

集的不同划分,平均识别率作为最终性能指标.在实验中,首先基于训练集提取特征,构造一个超完备字典,分别

利用以上算法获得数据紧致的稀疏表示,进而采用简单的最近邻分类器对得到的稀疏特征进行分类. 

3.3   识别率 

基于上述数据集和环境设置,表 1~表 3 列出了不同算法的最优识别率及其对应的标准差和字典原子个数.
图 5~图 7 显示了不同算法的分类性能对字典原子个数变化曲线,横坐标表示字典原子个数,纵坐标为识别率. 

Table 1  Performance of different algorithms on Brodatz dataset 
表 1  Brodatz 数据集上不同算法的性能 

 8训练 10训练 12训练 
SRC 72.01%±2.08% (532) 73.45%±2.32% (529) 75.34%±2.83% (581) 
LLC 74.01%±2.67% (648) 77.45%±2.45% (684) 80.34%±2.43% (721) 
TSC 88.02%±1.08% (638) 89.55%±1.52% (724) 91.34%±1.93% (521) 

logE-SR 93.44%±1.35% (723) 93.55%±2.30% (699) 95.88%±1.87% (655) 
RSR 94.40%±1.89% (484) 95.92%±0.98% (752) 97.24%±1.21% (659) 

logE-KSR 97.16%±1.28% (692) 97.64%±1.11% (713) 97.24%±1.28% (889) 
LLCRK 98.39%±0.87% (731) 99.72%±0.05% (621) 99.87%±0.03% (750) 
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Table 2  Performance of different algorithms on ETHZ dataset 
表 2  ETHZ 数据集上不同算法的性能 

 第1序列 第2序列 第3序列 
SRC 43.23%±3.62% (427) 33.12%±3.97% (469) 37.67%±4.23% (222) 
LLC 44.12%±4.13% (423) 35.00%±4.97% (234) 38.45%±3.45% (217) 
TSC 80.65%±1.52% (535) 78.00%±1.97% (189) 88.02%±1.23% (189) 

logE-SR 87.75%±1.73% (589) 89.05%±1.26% (235) 91.20%±1.64% (231) 
RSR 89.82%±1.12% (623) 89.84%±1.46% (296) 92.52%±1.95% (218) 

logE-KSR 92.44%±1.51% (553) 92.15%±1.03% (320) 94.44%±1.24% (189) 
LLCRK 98.39%±0.84% (375) 94.21%±0.99% (299) 96.56%±0.78% (247) 

Table 3  Performance of different algorithms on FERET dataset 
表 3  FERET 数据集上不同算法的性能 

 3训练 4训练 5训练 
SRC 93.34%±1.53% (398) 94.49%±1.12% (358) 97.02%±1.79% (444) 
LLC 94.23%±1.67% (423) 95.69%±1.32% (412) 98.13%±1.79% (432) 
TSC 81.30%±2.34% (392) 88.49%±2.12% (358) 93.02%±2.09% (495) 

logE-SR 92.71%±1.72% (434) 94.93%±1.67% (555) 97.05%±1.78% (576) 
RSR 95.75%±1.14% (483) 96.54%±1.26% (589) 98.88%±1.09% (432) 

logE-KSR 97.13%±1.01% (479) 98.03%±1.03% (389) 99.54%±1.11% (389) 
LLCRK 98.56%±0.69% (584) 99.97%±0.04% (421) 99.98%±0.02% (501) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) 8 个训练数据                  (b) 10 个训练数据                 (c) 12 个训练数据 

Fig.5  Recognition rate curves of different algorithms versus different numbers of atoms for Braodatz dataset 
图 5  不同算法在 Brodatz 数据集中随着字典原子个数变化的识别率曲线图 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) 第 1 个序列                    (b) 第 2 个序列                   (c) 第 3 个序列 

Fig.6  Recognition rate curves of different algorithms versus different numbers of atoms for ETHZ dataset 
图 6  不同算法在 ETHZ 数据集中随着字典原子个数变化的识别率曲线图 
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(a) 3 个训练数据                   (b) 4 个训练数据                   (c) 5 个训练数据 

Fig.7  Recognition rate curves of different algorithms versus different numbers of atoms for FERET dataset 
图 7  不同算法在 FERET 数据集中随着字典原子数变化的识别率曲线图 

3.4   参数敏感性 

参数选择是一个公开问题,没有可靠的理论作为依据,这部分主要考察正则化参数μ与黎曼核参数γ对分类

精度的影响.具体而言,我们在 FERET 数据集中随机地选取每类中的 3 个数据作为训练集,其余作为测试数据进

行实验,通过最近邻分类器计算分类识别率.实验对每种训练\测试分割,重复 10 轮,得到训练数据集和测试数据

集的不同划分,平均识别率作为最终性能指标.图 8 显示了固定字典原子个数为 500 和正则化参数μ=10,遍历不

同核参数γ所对应的识别率.图 9 显示了固定字典原子个数为 500 和核参数γ=1,不同正则化参数μ,LLCRK 在

FERET 数据集上识别率的对比情况. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.8  Classification accuracies using           Fig.9  Classification accuracies using 
different kernel parameter γ                different regularization parameter μ 

图 8  不同核参数γ对应的识别率            图 9  不同正则化参数μ对应的识别率 

3.5   实验结果总体讨论 

上面我们在 3 个不同图像数据集上对所提算法进行了较为全面的评价,表 1~表 3 列出了各种算法对应的

最好结果及其对应的标准差和字典原子数,图 5~图 7 给出了各种算法平均识别率对字典原子数变化曲线,图 8、
图 9 分别对参数的敏感性进行了研究性实验.从上述实验结果可以得到如下主要结论: 
 (1) 通过实验中在相同数据集下各种算法识别率的综合比较,TSC 算法的效果在矩阵表示方法中最差.这
表明,黎曼测度较欧氏测度能够在一定程度上刻画数据的非线性结构,可更有效地保留数据判别信息; 
 (2) 只要字典原子个数超过某个阈值,LCCRK 均一致地超过其余的 4 种算法,这说明,具有局部限制结构与

正定黎曼核相融合的方法更有助于刻画数据的非线性流形结构,因而在实验中能够获得最优的识别性能; 
 (3) 字典原子的个数并不是越多越好,当字典原子达到饱和时,再继续增加字典原子个数,识别率反而下降.
这也印证了字典原子增多反而会破坏稀疏性条件,使识别率有所降低的结论; 
 (4) 算法缺点:算法中使用了核函数,且核函数由于需要进行对数运算,其算法时间复杂度相对较高,很难推
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广到大数据中.考虑使用 Nystrom 等算法来加速核函数的计算,是进一步的研究方向. 

4   总  结 

本文提出一种新颖的黎曼核局部线性编码分析算法,在黎曼流形框架下,将数据从原始的黎曼流形上映射

到一个更高维甚至是无穷维的特征空间中,进而把局部线性编码与黎曼核整合在单目标函数中,提取用对称正

定矩阵所描述数据有效稀疏表示.在所有数据集上,LCCRK 算法在实验中表现得最好,主要是因为 LCCRK 同时

考虑了数据的局部性和非线性性质,并且全面继承了 logE-KSR 算法的优点,从而得到最优的识别性能.进一步

的研究方向:考虑使用 Nystrom 等算法来加速核函数的计算和探索高效的核函数,实现黎曼流形上局部线性 
编码. 
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