
 

软件学报 ISSN 1000-9825, CODEN RUXUEW E-mail: jos@iscas.ac.cn 
Journal of Software,2015,26(9):2278−2285 [doi: 10.13328/j.cnki.jos.004705] http://www.jos.org.cn 
©中国科学院软件研究所版权所有. Tel: +86-10-62562563 

 

Extended IF 逻辑的命题演算系统
∗
 

许文艳 

(西安电子科技大学 数学与统计学院,陕西 西安  710071) 

通讯作者: 许文艳, E-mail: xwykiki@126.com 

 

摘  要: Extended IF 逻辑是一阶逻辑的扩张,其主要特点是可表达量词间的相互依赖和独立关系,但其命题部分

至今没有得到公理化.基于 Cirquent 演算方法,给出了一个关于 Cirquent 语义(命题水平)可靠完备的形式系统.该系

统能够很好地解释和表达命题联结词间的相互依赖和独立关系,从而使 Extended IF 逻辑在命题水平得到了真正意

义上的公理化. 
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A Formal System for Propositional Extended IF Logic 

XU Wen-Yan 

(School of Mathematics and Statistics, Xidian University, Xi’an 710071, China) 

Abstract:  Extended independence-friendly (IF) logic is an extension of classical first-order logic. The main characteristic of IF logic is 
to allowing one to express independence relations between quantifiers. However, its propositional level has never been successfully 
axiomatized. Based on Cirquent calculus, this paper axiomatically constructs a formal system, which is sound and complete w.r.t. the 
propositional fragment of Cirquent-based semantics, for propositional extended IF logic. Such a system can account for independence 
relations between propositional connectives, and can thus be considered an axiomatization of purely propositional extended IF logic in its 
full generality. 
Key words:  Cirquent calculus; computability logic; Extended IF logic 

Independence-Friendly (IF)逻辑是一阶逻辑的保守扩张,它是由 Hintikka 和 Sandu 在文献[1]中首次提出的.
其主要特点是能够表达量词间的相互依赖和独立关系,例如其中的公式: 
 ∀x∀y(∃z/∀y)(∃t/∀x)p(x,y,z,t) (1) 
在语义上表示对任意的 x 和 y,存在依赖于 x 但不依赖于 y 的 z,以及依赖于 y 但不依赖于 x 的 t,使得 p(x,y,z,t)是
真的.在一阶逻辑中,如果一个存在量词∃z 在全称量词∀y 的辖域中,那么变量 z 的取值一定依赖于变量 y 的取值.
但在 IF 逻辑中,若存在量词∃z 虽然在全称量词∀y 的辖域中但其后标有/∀y,则 z 的取值不依赖于 y 的取值.换句

话说,IF 逻辑通过对量词后面标注/ (称为 Slash)来表达量词间的相互依赖和独立关系.这使得 IF 逻辑比一阶逻

辑具有更强的表达能力.例如,上面的公式(1)在一阶逻辑中就无法通过对量词的线性重组而得到表达. 
由于 IF 逻辑较强的表达能力和它采用的关于不完全信息的博弈语义,IF 逻辑自提出以来已经受到许多学

者的关注和研究[1−8].特别是文献[5]将 IF逻辑进一步扩张,得到所谓的 Extended IF逻辑.Extended IF逻辑包含有
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两种否定:一种是 IF逻辑中也有的强否定∼;另一种是 IF逻辑中没有的弱否定¬.强否定∼和通常所见否定算子的

逻辑功能类似:公式∼A 是将公式 A 中的所有算子和原子变为它们的对偶而得到的.但弱否定¬不能运用于公式

的任何位置:它只能运用于整个 IF 逻辑公式的前面.例如,∀x∀y¬∀z(∃t/∀x)p(x,y,z,t)在 Extended IF 逻辑中是非法

的表达.这种有点奇怪的情形主要是因为现有的 IF 逻辑方法已经不能为¬提供合理的语义.因此,这就需要有更

好更广的方法出现. 
2006 年,Japaridze 为公理化可计算性逻辑理论 [9,10],提出了一种新的证明理论和方法——Cirquent 演 

算[11].相比于传统的证明理论,该方法研究处理的是一种基于图的电路式结构——Cirquent,而不是传统的公式、

相继式等树形结构.这种结构的最大特点是允许分享子结构.例如在图 1 表示的 Cirquent 中(这是文献[12]给出

的 Cirquent 的概念,本文所讨论的 Cirquent 概念将比这个更广),同一个孩子可被不同的父亲分享(即不同的父亲

可以有相同的孩子),而这是传统的树形结构所不允许的. 
 
 
 
 

Fig.1 
图 1 

正是由于这个特点,Cirquent 演算具有很强的表达能力和很高的证明效率.文献[12]证明了即使限制在命题

逻辑水平,相应的 Cirquent 演算系统 CL8 也比传统相继式演算系统的证明效率有指数级的提高.这就使得

Cirquent 演算在知识库系统、人工智能行为规划、电路等价性验证等领域有着良好的应用前景和广阔的发展

空间.该理论自提出以来,已经在基础理论方面得到了进一步的研究和发展[12−19]. 
回到前面提到的 Extended IF 逻辑.除了其弱否定¬的逻辑行为有点奇怪之外,Extended IF 逻辑自提出以来

的另一个遗憾就是:其命题部分至今没有得到公理化.Japaridze在文献[13]中对 Cirquent概念进行了一系列的推

广,特别是将 Cirquent 概念推广到带有簇和级两个参数(正规定义见后文)的水平.形象地说,簇是推广了的逻辑

与门或或门.每个簇可看作是同类型的若干个门组成的集合,在同一个簇里的这些门,同时(平行地)分享共同的

选择(都选择左或者都选择右).级可看作是比簇更高一级的操控台,每个级是若干个簇组成的集合.所有级的线

性排列指明了这些操控台应该按怎样的顺序执行选择.文献[13]指出:带有簇和级的Cirquent能够表达命题联结

词间的相互依赖和独立关系,而这正是 Extended IF 逻辑为发展其命题部分所寻求的.因此,人们可利用 Cirquent
演算将 Extended IF逻辑进行公理化和扩张.这里仅举一个简单的例子说明两者的上述关系,例如 Extended IF逻

辑中的公式: 
 ∀x(∃y/∀x)p(x,y) (2) 

假设论域是{1,2},则公式(2)可改写为 
 (p(1,1)∨y/∧xp(1,2))∧x(p(2,1)∨y/∧xp(2,2)) (3) 

进一步地,将上面的 p(1,1),p(1,2),p(2,1),p(2,2)改写为原子 p,q,r,s,则公式(3)变为如下的命题公式: 
 (p∨y/∧xq)∧x(r∨y/∧xs) (4) 

这里,我们将∀x 改为∧x,∃y 改为∨y,其中的上标 x,y 表明相应的命题联结词∨或∧是由哪个量词得到的;同时,
用∨y/∧x 表明标有上标 y 的命题联结词∨不依赖于(独立于)标有上标 x 的命题联结词∧.最后,根据文献[13]的
Descriptions 7.4,公式(4)变为如下的 Cirquent: 
 1 2 11 2 1

( ) ( )p q r s∨ ∧ ∨  (5) 

在 Cirquent 中,若一个联结词的下标为 ki,则表明该联结词属于簇 k,且簇 k 属于 i 级.从而,公式(5)中同属于

簇 1 的两个联结词∨独立于属于簇 2 的联结词∧.从这个例子我们确实看到,带有簇和级的 Cirquent 能够表达命

题联结词间的相互依赖和独立关系.同时,带有簇和级的 Cirquent 对 Extended IF 逻辑的弱否定¬的问题也迎刃

而解(见文献[13]的 Descriptions 7.5,Descriptions 7.6).但是,文献[13]的上述结论只是从语义角度给出的,并没有

¬Q Q PP
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给出具体的公理系统. 
基于上述背景,本文从语构角度出发,给出了关于 Cirquent 语义(命题水平)可靠完备的形式系统 EIFP.该系

统是带有簇和级两个参数的 Cirquent 演算系统,它能很好地解释、表达命题联结词间的相互依赖和独立关系,
从而为 Extended IF 逻辑的命题部分提供了一个可靠完备的公理系统,使 Extended IF 逻辑在命题水平得到了真

正意义上的公理化.我们将看到:本文给出的系统是经典命题逻辑系统的扩张,同时也是文献[19]中系统 IFP的进

一步扩张. 
第 1 节介绍与本文相关的基本概念[13].第 2 节给出 Cirquent 演算系统 EIFP 的公理和推理规则,证明所有推

理规则是双向保真的,最后证明系统 EIFP 的可靠性与完备性. 

1   预备知识 

我们用大写字母 P,Q,R,S,…表示原子,原子 P 及其否定¬P 称为文字.本文所讨论的公式是(由文字和二元联

结词∧,∨生成的,且¬只运用于原子的)经典命题逻辑公式. 
Cirquent 是带有簇和级两个参数的公式(在 Cirquent 演算理论中,Cirquent有更广的定义(见文献[13])).其中, 
• 簇是对公式中出现的所有∧,∨联结词组成的集合的划分(划分成的子集也称为簇),且满足条件:同一簇

中的联结词具有相同的类型(∧或∨); 
• 级是对所有簇组成的集合的进一步划分,该划分将所有簇组成的集合划分成两个子集(这两个子集也

称为级),且满足条件:同一级中的簇具有相同的类型. 
每个簇有唯一的正整数与其对应,称为簇 ID.簇 k 是指簇的 ID 是 k.包含∧-簇的级称为合取级,包含∨-簇的级

称为析取级.若簇 k 在第 1 级(第 2 级)中,我们说簇 k 在 1 级(簇 k 在 2 级).例如,图 2 表示一个带有 4 个簇 2 个级

(1 级为析取级,2 级为合取级)的 Cirquent. 
 
 
 
 

Fig.2 
图 2 

为了节省空间和表达方式的紧致,本文将用公式的形式表达 Cirquent,只是在公式中出现的每个联结词右

下角加注下标 ki——表明该联结词属于簇 k 且簇 k 在 i 级(i∈{1,2}).例如,上段示例中的 Cirquent 将表示为 
1 2 1 1 1 2 11 4 1 2 3 4 3

(( ) ( )) (( ) ( )).q q q q p r q p∨ ¬ ∧ ∨ ¬ ∨ ∨ ∧ ∨ ¬  

在一个给定的 Cirquent C 中,若簇 k 的成员只有一个,则称簇 k 是单身的;否则,簇 k 是非单身的.若 C 中所有

的簇都是单身的,则称 C 是经典的;否则,称 C 是非经典的.C 中一个联结词 a 的水平,记为 LC(a),是所有使得 a 在

其辖域中的联结词 b 的个数.若联结词 b 在联结词 a 的辖域中且 LC(b)=LC(a)+1,则称 b 为 a 的孩子,a 为 b 的父

亲.关系后代和祖先分别是关系孩子和父亲的传递闭包.联结词 a 和它的一个后代 b 之间的距离是一个正整数

k,使得 k=LC(b)−LC(a);当 a 和 b 之间的距离小于 a 和其另一个后代 c 之间的距离,我们称 b 与 a 比 c 
与 a 近.进一步,对任意的两个联结词 a 和 b,将它们最近的共同祖先记为 ab .最后,若 C 包含后代和祖先在 
同一个簇中的情形,则称 C 是遗传的;否则,称 C 是非遗传的. 

一个解释是一个函数*:{P,Q,R,S,…}→{ ,⊥},并且通过(¬P)*= 当且仅当 P*=⊥扩展到所有文字. 

设 i∈{1,2}.一个 i-选择是一个函数 fi:{1,2,3,…}→{左,右}.进一步地,一个选择是二元组 1 2( , )f f f=
G

,其中对

任意 i∈{1,2},fi 是 i-选择.设 C 是 Cirquent,且 C 有子 Cirquent ik
A B∨ (或 ik

A B∧ ).若 fi(k)=左,称 ik
A B∨ (或

ik
A B∧ )的被选项是 A;若 fi(k)=右,称 ik

A B∨ (或 ik
A B∧ )的被选项是 B. 

设 C 是 Cirquent,*是一个解释, f
G
是一个选择.以下给出“关于 (*, )f

G
是真的”的定义: 

((q∨¬q)∧(q∨¬q))∨((p∨r)∧(q∨¬p))

簇 1 簇 2 簇 4 簇 3

1 级 2 级
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• C 的文字 L 关于 (*, )f
G

是真的当且仅当 L*= ; 

• C 的子 Cirquent ik
A B∨ (或 ik

A B∧ )关于 (*, )f
G

是真的当且仅当其被选项关于 (*, )f
G

是真的. 

进一步地,C 在解释*下是真的当且仅当α1f1α2f2 使得 C 关于(*,(f1,f2))是真的.其中,αifi 表示:对任意 i-选择 fi 
(若 C 的 i 级是合取级)以及存在一个 i-选择 fi (若 C 的 i 级是析取级).最后,我们称 C 是有效的当且仅当它在任

意解释下都是真的. 

以下为叙述方便,当需要指明 Cirquent C 的 1 级和 2 级的类型时,我们将用 2
1C ∧
∨ 表示其 1 级是析取级,2 级是

合取级;用 2
1C ∨
∧ 表示其 1 级是合取级,2 级是析取级. 

由上述语义定义容易看到:经典命题逻辑中的公式等同于本文经典的 Cirquent 2
1C ∧
∨ ,只是将 2

1C ∧
∨ 中所有联

结词右下角的下标(ki)省略而已.对经典的 Cirquent 2
1C ∧
∨ (即,经典命题逻辑公式), 2

1C ∧
∨ 是有效的当且仅当它关于 

经典命题逻辑语义是有效的.而且,经典逻辑语义中一个公式在某个解释*下是真的当且仅当本文语义中存在

一个 1-选择 f1 对任意的 2-选择 f2,使得该公式关于(*,(f1,f2))是真的.因此,本文所介绍的逻辑是经典命题逻辑的 

保守扩张,经典命题逻辑只是本文限制在经典的 2
1C ∧
∨ 水平的逻辑部分.另外,本文的逻辑也是文献[19]中只带有

∨-簇(一个参数)的逻辑保守扩张,文献[19]的逻辑是本文限制在 2
1C ∧
∨ 水平且∧-簇均是单身的逻辑部分. 

2   主要结论 

2.1   系统EIFP 

本节给出系统 EIFP 的公理和推理规则.在给出公理和推理规则之前,我们先给出一个定义和两个引理. 

对于仅包含非单身∧-簇(即,∨-簇均是单身)的非遗传 Cirquent 2
1C ∧
∨ ,反复执行以下步骤,直到 2

1C ∧
∨ 变为经典

的:任选 2
1C ∧
∨ 中属于非单身∧-簇的一个联结词 a,将其下标 k2 变为 l2,其中,l2 是在 2

1C ∧
∨ (包括下标)中没有出现过的

任意正整数.我们称上述过程为 2
1C ∧
∨ 的经典化,并将经典化的结果记为 2

1( )C ∧
∨^ .对于仅包含非单身∨-簇(即,∧-簇

均是单身)的非遗传 Cirquent 2
1C ∨
∧ ,其经典化定义类似,只是将上述过程中的∧-改为∨-,∨-改为∧-. 

容易验证以下两个引理成立: 
引理 1. 设*是任意的解释: 

(i) 一个经典的 Cirquent 2
1C ∧
∨ 在*下是真的当且仅当将 2

1C ∧
∨ 中的级互换而得到的 Cirquent 在*下是真的; 

(ii) 一个经典的 Cirquent 2
1C ∨
∧ 在*下是真的当且仅当将 2

1C ∨
∧ 中的级互换而得到的 Cirquent 在*下是真的. 

引理 2. 设*是任意的解释: 

(i) 一个仅包含非单身∧-簇的非遗传 Cirquent 2
1C ∧
∨ 在*下是真的当且仅当 2

1( )C ∧
∨^ 在*下是真的; 

(ii) 一个仅包含非单身∨-簇的非遗传 Cirquent 2
1C ∨
∧ 在*下是真的当且仅当 2

1( )C ∨
∧^ 在*下是真的. 

由引理 1 容易得到:对经典的 Cirquent,我们没必要区分是 2
1C ∧
∨ 还是 2

1C ∨
∧ (即,与级无关).为了表达和叙述方 

便,本文以下部分在表达Cirquent时将总是省去单身簇的 ID及其所属的级(即,省去属于单身簇的联结词的下标

ki).这样,经典的 Cirquent 就自动变成了经典命题逻辑公式. 
我们将看到,系统 EIFP 的推理规则可作用于 Cirquent 的任意深度而不仅仅是在根部进行.因此,系统 EIFP

采取的是深度推理 [ 2 0 ] .正因为此 ,在表达推理规则时也借用了深度推理的表达 :将用Φ{}或Ψ{}来表示 
任意的在子结构中带有一个空{}的 Cirquent.空{}可被任意的 Cirquent 代替.例如,若 221 1

{} ( ) ({} )q p qΦ ∨= ∨ ∧ ,

则 2 22 211 1 1
{ } ( ) ( ), { } ( ) ( )p q p p q q q p q qΦ Φ∨ ∨¬ = ∨ ¬ ∧ = ∨ ∧ 以及 2 22 211 1 1

{ } ( ) (( ) )p q q p p q qΦ ∨ ∨= ∨ ∨ ∧ . 

系统 EIFP 的公理包括(引理 1 和引理 2 解释了系统 EIFP 的公理包括如下 3 部分的合理性): 
(i) 经典命题逻辑中的所有重言式; 

(ii) 所有仅包含非单身∧-簇的非遗传 Cirquent 2
1C ∧
∨ ,其中, 2

1C ∧
∨ 使得 2

1( )C ∧
∨^ 是重言式; 

(iii) 所有仅包含非单身∨-簇的非遗传 Cirquent 2
1C ∨
∧ ,其中, 2

1C ∨
∧ 使得 2

1( )C ∨
∧^ 是重言式. 
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系统 EIFP 的推理规则如图 3 所示,包括规则 I、规则 II、规则 III.其中,A,B,C,D 代表任意的 Cirquent,k 是某 
个正整数(代表某个簇的 ID),:∈{∧,∨},D∈{∧,∨,∧l,∨l}(l 是任意正整数使得簇 l 是非单身的).特别注意:在同一规

则中,:的所有出现均代表同一符号(如均是∨),D的所有出现也均代表同一符号(如均是∨l). 

2
1

) ( ) ) (

{ { } } { { }}I( ) I( )
{ { } } { { }}
{( } )

) )
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∧

 

Fig.3  Inference rules of system EIFP 
图 3  系统 EIFP 的推理规则 

说明: 

(i) 规则 I 和规则 II 均有左、右两个版本,适用于任意 Cirquent;规则 III 有 2 2
1 1,C C∧ ∨
∨ ∧ 两个版本,其中,规则 

  III( 2
1C ∧
∨ )只适用于 1 级是析取级、2 级是合取级的 Cirquent,规则 III( 2

1C ∨
∧ )只适用于 1 级是合取级、2 

  级是析取级的 Cirquent; 
(ii) 如图 3 所示,在每条规则的运用中,将前提(结论)中标有下标 k 的联结词称为这次运用在前提(结 
  论)中的关键联结词; 
(iii) 图 3 中,我们仅用下标 k(或 l)来表示相应联结词所属的簇(而没用 ki(或 li)来表明其所属的簇和簇所属 

  的级),这是因为这样表示既简单又不会引起表达的混淆.例如:若规则运用于 Cirquent 2
1C ∧
∨ ,则所有∨- 

  联结词均是 1 级,所有∧-联结词均是 2 级;若规则运用于 Cirquent 2
1C ∨
∧ ,则所有∧-联结词均是 1 级,所 

  有∨-联结词均是 2 级. 
Cirquent C在系统EIFP中的一个证明是由Cirquent组成的序列C0,C1,…,Cn,使得C0是EIFP中的公理, Cn=C,

且 Ci 是由 Ci−1 运用 EIFP 中的推理规则得到的(0≤i≤n).C 在系统 EIFP 中是可证的当且仅当 C 在 EIFP 中存在

一个证明. 

引理 3. 设 { }ik
A BΦ : 是 Cirquent(其中,:∈{∧,∨},i∈{1,2},k 是正整数), 1 2( , )f f f=

G
是一个选择,*是一个解

释 . { }ik
A BΦ : 关于 (*, )f

G
是真的当且仅当 fi(k)=左时Φ{A}关于 (*, )f

G
是真的 ,fi(k)=右时Φ{B}关于 (*, )f

G
是 

真的. 
证明 :对Φ{}中联结词的个数作归纳证明 .若Φ{}中联结词的个数为 0,则 { }i ik k

A B A BΦ =: : ,Φ{A}=A, 

Φ{B}=B.由关于 (*, )f
G

真的定义, ik
A B: 关于 (*, )f

G
是真的当且仅当 fi(k)=左时其被选项 A 关于 (*, )f

G
是真的, 

fi(k)=右时其被选项 B 关于 (*, )f
G

是真的. 
假设Φ{}中联结词的个数为 n 时命题成立,证明Φ{}中联结词的个数为 n+1 时命题也成立,分Φ{}的主要联

结词是∧,∨,∧m,∨m(m 是任意正整数使得簇 m 是非单身的)这 4 种情况讨论.这里只讨论Φ{}的主要联结词是∨ 
的情形,其他情形类似可证.不妨设 { } }{i ik k

A B A B CΦ Ψ ∨= ∨: ,其中,Φ{}的主要联结词∨在某个单身簇 l 中

( { } }{i ik k
A B A B CΦ Ψ ∧= ∨: 的情形类似可证).进一步分以下两种情形讨论: 

(1) fi(l)=右,则 }{ ik
A B CΨ ∨ ∨ 关于 (*, )f

G
是真的当且仅当被选项 C 关于 (*, )f

G
是真的.同理,Ψ{A}∨C(或

Ψ{B}∨C)关于 (*, )f
G

是真的当且仅当被选项 C 关于 (*, )f
G

是真的 .而Φ{A}即Ψ{A}∨C ,Φ{B}即 
 Ψ{B}∨C,从而结论显然成立; 

(2) fi(l)=左,则 }{ ik
A B CΨ ∨ ∨ 关于 (*, )f

G
是真的当且仅当被选项 }{ ik

A BΨ ∨ 关于 (*, )f
G

是真的.由归纳假

设 , }{ ik
A BΨ ∨ 关于 (*, )f

G
是真的当且仅当 fi(k)=左时Ψ{A}关于 (*, )f

G
是真的 ,fi(k)=右时Ψ{B}关于
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(*, )f
G

是真的.而 fi(k)=左时Ψ{A}关于 (*, )f
G

是真的,fi(k)=右时Ψ{A}关于 (*, )f
G

是真的当且仅当 fi(k)=

左时Φ{A}关于 (*, )f
G

是真的,fi(k)=右时Φ{B}关于 (*, )f
G

是真的.  □ 
定理 1. 系统 EIFP 中的所有规则都是双向保真的. 

证明 :我们仅证明规则 III( 2
1C ∨
∧ )双向保真 ,其他规则类似可证 .设 *是任意的解释 ,以下证明前提

Φ{(ADC)∧k(BDD)}在*下是真的当且仅当结论Φ{(A∧kB)D(C∧kD)}在*下是真的.分 3 种情况讨论如下. 

(1) D是∨l 或∧l. 

由真的定义,前提Φ{(ADC)∧k(BDD)}在*下是真的当且仅当对任意的 1-选择 f1存在一个 2-选择 f2,使得前提关 

于(*,(f1,f2))是真的(显然,(f1,f2)也是结论的一个选择).由引理 3,前提关于(*,(f1,f2))是真的当且仅当 f1(k)=左时 
Φ{ADC}关于(*,(f1,f2))是真的,或 f1(k)=右时Φ{BDD}关于(*,(f1,f2))是真的.另一方面,连用两次引理 3,我们有结论:

关于(*,(f1,f2))是真的当且仅当 f1(k)=左时Φ{ADC}关于(*,(f1,f2))是真的,或 f1(k)=右时Φ{BDD}关于(*,(f1,f2))是真 

的.所以,前提关于(*,(f1,f2))是真的当且仅当结论关于(*,(f1,f2))是真的.而对任意的 1-选择 f1,存在一个 2-选择 f2,
使得结论关于(*,(f1,f2))是真的当且仅当结论在*下是真的. 

(2) D是∧. 

设前提是Φ{(A∧mC)∨k{B∧nD}},结论是Φ{(A∧kB)∧h{C∧kD}},其中,簇 m,n,h 均是单身的.设结论在*下是真的.
设 g1 是结论的任意 1-选择,则 g1 分别在簇 k,h 上的附值一定是以下 4 种情况之一:左、左;左、右;右、左;右、

右.若 g1(k)=左、g1(h)=左,则由真的定义及引理 3,存在结论的 2-选择 g2,使得Φ{A}关于(*,(g1,g2))是真的;同理,
若 g1(k)=左、g1(h)=右,存在结论的 2-选择 u2,使得Φ{C}关于(*,(g1,u2))是真的;若 g1(k)=右、g1(h)=左,存在结论的

2-选择 v2,使得Φ{B}关于(*,(g1,v2))是真的;若 g1(k)=右、g1(h)=右,存在结论的 2-选择 w2,使得Φ{D}关于(*,(g1,w2))
是真的.显然,g2,u2,v2,w2也均是前提的 2-选择.设 f1是前提任意的 1-选择,则同上,f1在簇 k,m,n 上的附值共有 23=8
种情况.由 g1,f1 的任意性可知,g1,f1 分别限制在Φ{A},Φ{B},Φ{C},Φ{D}上时是相同的.所以当 f1(k)=左、f1(m)=左
时,取前提的 2-选择 g2,则Φ{A}关于(*,(f1,g2))是真的;同理,当 f1(k)=左、f1(m)=右时,取前提的 2-选择 u2,则Φ{C}
关于(f1,u2)是真的;当 f1(k)=右、f1(n)=左时,取前提的 2-选择 v2,则Φ{B}关于(*,(f1,v2))是真的;当 f1(k)=右、f1(n)=
右时,取前提的 2-选择 w2,则Φ{D}关于(*,(f1,w2))是真的.所以,对前提任意的 1-选择 f1,总存在前提的 2-选择 f2,
使得前提关于(*,(f1,f2))是真的.故,前提在*下是真的.反之,设前提在*下是真的,同上类似,可证结论在*下是真的. 

(3) D是∨. 

设前提是Φ{(A∨mC)∧k{B∨nD}},结论是Φ{(A∧kB)∨h{C∧kD}},其中,簇 m,n,h 均是单身的. 
首先,设结论在*下是真的.设 f1 是前提任意的 1-选择.显然,f1 也是结论的 1-选择.则由真的定义,对 f1 存在结

论的 2-选择 f2,使得结论关于(*,(f1,f2))是真的.由引理 3(连用两次),当有 f1(k)=左时Φ{A∨hC}关于(*,(f1,f2))是真的,
或 f1(k)=右时Φ{B∨hD}关于(*,(f1,f2))是真的.令 g2 是前提的一个 2-选择,满足 g2(m)=g2(n)=f2(h),且 g2 在其他∨-簇
上的定义与 f2 相同.则当 f1(k)=左时Φ{A∨mC}关于(*,(f1,g2))是真的,或 f1(k)=右时Φ{B∨nD}关于(*,(f1,g2))是真的.
再由引理 3,我们得到前提关于(*,(f1,g2))是真的.所以前提在*下是真的. 

其次,设前提在*下是真的.设 f1 是结论任意的 1-选择.显然,f1 也是前提的 1-选择.则由真的定义,对 f1 存在前

提的 2-选择 f2,使得前提关于(*,(f1,f2))是真的.由引理 3,当 f1(k)=左时Φ{A∨mC}关于(*,(f1,f2))是真的,或 f1(k)=右时

Φ{B∨nD}关于(*,(f1,f2))是真的.令 g2 是结论的一个 2-选择,满足 f1(k)=左时 g2(h)=f2(m),f1(k)=右时 g2(h)=f2(n),且
g2 在其他∨-簇上的定义与 f2 相同.从而有:f1(k)=左时Φ{A∨hC}关于(*,(f1,g2))是真的,或 f1(k)=右时Φ{B∨hD}关于

(*,(f1,g2))是真的.最后再由引理 3(连用两次),得到结论关于(*,(f1,g2))是真的.故,结论在*下是真的. □ 

2.2   系统EIFP的可靠性与完备性 

本节给出系统 EIFP 的可靠性与完备性证明. 
定理 2. Cirquent C 是有效的当且仅当它在 EIFP 中是可证的. 
证明:可靠性显然成立.这是因为公理是有效的,再由定理 1,所有规则是保真的(从而保有效性),所以由公理

和推理规则推出的 Cirquent C 一定是有效的.现考虑完备性.设 Cirquent C 是有效的.以下证明 C 在 EIFP 中是可
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证的.分以下几种情况讨论(此证明借鉴(但不同于)文献[19]中相应证明的思路): 
(1) 设 C 是经典的,即,C 是经典命题逻辑公式. 
则由 C 的有效性,我们立即得到 C 是经典命题逻辑中的重言式,从而是 EIFP 中的公理. 

(2) 设 C 是非经典的 Cirquent 2
1C ∧
∨ ,且 2

1C ∧
∨ 中只有非单身的∧-簇. 

自下而上地反复运用规则 I,直到当前(最上面)的 Cirquent 变为非遗传的 Cirquent 2
1D ∧
∨ .容易看出:每运用一 

次规则 I,当前 Cirquent 中就减少一对联结词 a,b,其中,a,b 满足在同一簇中且是后代-祖先的关系.因此,上述 

过程一定能在有限步内结束.由定理 1,规则 I 是双向保真的,所以 2
1D ∧
∨ 是有效的.又规则 I 的运用不会使非单身∨-

簇出现,所以 2
1D ∧
∨ 是有效的只有非单身∧-簇的非遗传 Cirquent,从而是 EIFP 中的公理. 

(3) 设 C 是非经典的 Cirquent 2
1C ∨
∧ ,且 2

1C ∨
∧ 中只有非单身的∨-簇. 

与情形(2)类似,自下而上地反复运用规则 I,直到当前的 Cirquent 变为非遗传的 Cirquent 2
1E ∨
∧ .因为规则 I

是双向保真的,所以 2
1E ∨
∧ 是有效的.且此过程不会使非单身的∧-簇出现,所以 2

1E ∨
∧ 是有效的只有非单身∨-簇的非 

遗传 Cirquent,从而是 EIFP 中的公理. 

(4) 设 C 是非经典的 Cirquent 2
1C ∨
∧ ,且 2

1C ∨
∧ 中有非单身的∧-簇和∨-簇. 

自下而上地建立 2
1C ∨
∧ 的证明如下: 

首先,对当前(最上面的)Cirquent 反复运用规则 I,直到当前 Cirquent 变为非遗传的 Cirquent 2
1C ∨
∧ ,则 2

1C ∨
∧ 是

有效的(由定理 1).设 k1,k2,…,kn(n≥0)是 2
1C ∨
∧ 中所有非单身的∧-簇,任意选取其中一个∧-簇 ki,反复执行以下 3 个 

步骤,直到当前 Cirquent 中的簇 ki 变为单身(以下我们用 A 表示当前的 Cirquent): 
步骤 1. 任意选取满足以下两个条件的一对∧-联结词 a,b:a,b 均在簇 ki中;对簇 ki中的任意一对∧-联结词 

    c,d, ) )( (A AL Lab cd≥ .令 m=2, ( )Al L ab= . 
步骤 2. (a) 反复执行以下两步直到 LA(a)=l+1: 
    (i) 自下而上地对 A 运用规则 II,使得联结词 a 是这次运用(在结论中)的关键联结词; 
    (ii) 将这次运用(在前提中)的关键联结词重命名为 a; 
   (b) 反复执行以下两步直到 LA(b)=l+1: 
    (i) 自下而上地对 A 运用规则 II,使得联结词 b 是这次运用(在结论中)的关键联结词; 
    (ii) 将这次运用(在前提中)的关键联结词重命名为 b; 
步骤 3. 自下而上地对 A 运用规则 III,使得 a,b 是这次运用(在结论中)的关键联结词.令 m=1. 
容易验证,上述 3 步骤的执行过程保持当前 Cirquent 的非遗传性.又由文献[19]的定理 3.3,该过程可在有限 

步内结束(停止).设上述 3 步骤过程结束时得到的 Cirquent 是 2
1E ∨
∧ ,则 2

1E ∨
∧ 中有 n−1 个非单身的∧-簇(因为此过程

不会增加新的非单身簇,且簇 ki 变成了单身).在 2
1E ∨
∧ 中任选∧-簇 kj(j≠i,1≤j≤n)执行上述类似的过程,则得到

Cirquent 2
1F ∨
∧ (其中有 n−2 个非单身∧-簇).上述过程每执行一次,当前 Cirquent 中非单身∧-簇的个数减 1.因此,

最外层的循环过程一定在有限步内结束,且最后得到的 Cirquent 2
1G ∨
∧ 中没有非单身的∧-簇.因为上述过程中只

用到规则 II 和规则 III,且它们都是双向保真的,所以所有的 Cirquent 2 2 2
1 1 1, ,...,E F G∨ ∨ ∨
∧ ∧ ∧ 都是有效的.因为最上面的

Cirquent 2
1G ∨
∧ 是有效的只包含非单身∨-簇的非遗传 Cirquent(已经是 EIFP 中的公理),所以得到了 2

1C ∨
∧ 的自 

下而上的一个证明. 

(5) 设 C 是非经典的 Cirquent 2
1C ∧
∨ ,且 2

1C ∧
∨ 中有非单身的∧-簇和∨-簇. 

与情形(4)类似,可自下而上建立 2
1C ∧
∨ 的一个证明,只是将情形 4 过程中的∧-均换成∨-,∨-均换成∧-. □ 

3   总结与展望 

本文给出了一个带有簇和 2 个级的 Cirquent 演算系统 EIFP,证明了该系统关于 Cirquent 语义(命题水平)的
可靠性与完备性.系统 EIFP 是经典命题逻辑系统的扩张.同时,由于带有簇和级的 Cirquent 能很好地解释和表达
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命题联结词间的相互依赖和独立关系,系统 EIFP 可看作是 Extended IF 逻辑命题部分的一个可靠完备的公理系

统.这使得 Extended IF逻辑在命题水平得到了真正意义上的公理化,从而为 Extended IF逻辑的发展做出了一定

的理论贡献.当然,本文给出的系统还可进一步扩张.由于 Cirquent 概念有一系列的推广,未来我们还需研究系统

EIFP 的一系列扩张.其中,首要研究带有簇和任意有限个级(而不是只有 2 个级)的 Cirquent 概念,给出相应的推

理系统并证明其可靠性与完备性. 
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