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摘  要: 稀疏编码理论应用于信号处理的各个领域,为了获取优化的稀疏编码,需要通过训练获取数据词典.提出

了一种复数域数据词典的快速训练方法,将词典训练问题转化为最优化问题并交替地对词典原子和编码进行最优

化而得到最终训练词典.在对词典原子的最优化过程中,采用具有记忆性的在线训练算法;而在对编码进行最优化的

过程中,采用交换乘子方向方法进行实现.通过实验得出:所提出的算法能够有效地提高数据词典的训练效率,在保

证收敛值的同时缩短训练时间,并且对于训练样本中的噪声具有鲁棒性. 
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Fast Complex Valued Dictionary Learning Method for Sparse Representation 
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Abstract:  Sparse representation is widely used in signal processing. The best representation is based on the adaptive dictionary that 
trained from the processing data. This paper proposes a new complex valued dictionary learning method which turns the dictionary 
learning into an optimization problem and performs the optimization on the dictionary atoms and coding alternately. An online training 
method with memory is used in the optimization on the dictionary atoms, and an insurance of alternated direction method of multipliers is 
solved in the optimization on the coding. The proposed algorithm is proved to be of high efficiency, minimizing the training time while 
converging to the optimized value. The presented method is also robust to the noise in the training set. 
Key words:  complex valued dictionary learning; online learning; alternated direction method of multiplies 

稀疏编码是将数据向量通过某一数据集中的少量元素的线性组合来表示,广泛地应用于机器学习、神经科

学、信号处理和统计学.为了使数据词典能够更好地适应所要表示的数据集合,目前的研究开始关注于词典的

自适应学习,而不是局限于固定的各类基(如小波基[1]等),并且已经有效地应用于音频图像处理领域的信号重建

和信号分类.词典的类型分为完备词典和过完备词典,其中,完备词典的理论比较成熟,可以基于经典矩阵分析

进行获取和运算.近年来,一些研究者开始专注于过完备词典的训练理论研究.过完备词典的优点是其能紧致地

表示很多信号,且其对于噪声具有鲁棒性,能够更加灵活地表示训练数据中的各种结构.信号的稀疏性表示是基

于新的压缩传感理论,而压缩传感理论与传统的香农采样理论具有很大的不同:传统的香农理论假设信号是变
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换域中带宽有限的信号;而压缩传感理论则假设信号在变换域中是稀疏的,即,可以紧致表示.稀疏编码的理论

研究可以应用于解决许多图像处理的逆问题,由于稀疏编码问题是病态的,因此需要进行正则化.正则化是指运

用信号的先验知识对最优化问题进行约束,进而求解病态问题. 
数据词典学习融合了稀疏性和冗余性.词典学习将词典作为最优化问题的自变量进行求解,其词典的训练

可以基于两种训练集合[2]:不含噪声的训练数据集,或者待编码的含噪数据集.进行稀疏编码数据词典的学习算

法在大量的文献中进行了研究.最早的稀疏编码和词典学习算法由文献[3]提出,其中的词典训练算法基于最大

化数据集的稀疏独立模型.MOD 算法[4]运用迭代聚类方法将数据集分成几大类,并将聚类中心集合作为最终的

训练词典.而基于 FOCUSS 的词典训练方法[5,6]运用最大化最大似然函数和最大先验概率模型的方法,结合主成

分分析和稀疏诱导的先验概率进行词典的训练.该方法分别对完备词典和任意大小词典进行了训练,并以最终

编码的稀疏性来衡量最终训练词典的优劣性.文献[6]中,将过完备词典的训练转化为观察数据的最大化概率模

型问题,并且指出:过完备基能够更好地近似统计模型,因此可以更高效地进行编码.文献[7]将词典的训练问题

作为主成分分析的一般形式,提出一种方法用于含噪图像的贝叶斯重建和混合图像的盲分离. 
另一种迭代的过完备词典学习方法由文献[8]提出.在其词典学习迭代步骤中,每一步包括通过块坐标松弛

算法 BCR(block coordinate relaxation)进行稀疏编码,然后运用特征值分解方法对其中的一个元素进行更新,并
通过实验分析了噪声的影响.Aharon 等人基于相同的机制进行词典的训练,并且将其提出的 K-SVD 方法[9,10]应

用于图像修复问题. 
上述词典学习算法是基于二次迭代的批处理方法,即,每一步迭代算法需要访问训练数据集中的所有元素,

进而在一定约束下最小化目标代价函数.尽管这类方法要快于一次梯度下降算法[11],但是仍然不能处理大规模

数据集[12],或者随时间变化的动态数据集. 
为了提高词典的训练效率,文献[13]提出一种在线词典训练算法.该算法在每一步迭代中仅仅使用训练数

据集中的一个元素或者子集,是批处理方法的一种有效统计近似.相同的研究者在文献[14]中提出词典监督学

习的一般形式,并且将其应用于信号处理问题.在其词典训练算法中,运用改进的LARS算法求解 l2-l1问题,并且

运用梯度下降算法更新词典元素.Rakotomamonjy 提出了一种词典学习直接最优化技术[15],通过对于词典元素

和系数矩阵运用梯度下降算法进行求解.但是由于词典学习最优化问题是非凸的,因此运用梯度的方法并不能

保证解的收敛性. 
国内关于稀疏编码的研究主要集中在最近几年,其中,文献[16]中对超完备图像稀疏表示中冗余字典的构

造问题进行研究,提出了冗余多尺度脊波字典的构造方法,但是该方法构造的词典是固定的;李志清等人[17]提出

通过共轭梯度下降法和单梯度下降法进行实数域词典训练. 
文献[18]基于稀疏 K-SVD 算法提出了稀疏字典编码的超分辨率模型,建立了自然实数图像高低分辨率图

像间的稀疏关联.文献[19]同样将图像块的词典学习和稀疏表示的应用推广到图像超分辨率中.因此,目前国内

的研究主要是将实数域的词典训练方法扩展到多分辨率的表示中. 
综上所提到的词典训练算法是基于实数域的,而将其扩展到复数域需要考虑一系列问题.而实际中,很多信

号是以复数形式获取,例如干涉合成孔径雷达[20]、磁共振图像[21]等等,因此,研究复数域的词典训练算法对于该

类复数信号的压缩、分类等等应用具有重要的意义.文献[22,23]都对复数域中稀疏表示进行了研究,其中, 
• 文献[22]研究了复数编码和复数词典的训练,但是由于该应用的最终目的是通过复数词典和复数编码

表示实数视频帧,因此其对词典的训练过程中最小化了复数词典的表示的实部与视频帧之间的误差,
其训练得到的词典并不是针对复数图像的稀疏表示所提出来的;另外,其词典训练过程通过独立成分

分析的方法进行求解,速度较慢. 
• 文献[23]仅仅讨论了复数域的稀疏编码算法,通过运用凸函数替换 l0 范数的方法,将稀疏编码问题转

化为凸优化问题.但是,该文献中并没有研究复数词典的训练过程. 
本文以复数值词典的训练为目标,研究训练算法的快速求解问题,并比较关于词典训练算法的文献中提出

的在线算法(online method)、批处理算法(batch method)[9]和直接训练算法(direct method)[15]的训练效果.本文主
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要的创新点为渐进地采用待训练图像块进行复数词典的训练,相对于整体载入的算法,能够有效地提高算法效

率.另外,算法训练的词典能够自适应地表示复数信号. 

1   问题描述 

定义 z=[zi,i=1,…,N]T 为信号观察数据集,其中每一个元素 zi∈Cm 为观察数据的列向量形式,N 为观察数据的

个数,C为复数集合.记 xi∈Cm 为原始信号向量,ni∈Cm 为对应于第 i 个信号的噪声,可以得到: 
 zi=xi+ni,i=1,…,N (1) 

给定训练集合 z,词典学习的目标是找到一个词典,能够运用较少数目的词典原子(atoms)表示训练数据集

中的元素 zi.在正则化框架下,该思想的可以通过下面的形式进行描述: 
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其中, { :| | 1, 1,..., }m k H
j jC j k×= ∈ =≤D C d d ,D=[di,i=1,…,k]为待训练词典,α=[αi,i=1,…,N]为对应于训练集合 z 的 

编码.其中,二次项衡量表示误差,l1 范数诱导稀疏编码.由于噪声水平的不同,这两项的相关权值通过正则化参

数λ>0 来确定.约束条件 D∈C 防止词典 D中元素模值趋于任意大. 
在问题(2)中,对αi 求最优化是一个 BPDN 问题[24],可以运用其他稀疏诱导的正则化准则(例如 l0 范数)来根

据已知词典确定训练集的稀疏编码.但是相对于 l0 范数,l1 范数正则化方法能够获得稍好的词典.出现这种差别

的主要原因是:基于 l0 范数的正则化准则的最优化问题很难获得精确解,而 l1 范数却可以得到精确解. 

2   算法设计 

最优化问题(2)是矩阵分解的一个实例.通常,解决问题(2)的方法是交互地对 D和α1,…,αN 进行最优化求解.
对数据词典 D 最优化求解是一个凸集上的二次优化问题,而对编码α1,…,αN 最优化是可分解的凸优化问题.但
是对数据词典和编码同时进行最优化求解是非凸问题,所以没有算法能够保证求得全局最优解.尽管如此,通过

一系列问题的求解,基于最优化求得的词典能够获得非常令人满意的实验结果. 
问题(2)对于 D 最优化问题求解相对较简单,但是对于α1,…,αN 最优化求解则非常耗时.为了解决这个问题,

我们将在线学习方法扩展到复数域的词典求解.首先,从训练数据集 z1,…,zN 中随机获取一系列数据(或者数据

组)zt,t=1,…;然后 ,按照一定顺序利用这些数据进行词典学习 .对于训练序列中的每一个新的元素 ,首先运用

BPDN 问题求解稀疏编码,然后通过最小化下面的问题来进行更新词典: 

 2
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其中,稀疏编码αi,i=1,…,t−1 已经在稀疏编码步骤中计算获得. 
算法 1 中显示了将在线词典学习算法扩展到复数域的算法伪代码,其中,第 6 行运用 BPDN 求解η个图像块

集合 zt 的稀疏编码,第 9 行到第 13 行通过最小化目标函数(3)来更新词典 D.在文献[13]中,最小角度回归算法

(least angle regression,简称 LARS)被用来进行 BPDN 问题的求解.在本研究中,提出变量分解和增广拉格朗日稀

疏回归方法来进行求解,该方法对于所要求解的问题能够取得更高的计算效率. 
算法 1. 复数在线词典学习算法(online dictionary learning for complex numbers,简称 ODLCN). 
输入:zi∈Cm,i=1,…,Np(训练图像块集合),T∈N(循环次数),η∈N(每一步所使用的图像块数目),λ>0(BPDN 正

则化参数),βt(遗忘系数),D0∈Cm×k(初始化词典). 
输出:D∈Cm×k(训练词典). 
1.  Begin 
2.    D=[d1,…,dk]=D0 
3.    A=[a1,…,ak]=0,B=[b1,…,bk]=0 
4.    for t≤T do 
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/*对 D求最优化*/ 
9.      repeat 
10.       for j=1 to j=k do 

11.         1 ( )
( , )j j j jj j

= − +u b Da d
A

 

12.         dj=uj/max{||uj||2,1} 
13.       end 
14.     until convergence 
15.   end 
16. end 
对词典 D 进行最优化求解时,采用投影块坐标下降算法对词典的每一列进行更新.由于编码αi 的高度稀疏

性,矩阵A的非零元素主要集中在对角线,因此,对每一列的更新只需要一步迭代即可.当前迭代的词典使用以前

的词典更新结果作为初始值. 
在第 7 行和第 8 行,如果 0<βt<1,矩阵 A和 B中的积累信息随着时间 t 的增长其权值逐渐减小,这在在线学

习中是一个常用的机制,其目的是给当前新的信息以更高的权重,因为理论上新的信息具有更高的精确性.在具

体的执行过程中,我们采用的机制为指数遗忘规律,即 

 11 , 1,2,...t t
t

ρ

β ⎛ ⎞= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (4) 

其中,ρ>0. 
算法 1 中的训练词典序列 Dt 收敛于固定点的证明由文献[13]的命题 4 给出.其收敛的假设是: 
(1) 观察数据是有限的; 
(2) 公式(3)中的目标函数 gt(D),t=1,…是严格凸优化问题并且具有低 Hessian 值; 
(3) 算法(1)中第 6 行 BPDN 最优化问题的解是唯一的. 
在本最优化问题中,正如文献[13]所指出的,对于 D∈C,并不能保证满足假设 3).但是可以通过在 BPDN 目标

函数中添加一个小的二次项来确保满足假设 3),而从实际应用中该二次项并不会改变最终的解. 
在词典学习算法(1)的第 6 行 BPDN 最优化问题解决中,本研究提出 SpaRSAL 算法.SpaRSAL 算法基于交

换乘子方向方法(ADMM)[25],该算法的核心思想是将 BPDN 最优化问题转化为有约束问题: 
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1min (1/ 2) || || || ||

s.t.  
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Fηα
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然后,运用拉格朗日乘子法将问题(5)目标函数添加二次项 2
2|| ||−α u .算法通过交替地对原始变量α和u进行 

最小化,并且对对偶变量进行最大化.算法 SpaRSAL 的伪代码由算法(2)给出. 
算法 2. SpaRSAL 算法(基于变量分解和改进 Lagrangian 的稀疏编码算法). 
输入:D∈Cm×k(词典),zt∈Cm×η,μ>0(ADMM 参数),λ>0(正则化参数). 
输出:α t∈C k×η. 
1.  Begin 
2.    α t=DHzt 
3.    ut=α t,v t=0 
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4.    F=(DHD+μ I)−1 
5.    While not converge do 
6.      ut=soft(α t−v t,λ/μ ) 
7.      α t=F(DHzt+μ (u t+vt)) 
8.      v t=v t−(α t−u t) 
9.    end 
10. end 
使用算法 SpaRSAL对η个训练元素使用同一个词典进行编码的复杂度为O(km2+ηkm),因此,使用相同词典

对η个图像块进行编码的效率要比运用不同词典对相同数目的图像块进行编码的效率要高.如果η>k,则复杂度

收益率约为 k. 
函数 soft(x,τ )=max{|x|−τ}(x/|x|)是软门限方法且对矩阵中每一个元素的操作.当η值较大时,算法(2)的第 7

步是最耗时的一步,其复杂度为 O(k 2),通过利用矩阵 DH 的左特征向量和特征值,该步可以简化为复杂度为

O(km)的运算.虽然μ>0 的取值影响最终的收敛速度,但是算法的收敛性与其取值无关,文献[26]中详细讨论了μ
的选取准则. 

3   实验结果 

本节对所提出的算法效果进行实验验证,主要从词典训练效率和词典效果两个方面进行算法比较.本文的

训练数据集由复数图像集的图像采样块给出,如图 1 所示为本文提出的在线学习算法和批处理算法的目标函

数随时间变化图.在该实验中,训练集来自文献[27]中的 4 幅干涉合成孔径雷达复数图像,通过从这些图像中选

取不同的图像块进行复数词典训练,其中,训练集中元素数目为 32 000 个,所训练的词典向量为 144 维,词典中原

子数目为 512.理论上,批处理算法能够得到最优的目标函数值,因为其每一步运用相同的训练集交替地对词典

元素和稀疏编码进行目标函数的最优化.由图 1 可以得出:本文提出的算法比批处理算法具有更快的收敛速度,
且同批处理算法能够收敛于相同的目标函数值. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.1  Object function along time for the proposed algorithm and batch method 
图 1  本文算法与批处理算法目标函数随时间变化 

如图 2(a)所示为生成训练信号集的复数图像,采用重叠块方法获取训练样本,其中,将实部赋值红色分量(第
一原色分量),虚部赋值绿色分量(第二原色分量),训练集中元素数目为 10 000 个,所训练的词典向量为 144 维,
词典中原子数目为 256.如图 2(b)所示为本文算法和批处理算法目标函数变化,其中,本文算法收敛于值 0.176,
批处理算法收敛于 0.178.图 2(c)为直接优化技术目标函数收敛图,其收敛于 1 832,远大于本文算法和批处理算

法.图 2(d)为本文算法的词典,其中,实部赋值红色分量,虚部赋值绿色分量. 
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Fig.2  Results of dictionary training from sets without noise 
图 2  不含噪训练集的词典训练结果 

下面给出具有噪声的训练样本的结果,图 3(a)为训练样本的采样复数图像,图 3(b)~图 3(d)分别为本文算法、

批处理算法和直接优化算法的训练词典. 

 
(a) (b) 

 
(c) (d) 

Fig.3  Results of dictionary training from sets with noise 
图 3  包含噪训练集的词典训练结果 
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注意到,直接优化算法的训练词典主要为初始化的余弦基,其主要原因是,我们所求解的最优化问题是非凸

的,而直接优化算法得到的是局部最优解.对于 3 种算法,虽然训练样本含有噪声,由于稀疏性正则化项使得训练

的词典原子中含有较少的噪声. 
为了进一步验证训练词典的优劣性,下面运用图 3 中的训练词典对图 3(a)中的图像块进行稀疏编码,并计

算编码需要的平均原子数目,其结果见表 1.可以得出:本文算法能够得到与批处理算法接近的平均原子数目,而
直接最优化算法却需要较大数目的原子,即,本文算法的词典能够与批处理算法相接近的稀疏度表示信号,但本

文算法需要较少的训练时间.由于直接优化算法得到的数据词典的表示需要相对较多的原子,因此其稀疏表示

的效果要差于本文算法和批处理算法. 

Table 1  Average number of atoms for sparse representation for different dictionary 
表 1  不同词典用于稀疏表示所需要的平均原子数 

算法 本文算法 批处理算法 直接优化算法 
平均原子数目 3.31 3.28 7.32 

 

4   结束语 

本文提出一种复数数据词典快速训练方法.该词典训练算法能够与批处理算法的训练词典对信号具有相

似的稀疏度表示,但是其训练时间远小于批处理算法.本文的词典训练算法能够应用于复数领域的稀疏表示和

复数域基于稀疏表示的信号去噪、信号分类和信号分解等等,而且对于训练样本中的噪声具有鲁棒性;而且,本
文算法能够在实际应用中根据所要处理的数据实时训练词典,使得词典具有更好的自适应特性. 

致谢  在此,我们向对本文的工作给予支持和建议的同行,尤其是里斯本大学计算机与电气工程系 Jose Bioucas
教授对我们的研究的帮助表示感谢. 
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