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摘  要: 随机梯度下降(SGD)算法是处理大规模数据的有效方法之一.黑箱方法 SGD 在强凸条件下能达到最优的

O(1/T)收敛速率,但对于求解 L1+L2 正则化学习问题的结构优化算法,如 COMID(composite objective mirror descent)
仅具有O(lnT/T)的收敛速率.提出一种能够保证稀疏性基于COMID的加权算法,证明了其不仅具有O(1/T)的收敛速

率,还具有 on-the-fly 计算的优点,从而减少了计算代价.实验结果表明了理论分析的正确性和所提算法的有效性. 
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Abstract:  Stochastic gradient descent (SGD) is one of the efficient methods for dealing with large-scale data. Recent research shows 
that the black-box SGD method can reach an O(1/T) convergence rate for strongly-convex problems. However, for solving the regularized 
problem with L1 plus L2 terms, the convergence rate of the structural optimization method such as COMID (composite objective mirror 
descent) can only attain O(lnT/T). In this paper, a weighted algorithm based on COMID is presented, to keep the sparsity imposed by the 
L1 regularization term. A prove is provided to show that it achieves an O(1/T) convergence rate. Furthermore, the proposed scheme takes 
the advantage of computation on-the-fly so that the computational costs are reduced. The experimental results demonstrate the correctness 
of theoretic analysis and effectiveness of the proposed algorithm. 
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机器学习面临的数据规模正变得越来越大,比如,一个普通文本数据库就会达到 107 样本个数或 109 样本维

数的规模[1].在对大数据进行处理和分析中可以挖掘出有价值的信息,进而有效地解决或缓解各领域面临的问

题.然而,大数据在带来机遇的同时,也面临着众多的困难和挑战,寻求一种高速、有效的计算技术,是目前亟需解

决的科学问题.机器学习方法在该背景下得到广泛的应用,其核心问题之一是求解优化问题[2],与传统批处理算

法不同的是,随机梯度下降(SGD)算法[3,4]在每次迭代计算时,仅仅优化单个样本点造成的损失,极大地减少了内
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存开销,但也正是每次仅仅优化单个样本点造成的损失,收敛速率不可避免地会受到影响.但机器学习问题有其

特殊性,即样本集独立同分布,并且通常冗余度较大,仅需要很少一部分样本就能达到所需的泛化能力,因此,迭
代部分样本点步骤后,优化问题解的学习精度就已经趋于稳定.特别是在 2007 年,Shalev-Shwarts 等人[5]在投影

次梯度方法的基础上得到了求解支持向量机问题的 SGD,该方法又称为 Pegasos.Pegasos 在处理 80 万个样本的

路透社文本 RCV1 数据库仅需几秒的时间,与当时主流的大规模算法相比,SGD 在处理实际学习问题中具有明

显的优势.因此,SGD 算法无论是在理论还是在实用上成为求解大规模学习问题的有效方法. 
对于强凸优化问题,Pegasos的收敛速率只达到O(logT/T),与理论上的最优收敛速率O(1/T)存在着明显的差

距.为解决这一问题,Hazan 等人[6]在 SGD 方法中嵌入内循环,提出 EPOCH-GD 随机算法,获得了 O(1/T)的最优

收敛速率.但 Rakhlin 等人[7]认为,EPOCH-GD 算法与标准的 SGD 在算法形式上存在较大差别,因此不能说明

SGD 算法能够得到最优的收敛速率.针对这一问题,Rakhlin 等人在没有改变 SGD 算法迭代步骤的前提下,在解

决强凸随机优化问题时,仅仅将算法的平均输出方式以后半部分平均的α-suffix 技巧来代替,最终达到了 O(1/T)
的最优收敛速率.但是该平均技巧与标准的平均方式相比也带来了一个缺点,导致了不能按照 on-the-fly 的方式

计算.2012 年,Lacoste-Julien 等人[8]提出一种加权平均方式,与α-suffix 平均不同的是,该方法仅对 SGD 算法的每

步的输出解乘以一个权重,从而在得到最优的收敛速率的同时,还保证了 on-the-fly 的计算方式. 
众所周知,机器学习优化问题一般以“正则化项+损失函数”的形式存在[2],早期的学习算法将正则化项和损

失函数组成的目标函数当做一个整体来考虑,并不区别看待,SGD 就属于这种黑箱方法.然而,近些年的研究成

果表明:正则化项和损失函数往往有着机器学习的特殊含义,如 L1 正则化保证了解的稀疏性[9];L2 正则化具有

比较明确支持向量的含义[10]等.著名优化领域专家Nesterov也曾指出:“黑箱方法在凸优化问题上的重要性将不

可逆转地消失,彻底地取而代之的是巧妙运用问题结构的新算法[11]”.此后,广大的研究者们开始意识到那些能

够充分发掘优化问题本身结构的算法将起到越来越重要的地位. 
由于 SGD 方法无法充分挖掘优化问题的学习结构,在求解随机优化问题时,极大地掩盖了正则化项的作

用 .为此 ,众多学者都致力于搜寻可以突出机器学习结构含义的算法 [12−14],其中 ,COMID(composite objective 
mirror descent)算法[13]以其简单高效而倍受学者们推崇.COMID 是 Duchi 等人对经典的镜面下降算法 MD[15,16]

的突破性改进,与 MD 算法相比,COMID 在优化过程中将正则化项和损失函数区分看待,只对损失函数进行近

似线性展开,从而保证了正则化项的结构.此外,该算法可以直接使用软阈值方法[12]对优化子问题解析求解,减
少了计算代价.COMID 算法先以在线形式被提出,后又扩展为随机算法.但是,在求解强凸优化问题时, COMID
仅能够得到 O(lnT/T)的收敛速率. 

综合以上分析,能否把加权平均技巧与 COMID 算法相结合,将 COMID 算法求解强凸优化问题的收敛速率

加速到 O(1/T)?从 COMID 算法的收敛性分析中不难发现:当正则化和损失函数分开考虑时,其证明过程中的主

要困难而又复杂之处体现在如何界定正则化项交错问题导致的上界.本文在COMID算法中引入了类似文献[8]
中的加权平均技巧,提出了一种 HRMD-W(hybrid regularized mirror descent with weighted averaging)算法,在考

虑 L1+L2+Hinge 的混合正则化项的随机优化问题时,我们首先使用软阈值方法给出交错项的上界;其次,通过巧

妙的选取步长,在理论上证明 HRMD-W 具有 O(1/T)的收敛速率,并且可以使用 on-the-fly 方法减少计算代价;最
后,在大规模数据库上的实验结果表明:HRMD-W 算法在保证与 COMID 算法具有相同稀疏性的同时,获得了较

高的正确率. 

1   SGD,COMID 算法及加速技巧 

不失一般性,我们在此仅讨论最简单的二分类问题,假设训练样本集独立同分布,并且表示为 S={(x1,y1),…, 
(xm,ym)},其中,(xi,yi)∈Rn×{−1,+1},m 为样本个数,n 为样本维数.S 中的样本满足独立同分布,我们使用ξ=(x,y)表示

随机抽取的样本. 

1.1   SGD算法 

SGD 以操作简单、计算便捷、理论分析完善,其主要执行流程见算法 1,假设Φ为优化问题的目标函数,则
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SGD 所要求解的优化问题如下: 
 min ( )

w Ω
Φ

∈
w  (1) 

其中,Φ(w)=Eξ[Φ(w,ξ)],Ω为 Rn 上的闭凸集合. 
从公式(1)可以看出:SGD 的目标函数为期望形式,这正是随机算法的特点.由于样本独立同分布,关于单个

样本的目标函数Φ(wt,ξ)的次梯度 gt 是整个目标函数Φ(wt)次梯度的无偏估计[6,17],即有 E[gt]∈∂Φ(wt),因此,SGD
在算法形式上表现为每步迭代仅优化随机抽取的一个样本.此外,SGD 算法的一个重要评价指标——收敛速率,
是指在数学期望下,SGD 输出解对应的目标函数值收敛于最优目标函数值的速率[6],数学表达式为 

E[Φ(w)−Φ(w*)], 
其中,w*为优化问题的最优解. 

算法 1. SGD 算法. 
1.  Initialize w1=0 
2.    for t=1 to T 
3.      Compute gt∈∂Φ(wt,ξt), ηt=1/σt 
4.      Compute wt+1=PΩ(wt−ηtgt) 
5.    end for 
6.  Output: 1( ... ) /T Tw w w T= + +  

其中,σ为强凸参数,ηt 为步长,gt 表示Φ(wt,ξ)的次梯度,PΩ表示在Ω上的投影算子. 

1.2   COMID算法 

COMID 算法是 2010 年由 Duchi 等人提出,该算法将优化目标函数中的正则化项和损失函数区分对待,仅
对损失函数进行线性近似展开,而不对正则化项作处理.此时,子问题就具有解析解,算法既能够快速收敛又能

够保证正则化项的各种性质.特别地,当 r(w)为 L1 正则化项时,能够得到稀疏解.具体来说,在结构学习框架下, 
COMID 算法的主要迭代形式如下: 
 1 arg min{ , ( ) ( , )}t t t t t

w
r Bϕ

Ω
η η+

∈
= 〈 〉 + +w g w w w w  (2) 

其中,r(w)为正则化项 ,若用 l(w,ξ)表示损失函数 ,则 gt 为损失函数 l(wt,ξt)的次梯度 ,Bϕ(w,wt)为 Bregman[18]. 
COMID 算法所要优化的目标函数为Φ(w)=Eξ[r(w)+l(w,ξ)],其执行过程与 SGD 类似,区别在于 COMID 所要求解

的子问题为公式(2). 
在求解强凸优化问题时,当步长取 O(1/t)时,SGD 和 COMID 算法都只达到 O(logT/T)的收敛速率,为此, 

Shalev-Shwartz 和 Duchi 等人给出如下定理: 
定理 1[5,13]. 假设 w*为优化问题(1)的最优解,取步长ηt=O(1/t),则当 SGD 或 COMID 算法求解强凸优化问题

并运行 T 次迭代后,其收敛速率满足: 
*[ ( )] ( ) (log / ),T TE O TΦ Φ− ≤w w  

其中, 1( ... ) / .T T T= + +w w w  

1.3   SGD的加速技巧 

众所周知,强凸优化问题的最优收敛速率为 O(1/T),但标准的 SGD 算法(算法 1)仅能达到 O(logT/T).为此,
文献[7]通过对算法 1 的输出简单改动,使 SGD 算法得到最优的收敛速率,即对算法输出使用α-suffix 平均技巧,
将原来的标准平均方式改为 

(1 ) 1 ...
,T T

T T
αα

α
− + + +

=
w w

w  

其中,α∈(0,1),设αT 为整数. 
然而,该方法不能 on-the-fly 地进行计算.通过观察可知:标准平均方式 Tw 可以写成 1(1 1/ )T TT −= − +w w  

(1+T)wT 的形式,在这种形式下,算法不需要运行所有迭代步骤,在运行的过程中,仅需少量的计算代价,便可对 
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Tw 进行更新,这种方式对算法的执行起着极其重要的作用.α-suffix 平均方式需要存储算法每次迭代产生的 wT, 

或者需要事先知道算法迭代次数,固不能 on-the-fly 地进行计算. 
随后,文献[8]为了克服α-suffix 平均的缺点,使用另外一种平均方式——加权平均,同样使 SGD 算法得到

O(1/T)的收敛速率.加权平均不同于以往仅简单对 wt 取平均的做法,在算法第 t 步迭代产生 wt 的同时,为 wt 乘以

一个权重 t,其输出形式为 

1
1

2 (1 ) ,
( 1)

T
w w
T t T T T T

t
t

T T
ρ ρ−

=

= = − +
+ ∑w w w w  

其中,ρT=2/(T+1). 
加权平均不仅能够 on-the-fly 地进行计算,而且通过巧妙地选取步长,使得其收敛速率的理论证明更加地简

洁易懂. 
使用α-suffix 和加权平均技巧求解强凸优化问题时,都能使优化问题的收敛速率加速到最优,即得到 O(1/T)

的收敛速率.为此,文献[7,8]给出如下定理: 
定理 2[7,8]. 令 w*为优化问题(1)的最优解,取步长ηt=O(1/t),SGD 算法使用α-suffix 或加权平均技巧求解强凸

优化问题,其收敛速率满足: 
*[ ( )] ( ) (1/ ).E O TΦ Φ− ≤w w  

当使用α-suffix 平均技巧时, T
α=w w ;使用加权平均技巧时,有 .w

T=w w  

本文结合 COMID 和加权平均技巧,提出 HRMD-W 算法.在求解 L1 和 L2 混合正则化项导致的强凸优化问

题时,通过克服 HRMD-W 算法收敛性分析中的关键性问题,从理论方面将该算法的收敛速率提升至最优,即,达
到 O(1/T). 

2   HRMD-W 算法及收敛性分析 

本文主要考虑特殊的具有 L1 和 L2 混合正则化项的随机优化问题: 

 2
1 2min [ ( , )] || || || || ( ; )

2w
E E lξ ξ

σΦ ξ λ ξ⎡ ⎤= + +⎢ ⎥⎣ ⎦
w w w w  (3) 

其中,l(w;ξ)=max{0,1−yt〈w;xt〉}为样本(xt,yt)的 Hinge 损失.不难看出:L2 正则化项的引入,使整个目标函数具备了

强凸性质.同时,为了保证目标函数的结构,将此强凸项并入原正则化项中,此时,正则化项为 

2
1 2( ) || || || ||

2
r σλ= +w w w . 

易知,r(w)为强凸函数,满足σ-强凸[19]. 
算法 2. HRMD-W 算法. 
1:  Input parameters λ, σ. Initialize w1=0 
2:    for t=1 to T 
3:      Compute gt∈∂l(wt,ξt), ηt=2/σt 
4:      Compute wt+1 via Eq.(4) 
5:    end for 

6:  Output: 
1

2 ( 1)
( 3)

T
w
T t

t
t

T T =

= +
+ ∑w w  

算法 2 为 HRMD-W 算法的主要执行过程,在算法中,我们取 2
2

1( , ) || || .
2t tBϕ = −w w w w 与文献[8]不同的是,算 

法 2 在第 t 步迭代产生 wt 的同时,为 wt 乘以一个权重 t+1,其输出可以写为 

1
1

2 ( 1) (1 ) ,
( 3)

T
w w
T t T T T T

t
t

T T
ρ ρ−

=

= + = − +
+ ∑w w w w  
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其中, 2( 1) .
( 3)T
T

T T
ρ +

=
+

由此可见, w
Tw 可通过 on-the-fly 方式进行计算.HRMD-W 算法主要迭代步骤为 

 

2
1

2
1

1arg min , ( ) || ||
2

1     arg min , || ||
2

t t t t t
w

t
t t t t

w

r
Ω

Ω

η η

ση η λη

+
∈

∈

⎧ ⎫= 〈 〉 + + −⎨ ⎬
⎩ ⎭

+⎧ ⎫= + 〈 − 〉 +⎨ ⎬
⎩ ⎭

w g w w w w

w g w w w
 (4) 

本文的收敛速率证明与文献[8]基本类似,但 SGD 和 COMID 算法存在着本质的区别.为此,我们给出了正则

化交错项需满足的关系式,见引理 1. 
引理 1. 假设 E[||gt||]≤G,∀t, || || max | | ,ii

M∞= ≤w w 对公式(4)采用软阈值方法进行求解,则正则化交错项有 

如下关系式成立: 
2

1[ ( ) ( )] ,t t t tE r r A Bη η+− +≤w w  

其中, 

{ }2 2 2 2 2 2

2 2 2

max 2 , ( 2 ) 4 ,
2
( ) ( 2 ).

A G n G n n M M G nG

B M nG n M M

σ λ λ σ λσ λ λ

λ σ σ λσ λ

= + + + + − +

= + + + +
 

根据以上引理,并使用加权平均特有的证明技巧,我们很容易得出如下两个定理,附录 2 给出了详细的证明: 
定理 3. 令 w*为优化问题(3)的最优解,则 HRMD-W 算法运行 T 次迭代后,其收敛速率满足如下关系: 

2 2 2 2 2 2
* (4 2 ) / (4 2 ) / 8 / || || 24 / (4 2 ) /[ ( )] ( ) ln ,

3 ( 3) ( 3)
w
T

B G B G A A B GE T
T T T T T

σ σ σ σ σ σΦ Φ + + + + + +
− + +

+ + +
≤

*ww w  

其中,A 和 B 同引理 1. 
定理 4. 令 w*为优化问题(3)的最优解,则 HRMD-W 算法输出的任意瞬时解与最优解之间满足如下关系: 

2 2 2
2 2

1 2 2
2 / 4 2 4 2 8 24 (4 2 )[|| || ] ln || || ,

( 1)( 2)T
B G B G A A B GE T T

T T
σ σ

σ σ σ σ σ+

⎡ ⎤⎛ ⎞+ + +
− + + + + +⎢ ⎥⎜ ⎟

+ + ⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
≤* *w w w  

其中,A 和 B 同引理 1. 
从定理 3 不难看出:不等式右边的形式为 O(1/T)+O(lnT/T2)+O(1/T2),其中起主导作用的项为 O(1/T).所以,当

HRMD-W 算法运行 T 步后的收敛速率为最优的 O(1/T).类似地,定理 4 描述了算法迭代过程的解与最优解之间

欧式距离的界小于 O(1/T). 

3   数值实验 

本节通过 4 个大规模数据库验证 HRMD-W 算法的实际效果.实验环境为 Sun Ultra45 工作站(1.6GHz 
UltraSPARC IIIi处理器,4GB内存,Sorlaris10操作系统),实验所采用的比较算法均在LIBLINEAR[20]平台上实现. 

3.1   实验数据库和比较算法 

实验所采用的 4 个大规模数据库分别为 CCAT,astro-physic,a9a 和 covtype,表 1 给出了这 4 个数据库的详细

描述. 

Table 1  Description of datasets 
表 1  实验数据库描述 

数据库 训练样本数 测试样本数 维数 
CCAT 23 149 781 265 47 236

astro-physic 29 882 32 487 99 757
a9a 24 703 7 858 123 

covtype 522 911 58 101 54 

实验对 3 种算法进行比较,分别为 HRMD-W 算法、SGD-W 算法[8]和采用 L1+L2 混合正则化的 COMID 算
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法,记为 HRCOMID 算法.对于使用 L2 正则化项的强凸优化问题,SGD-W 算法得到了 O(1/T)的最优收敛速率;
根据文献[13]易知,HRCOMID 算法的收敛速率为 O(logT/T). 

3.2   实验方法及结论 

实验过程中,我们对每个数据库的样本采取随机抽取的方式,算法进行 10 000 次迭代后终止.为公平起见,
算法中的参数采用网格搜索方式取最优参数,并且算法在每个数据库上运行 10 次,最终结果为 10 次结果的平

均值及均方差. 
图 1 为 3 种算法的收敛速率比较图,其中,横坐标表示迭代次数;纵坐标表示当前目标函数值与最优目标函 

数值之差,在此用 *( ) ( )Φ Φ−w w 表示,具体计算时,最优目标函数值取迭代中最小的目标函数值. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.1  Comparisons of convergence rate 
图 1  目标函数收敛速率比较图 

从图 1 可以看出:HRMD-W 算法在 astro-physic 和 covtype 数据库上与 SGD-W 算法收敛速率相当;在 a9a
数据库的收敛速率快于 SGD-W;但在 CCAT 数据库慢于 SGD-W 算法.总的来说,HRMD-W 基本达到与 SGD-W
算法相同的收敛速率,且均快于 HRCOMID 算法.图中代表 Bound 的双划线表示定理 2 所给出的算法收敛速率

的界.可以看出,HRMD-W 算法的实际收敛速率曲线均在其相应界的下方,进而说明本文理论分析的正确性. 
表 2 给出算法在 4 个数据库上的测试错误率及方差.比较表中 3 种算法很容易看出:算法 HRMD-W 的测试

错误率最小,准确率最高.众所周知:方差在一定程度上反映算法的稳定性,方差越小,表示算法的稳定性越好.从
表 2 可以看出:HRMD-W 和 SGD-W 算法的稳定性优于 HRCOMID 算法,这是因为在算法输出解中使用加权技

巧,从而使得算法的稳定性增加. 
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Table 2  Comparisons of test error and variance 
表 2  测试错误率和方差比较 

算法/数据库 a9a CCAT astro-physic covtype 
HRMD-W 0.1534±0.0008 0.0783±0.0007 0.0402±0.0006 0.2323±0.0014 
HRCOMID 0.1570±0.0014 0.0932±0.0020 0.0526±0.0025 0.2357±0.0021 

SGD-W 0.1534±0.0013 0.0865±0.0010 0.0405±0.0006 0.2357±0.0014 

图 2 为 3 种算法的稀疏度比较图.稀疏度是指算法输出解向量中零维所占的比例,解的稀疏度越高,表示算

法稀疏性越好.比较 HRMD-W 和 SGD-W 算法容易发现:在 a9a 和 astro-physic 数据库上,两者的稀疏性相差不

大;在 CCAT 和 covtype 上,HRMD-W 算法的稀疏性较好.比较 HRMD-W 和 HRCOMID,从图中可以看出:对于

covtype 数据库,HRCOMID 算法的稀疏性稍好一些;在 a9a,两种算法稀疏性相当;但在 astro-physic 和 CCAT 数

据库上,HRMD-W 的稀疏性明显好于 HRCOMID 算法. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.2  Comparisons sparsity 
图 2  稀疏度比较图 

4   总结与展望 

本文在混合正则化项的镜面下降算法中引入加权技巧,提出了HRMD-W算法.该算法在保证正确率的前提

下,以 on-the-fly 的计算方式减少计算代价,并且在理论上证明算法达到 O(1/T)的最优收敛速率.最后,通过实验

对算法的性能进行验证,说明理论分析的正确性和所提算法的有效性. 
对强凸优化问题,通过使用加权平均技巧,不仅能得到最优的收敛速率,而且在一定程度上也能减少算法的

计算代价和提高算法的稳定性.这仅仅是将该技巧用于算法的最终输出上,近年也出现了将该技巧用于梯度 
上[21].能否将加权平均用于算法的迭代过程中,是我们下一步努力的方向. 
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附录 1. 引理 1 的证明 

证明:公式(4)所要解决的优化问题为 

2
1 1

1arg min , || ||
2
t

t t t t t
Ω

ση η λη+
∈

+⎧ ⎫= + 〈 − 〉 +⎨ ⎬
⎩ ⎭w

w w g w w w . 

由于向量 w 的每一维不相关,因此可以将其转换为如下单维优化问题: 

2
1, , ,

1arg min , | | ,1
2j

t
t j j t t j t j j t j j nση η λη+

+⎧ ⎫= + 〈 − 〉 +⎨ ⎬
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满足二次项+一次项+正则化项条件,使用软阈值方法解得: 

, ,

1,
, , , ,

0,                                                                     if  | |
1 [ sgn( )],  otherwise

1

t t j t j t

t j
t j t t j t t j t t j

t

η λη

η λη η
ση

+

−⎧
⎪= ⎨ − − −⎪ +⎩

≤g w
w

w g w g
. 

分两种情况讨论: 
(1) 当|wt,j−ηtgt,j|≤ληt,即|wt,j|−|ηtgt,j|≤ληt 时,有 wt+1,j=0.此时,单维的正则化交错项为 
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所以,该情况正则化项满足: 
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为方便整理,我们定义两个参数来简化证明,表示如下: 
2 2

1

1

( 2 ),
2
( ).

A G n G n

B nG n

σ λ λ

λ λ

= + +

= +
 

得到: 
2

1 1 1[ ( ) ( )] .t t t tE r r A Bη η+− +≤w w  

(2) 当|wt,j−ηtgt,j|>ληt 时,有: 

1, , , , ,
1 ( sgn( ))

1t j t j t t j t t j t t j
t

η λη η
ση+ = − − −

+
w w g w g . 

为方便证明,用 sgn 表示 sgn(wt,j−ηtgt,j).此时: 
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同样地,定义两个参数来简化证明,表示如下: 
令: 
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所以有: 2
1 2 2[ ( ) ( )]t t t tE r r A Bη η+− +≤w w . 

综上两种情况,我们令: 

1 2
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可得: 2
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附录 2. 定理 3 和定理 4 的证明 

证明:根据 MRMD-W 算法的主要迭代步骤: 
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其中,gt=∂f(wt,ξt). 
设 r′(wt+1)∈∂r(wt+1),由约束优化问题的一阶最优性条件得: 

〈w−wt+1,wt+1−wt+ηtgt+ηtr′(wt+1)〉≥0. 
特别地,当 w=w*时: 

〈w*−wt+1,wt+1−wt+ηtgt+ηtr′(wt+1)〉≥0. 
进一步化简得: 

〈w*−wt+1,wt+1−wt〉≥ηt〈wt+1−w*,gt+r′(wt+1)〉. 
又因为 f(w,ξ)为一般凸函数,r(w)函数满足σ-强凸,所以: 
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所以有: 
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即: 
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对上式两边取期望得: 
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取ηt=2/σt,上式得: 
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对上式两边同乘以(t+1),并从 t=1 到 T 求和得: 
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因为, 
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所以有:
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