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摘  要: 概率图模型作为一类有力的工具,能够简洁地表示复杂的概率分布,有效地(近似)计算边缘分布和条件分

布,方便地学习概率模型中的参数和超参数.因此,它作为一种处理不确定性的形式化方法,被广泛应用于需要进行

自动的概率推理的场合,例如计算机视觉、自然语言处理.回顾了有关概率图模型的表示、推理和学习的基本概念

和主要结果,并详细介绍了这些方法在两种重要的概率模型中的应用.还回顾了在加速经典近似推理算法方面的新

进展.最后讨论了相关方向的研究前景. 
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Abstract:  Probabilistic graphical models are powerful tools for compactly representing complex probability distributions, efficiently 
computing (approximate) marginal and conditional distributions, and conveniently learning parameters and hyperparameters in 
probabilistic models. As a result, they have been widely used in applications that require some sort of automated probabilistic reasoning, 
such as computer vision and natural language processing, as a formal approach to deal with uncertainty. This paper surveys the basic 
concepts and key results of representation, inference and learning in probabilistic graphical models, and demonstrates their uses in two 
important probabilistic models. It also reviews some recent advances in speeding up classic approximate inference algorithms, followed 
by a discussion of promising research directions. 
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我们工作和生活中的许多问题都需要通过推理来解决.通过推理,我们综合已有的信息,对我们感兴趣的未

知量做出估计,或者决定采取某种行动.例如,程序员通过观察程序在测试中的输出判断程序是否有错误以及需

要进一步调试的代码位置,医生通过患者的自我报告、患者体征、医学检测结果和流行病爆发的状态判断患者

可能罹患的疾病.一直以来,计算机科学都在努力将推理自动化,例如,编写能够自动对程序进行测试并且诊断
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错误位置的调试工具、能够辅助医生诊断患者病情的医疗诊断专家系统、理解英语文本的含义并将其转换为

汉语的自动翻译系统、从机场监控视频中发现可疑人员的安全监控系统等等.人们设计出多种多样的方法来实

现这些应用,其中,将知识陈述式地表示为概率模型,通过计算我们所关心变量的概率分布实现推理的途径具有

独特优势: 
首先,它提供了一个描述框架,使我们能够将不同领域的知识抽象为概率模型,将各种应用中的问题都归结

为计算概率模型里某些变量的概率分布,从而将知识表示和推理分离开来[1].模型的设计主要关心如何根据领

域知识设计出反映问题本质的概率模型,同时兼顾有效推理的可行性,而推理算法的设计只需关心如何有效地

在一般的或者特定的概率模型中进行推理.这种一定程度上的正交性极大地扩展了概率模型的应用,也加快了

它的发展速度. 
其次,它能够评估未知量取值的可能性,对不同取值的概率给出量化的估计.这在涉及风险的决策系统中非

常重要. 
另外,它常常具有良好的复用性.例如,我们不需要为预测父亲和儿子患上某种家族遗传病的概率分别设计

算法,只需一个关于基因和表现型的家族遗传路径的概率模型,就能处理关于遗传病风险的各种推理问题. 
概率图模型就是一类描述这种陈述式表示的概率模型的建模和推理框架,它为简洁地表示、有效地推理和

学习各种类型的概率模型提供了可能.在历史上,曾经有来自不同学科的尝试使用图的形式表示高维分布的变

量间的相关关系的例子[2,3].在人工智能领域,概率方法始于构造专家系统的早期尝试[4,5].到 20 世纪 80 年代末,
由于在贝叶斯网络和一般的概率图模型中进行推理的一系列重要进展[6,7],以及大规模专家系统的成功应用[8],
以概率图模型为代表的概率方法重新受到了重视.如今,经过 20 余年的发展,概率图模型的推断和学习已广泛

应用于机器学习、计算机视觉、自然语言处理、语音识别、专家系统、用户推荐、社交网络挖掘、生物信息

学等研究领域的最新成果中,成为人工智能相关研究中不可或缺的一门技术.概率图模型的研究方兴未艾,而且

应用范围和研究热度仍在继续增长. 
本文首先介绍概率模型中的推断和学习问题的相关背景,并引入条件独立性这一重要概念;然后,根据研究

主题依次综述概率图模型的表示、推理和学习问题核心内容的研究进展;我们还将介绍两种近年来有较大影响

的概率图模型——条件随机场和主题模型,以说明概率图模型的表示、推理和学习这 3 个环节的联系;最后,讨
论关于大规模图模型的一些延伸主题,包括效率更高的推理算法、并行和分布式推理以及针对查询的推理   
问题. 

在本文中,我们将统一使用大写字母(例如 A,X)表示随机变量,如未指明变量类型,则默认为离散变量;使用

小写字母(例如 x,y)表示随机变量的赋值;使用大写字母表示集合(例如 A,X)或者某种数据结构(例如 F,H). 
• 推断问题 
多数与人工智能相关的应用所解决的问题都可以形式化地表述为概率模型中的推断问题.在推断问题中,

目标是推断我们感兴趣的随机变量集合 S 中变量的取值分布,而我们采用生成式模型或判别式模型为问题建

模,并运用一般的或针对具体模型的推断算法来计算这一分布.在生成式模型中,我们已知包含感兴趣变量集合

在内的一些相互联系的变量的联合分布,以及其中可观测变量的观测值(或真实值),目标是以可观测变量为条

件计算目标变量的条件概率.在判别式模型中,我们已知包含感兴趣变量集合 S 在内的一些相互联系的变量与

另一些可观测变量之间的联系,即以可观测变量为条件的条件分布,以及可观测变量的观测值,目标同样是计算

感兴趣变量集合 S 中的变量的条件概率. 
例如,在计算机视觉应用中,人们可能感兴趣一个图像区域所表示的物体类别;在自然语言处理应用中,人

们可能感兴趣一句汉语文本的语法分析结果;而在用户推荐应用中,人们可能感兴趣某用户对某产品的喜好程

度.这些来自不同领域的问题都可以表示成概率模型中的推断问题,并得到统一的处理. 
在以上描述中,要计算感兴趣变量的条件概率,需要知道感兴趣变量及其相关变量包含可观测变量的联合

分布或以可观测变量为条件的条件分布.一般情况下,设全体随机变量的集合为 S,感兴趣的变量集合为{X1, 
X2,…,Xn}=X⊂S,可观测变量集合为{O1,O2,…,Om}=O⊂S,其他变量的集合记为 Y=S\(X∪O),则生成式模型确定了
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联合分布P(X,Y,O),而判别式模型确定了条件分布P(X,Y|O).给定观测值,即O的一个赋值{o1,o2,…,om},在生成式

模型中,我们需要使用概率求和规则消去 Y 中的变量,并重新归一化,得到条件概率分布 P(X|O),在判别式模型

中,我们只需求和消去 Y 中的变量即可. 
然而在实际的推断问题中,我们还要考虑到数据结构的表示开销和运算开销(时间和空间复杂度).假设在

某模型中,每个变量可以有两种取值,如果我们简单地定义以上概率分布,并使用求和规则推断目标分布,容易

验证时间开销和空间开销都至少是Ω(2|Y|).因此,我们必须寻找更紧凑的表示概率分布的数据结构以及能够在

其中有效运行的推断算法. 
• 学习问题 
推断问题研究如何在已有的模型基础上,根据观测计算目标变量的分布,并没有考虑如何构建模型的问题.

一方面,模型可以由领域专家构建,模型的结构以及参数可以由专家根据经验来指定;另一方面,实际应用中可

能需要对人类尚不了解的问题建立模型,或建立参数众多的大规模模型,或历史经验以数据的形式而不是人类

知识存储等等,在这些情况下,模型的结构和参数并不适合人工指定,因此,我们希望设计算法从已往的数据中

学习得到模型的参数和结构. 
从更一般的角度来讲,学习问题可以看作是推断问题的一类特例:我们感兴趣的随机变量是模型的参数或

结构.因此,对学习问题的简单处理将会遇到与推断问题相同的困难,即表示和计算的时间和空间复杂度关于模

型的变量数目都是指数级的,而我们需要能够处理实际应用数据规模的有效的学习算法. 
学习问题特有的困难在于:用于学习的训练样本通常是有限的,并且算法允许的训练时间也是有限的.当我

们允许复杂的模型尝试从数据中估计联合分布的每一项概率时,我们将面对所谓的维数灾难.相对于呈指数增

长的参数,样本量往往太少,以至于我们对真实分布的估计几乎必定有很大的误差. 
• 条件独立 
考虑变量集 A,B,C,如果 P(A,B|C=c)=P(A|C=c)=P(B|C=c),∀c 成立,我们就称以 C 为条件,变量集 A,B 相互独

立.此时容易验证,P(A|B,C)=P(A|C),P(B|A,C)=P(B|C).模型中的条件独立性是对推断问题和学习问题进行有效计

算的基础.例如,考虑对式 P(A,B,C)求和以消去 B,C,利用上述条件独立性,我们可以写出: 

( ),
( , , ) ( | ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) .

B C B C C B
P A B C P A C P B C P C P A C P C P B C= =∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

经过变换,在模型的表示上,需要指定的项从O(|A||B||C|)个减少到O((|A|+|B|)|C|)个,运算次数从O(|B||C|)减少

到 O(|B|+|C|).注意到,我们可利用集合 A(或 B,C)内的条件独立性进一步简化问题的表示和计算.事实上,如果一

个概率分布能够分解为一些包含不超过 d 个变量的项的乘积,且每个变量的可取值不超过 m,则表示和推断的

复杂度有上界O(md).其中,d表示一个复杂的概率分布分解为若干较简单分布的乘积性质的强弱,或者说表示变

量之间的条件独立性的强弱. 
条件独立性是概率图模型里非常基本的核心概念,贯穿模型的表示、推理和学习等各方面.概率图模型将

概率论与图论结合,提供了直观地表示随机变量间条件独立性质的工具,便于人们分析模型的性质,同时使得有

关图论的结论和算法可以用于处理概率模型的推断和学习问题[1]. 

1   概率图模型的表示 

概率图模型的表示刻画了模型的随机变量在变量层面的依赖关系,反映出问题的概率结构以及推理的难

易程度,也为推理算法提供了可以操作的数据结构.概率图模型的表示方法有多种,我们主要介绍最常见的贝叶

斯网络、马尔可夫网络、因子图等表示,以及一些简化表示的记法. 

1.1   贝叶斯网络 

对应于有向无环图的概率模型称为贝叶斯网络(如图 1所示).图的每个顶点代表随机变量或随机向量,边代

表变量间的条件相关关系,常常也被用于表示因果关系.对于任意一条边和它所连接的两个顶点 A→B,A 称为 B
的父节点,B 称为 A 的子节点.贝叶斯网络中每个顶点 X 和它的父节点 U(X)表示一个条件分布 P(X|U(X)),称为一
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个因子. 
整个概率分布由所有因子的乘积表示: 

( ) ( | ( )).P X P X U X= ∏  

 
 
 
 
 

Fig.1  Bayesian network of five variables and its union distribution 
图 1  含有 5 个变量的贝叶斯网络及其表示的联合分布 

1.1.1   贝叶斯网络中的独立性 
在贝叶斯网络中,条件独立性可以直接根据图的结构判定.我们首先考虑 3个变量之间的相互关系.由 X,Y,Z

这 3 个变量构成的 X,Y 不直接相关的贝叶斯网络,X,Y 之间的关系有以下几种形式: 
1) X 到 Y 是成因路径(X→Z→Y).当且仅当 Z 未被观测时,X,Y 不相互影响(即 X 的取值不影响 Y 的条件分

布,反之亦然).因此,X,Y 不相互独立,但给定 Z 时,X,Y 条件独立. 
2) X 到 Y 是证据路径(X←Z←Y).当且仅当 Z 未被观测时,X,Y 不相互影响.因此,X,Y 不相互独立,但给定 Z

时,X,Y 条件独立. 
3) X,Y 有共同原因(X←Z→Y).当且仅当 Z 未被观测时,X,Y 不相互影响.因此,X,Y 不相互独立,但给定 Z 时, 

X,Y 条件独立. 
4) X,Y 有共同效果(X→Z←Y).当且仅当 Z 或 Z 的一个子代节点被观测时,X,Y 相互影响.因此,X,Y 相互独

立,但给定 Z 或其子代节点时,X,Y 不相互独立. 
对于贝叶斯网络中的一条路径 X1R…RXn 和观测变量的子集 Z,当 X1 和 Xn 的取值能够相互影响时,我们

称路径 X1R…RXn 是有效的.在一般情况下,我们有以下结论:给定 Z时,X1R…RXn 是有效的当且仅当: 

1) 对该路径上的每个 V 字结构 Xi−1→Xi←Xi+1,存在 Xi 或其子代在 Z中; 
2) 路径上的其他任何节点都不在 Z中. 

1.2   马尔可夫网络 

注意到除了用若干条件概率分布的乘积构造联合分布以外,还有更一般的构造概率分布的方法.考虑定义 
在随机变量集合 X 的子集Ψ变量值域上的非负实值函数φ,若对任意 i,φi(Ψi)≥0, ii

XΨ =∪ 且 ( )i iX i
Z φ Ψ= >∑ ∏  

0,则 1 ( )i iiZ
φ Ψ∏ 定义了一个有效的分布.其中,Z 称为归一化常数,由模型参数确定而与观测值无关. 

对应于无向图的概率模型称为马尔可夫网络,图的每个顶点代表随机变量或随机向量,边代表变量间的相

关关系.对任意一条边,其所在的最大的团(全连通子图)称为一个因子.每一条边都唯一地属于一个因子,由于有

了上述构造概率分布的方法,只需为每个因子Ψ指定一个非负函数φ(Ψ ),并对所有因子的乘积归一化,我们就可

以构造出由马尔可夫网络表示的概率模型. 
归一化常数是马尔可夫网络与贝叶斯网络的重要区别之一.在许多模型中,直接计算归一化常数的复杂度

是指数级的,因此必须寻找其他替代方法解决推断或学习问题. 
1.2.1   马尔可夫网络中的独立性 

马尔可夫网络中的独立性情况比贝叶斯网络要简单 .与之前定义类似 ,对马尔可夫网络中的一条路径

X1-…-Xn 和观测变量的子集 Z,当 X1和 Xn 的取值能够相互影响时,我们称路径 X1-…-Xn 是有效的.在一般情况下,
我们有以下结论:给定 Z时,X1-…-Xn 是有效的,当且仅当路径上的其他任何节点都不在 Z中. 

P(A,B,C,D,E)=P(A)P(B|A)P(C|B)P(D|B)P(E|C,D)

B 

A 

C 

E 

D 
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1.3   因子图 

图模型的另一种常见表示是因子图[9].在因子图 G=(X,F)中,我们规定存在两种顶点:随机变量和因子.边是

无向的,连接因子和它所包含的随机变量.因此,每个随机变量的邻居顶点是包含它的各个因子,而每个因子的

邻居顶点是它的辖域内的各个随机变量. 
因子图是一种比马尔可夫网络更精细的模型表示,例如在图 2 所示的因子图中,我们可以区分不同的分布

究竟是定义为因子ΨAB,ΨBC,ΨAC 的乘积还是一个辖域为 A,B,C 的大因子ΨABC;而在马尔可夫网络中,它们有相同

的表示而无法从图结构上进行区分. 
 
 
 
 
 

 

Fig.2 
图 2 

与马尔可夫网络相似,因子图中也有马尔可夫网络的概念. 
从马尔可夫网络的特征和因子图的定义中容易推导,在因子图中,设边集为 E,变量 Xi 的马尔可夫网络是由

B(Xi)={Xj:(Xj,α)∈E 且(Xi,α)∈E 且 j≠i}构成的变量集合. 
因子图数据结构由于显式地表示出构造概率分布的因子,因此特别适合一类通过在变量与因子之间传递

消息的推理算法(参见第 2.2.1节)的执行.包括微软的 Infer.NET项目[10]在内,许多采用这类算法的推理系统都采

用了因子图的表示. 

1.4   盘式记法、模板 

盘式记法(plate notation)是一种常用的图模型的简化记法,考虑如下简单的概率模型:在一个装有白球和黑

球的盒子里进行有放回抽样,n 次抽样的结果记为 X1,…,Xn,盒子中白球的比例记为θ,则该概率模型可以采用标

准的记法表示,也可以用盘式模型表示(如图 3 所示).在盘式模型中,我们用一个框(称为盘)圈住图模型中重复的

部分,并在框内标注重复的次数. 
 
 
 
 
 

 

Fig.3 
图 3 

盘式记法能够为我们表示和分析许多概率模型提供很大的方便,但它也有一定的局限性.例如,它无法表示

盘内变量不同拷贝间的相关性,而这种相关性广泛出现于动态贝叶斯网络中.在动态贝叶斯网络中,概率模型符

合 k阶马尔可夫假设,因此,t时刻的系统状态只与[max(0,t−k)]时刻的状态有关.为了简明地表示这类含有重复的

基本结构的动态贝叶斯网络,我们可以使用称为 kBN 的模板.例如,图 4 展示了隐马尔可夫模型及其 2BN 模板  

记法. 
 

(b) 仅含有 1 个三元因子的因子图 (a) 含有 3 个二元因子的因子图 (c) 对应的马尔可夫网络仅有 1 种表示 
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(a) 展开的摸球模型 (b) 盘式记法 
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Fig.4 
图 4 

2   概率图模型的推理 

在本节中,我们介绍图模型推理所使用的一些重要算法.这些算法可大致分为 3 类: 
• 精确推理算法.能够计算查询变量的边缘分布或条件分布的精确值,但其计算复杂度随着图模型的树

宽呈指数增长,因此适用范围有限. 
• 基于优化的推理算法.将图模型的推断形式化为优化问题,通过松弛优化问题的约束条件或者调整优

化的目标函数,算法能够在较低的时间复杂度下获得原问题的近似解;对于多数难以进行精确推理的

图模型,对其变量进行抽样并不困难. 
• 基于抽样的推理算法.试图产生所求边缘分布或条件分布的抽样,使用样本的经验分布来近似真实  

分布. 
一般的图模型中的推理是困难的.关于最坏情况下推理的复杂度,我们已经知道一系列负面的结果:图模型

精确推理是#P-完全的;相对误差ε的图模型近似推理是 NP-难的;绝对误差ε∈(0,1/2)的图模型近似推理有多项

式的时间复杂度,但以证据为条件的近似推理依旧是 NP-难的[11].然而,实际应用中的问题往往具有良好的条件

独立结构,因而图模型的精确推理和近似推理算法带来了许多成功的应用. 
从推理的目标来区分,有时我们希望计算目标变量的(条件)边缘分布,称为后验推理;有时我们希望计算目

标变量(集合)最可能的(联合)赋值,称为最大后验推理.我们将首先介绍 3 类后验推理方法,最后统一介绍最大后

验推理方法. 
由于贝叶斯网络中的条件分布 P(X|Y)也可看作因子ψ (X|Y),本节中,我们将统一地采用因子ψ来构造分布. 

2.1   精确推理 

图模型的精确推理算法实质是一类动态规划算法,它利用条件独立性导致的联合分布的因子化特征,压缩

图模型变量之间传递的信息. 
2.1.1   变量消去算法 

变量消去算法[12]是最直观且容易推导的精确推理算法,然而它却是其他更高级的精确推理算法的基础.考
虑贝叶斯网络(如图 1 所示)所定义的联合分布 P(A,B,C,D,E),我们如果观测到变量 E=e,并且想要计算变量 C=c
的条件概率 P(c|e),则可以简单地写出: 

, ,

1( | ) ( , , , , ),a b dP c e P a b c d e
Z

= ∑  

其中,
, , , ( , , , , ).a b c dZ P a b c d e= ∑  

利用贝叶斯网络所蕴含的独立性,以上求和可分别化简为 

 
, , , ,

( , , , , ) ( ) ( | ) ( | ) ( | ) ( | , ) ( | , ) ( | ) ( | ) ( ) ( | )
a b d a b d d b a

P a b c d e P a P b a P c b P d b P e c d P e c d P c b P d b P a P b a
⎛ ⎞⎛ ⎞

= = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑ ∑  (1) 

简而言之,变量消去算法实际是利用了乘法对加法的分配律,将对多个变量的积的求和分解为对部分变量

xi

yi

x2 x1 

y1 y2 yn 

xn 
… 

(a) 展开的隐马尔可夫模型 (b) 2BN-记法 

(该记法要求使用盘分别圈住 t 时刻的变量和它们的父节点变量) 

xi−1  
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交替进行的求积与求和.变量消去算法的缺点在于:一次变量消去只能求出本次查询变量的条件分布,不同的查

询将带来大量的重复计算.为实现一次计算、多次使用,就需要更加仔细地进行算法设计.为了保证算法的正确

性,需要保证所有与求和变量有关的项都在求和符号内,这也是以下两种常用精确推理算法的理论基础. 
2.1.2   团树算法 

为了实现精确推理的更高效算法,需要设计一种支持推理运算的数据结构:团树.团树是一种具有如下性质

的树结构: 
1) 团树的每个顶点都是对应图模型中因子的集合. 
2) 族保持性:原图模型中的每个因子都属于至少 1 个团树顶点. 
3) 流动相交性:如果变量 X 在团树的两个顶点 Ci,Cj 中出现,则 X 出现在 Ci,Cj 之间的每一个顶点中. 
团树中,相邻两顶点的变量的交 Sij=Ci∩Cj 称为两顶点的割集. 
从同一图模型可以生成多种团树,它们的推理代价并不相同,但寻找推理代价最小的团树是困难的.一个比

较好的方法是在所谓“最大消去团”的全连通图上寻找好的团树.指定一个变量消去的顺序,考虑依次消去变量

时所生成的团,以其中的最大团为顶点生成全连通图,用割集的基数为边赋权,则该全连通图的最大权生成树就

是一个较好的团树.这是因为在变量消去的过程中,我们只需要消去未出现在割集中的变量,因此对于给定的顶

点集合,割集中包含的变量较多,计算代价相对就较小. 
团树生成之后,需要计算团树顶点对应的因子.为此,只需对每个顶点遍历原图模型因子的集合,若该因子

所含变量是该团树顶点所含变量的子集,则将其乘入该顶点的因子中.团树对应的因子集合称为可分解密度,这
是因为它们是原概率分布在团树上分解的结果. 

有了团树和可分解密度,就可以执行以下精确推理算法了: 
• 消息传递(也称 Shafer-Shenoy 算法[13]、和-积算法). 
在消息传递算法中,当且仅当节点 A 收到了除邻居节点 B 外所有邻居节点的消息时,A 才向 B 传递消息.消

息传递算法按如下步骤执行: 
1) 在团树中选择一个根节点,由根节点出发构造一个单根树. 
2) 从根节点起递归地执行:如果该节点的子节点收到了其他所有邻居的消息,则子节点向该节点传递  

消息. 
3) 从根节点起递归地执行:如果该节点收到了除某个子节点外其他所有邻居的消息,则该节点向子节点

传递消息. 
• 信念传播(也称 HUGIN 算法[14]). 
在信念传播算法中,我们为每个节点附加一个称为信念的变量.在算法运行的每一步,每个节点都同时向其

相邻节点传递消息,消息的内容是该节点当前关于其割集中变量的边缘分布的信念.每个节点在接收到来自其

他节点的消息后立即更新其信念:将自身的信念乘以新接收的消息,并除去上一次从相同节点接收到的消息.如
果任一节点在收到其邻居节点的消息后自身的信念都不再发生变化,算法就收敛了.可以证明:对于团树上的信

念传播,每对节点间传递两次消息后,算法就会收敛,且收敛于正确的分布(可能需要归一化). 

2.2   基于优化的近似推理 

在上一节中,我们介绍了用于精确推理的信念传播算法,其中使用到了团树这一数据结构.团树可以在对原

始的图模型进行变量消去的过程中生成,团树上信念传播的复杂度是团树中最大团所含变量数目的指数量级.
而如果我们对于在计算机视觉等领域常用的伊辛(Ising)模型生成团树(如图 5 所示,其中,灰色加粗的变量集合

为变量 X2,2 的马尔可夫毯),设图模型的变量数量为Θ(N 2),则一个团中将含有Ω (N )个变量,精确推理的复杂度是

2Ω (N ).因此,对于具有这类变量耦合性质的模型,团树上的信念传播算法就不适用了. 
通过对团树信念传播算法的进一步分析人们发现:它可以表示成一个关于团节点信念的优化问题的求解

算法,其约束就是节点信念关于割集中变量的边缘分布一致.可以证明,这也保证了联合分布整体的一致性.类
似地,我们也可以把其他图模型(例如伊辛模型)中更困难的推理表示成优化问题,考虑其近似求解方案,对应地
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设计出推理算法. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.5  Representation of graph models of Ising model 
图 5  伊辛(Ising)模型的图模型表示 

2.2.1   环路信念传播 
环路信念传播(loopy belief propagation,简称 LBP[6])是团树信念传播方法的自然推广.从算法上看,LBP 与

团树算法的区别仅在于它放松了团树算法所要求的流动相交性这个性质,因此允许在有环图上执行算法.保留

环路的结果,是从节点 Ci 到节点 Cj 关于 X 变量的信息可能影响了 Cj 对 Y 的信念,既而又传播回 Ci 并对其关于

X 的信念造成反馈.这可能导致 X 的信念无法收敛,或者收敛到错误的分布. 
尽管环路信念传播的运行结果取决于具体模型及其参数,缺乏理论上好的保证,但在实际中其表现常常令

人满意.在编解码问题研究中,著名的 Turbocode 解码算法就被证明与环路信念传播算法等价[15]. 
可以证明,在伊辛模型上直接运行环路信念传播算法,等价于求解原优化问题的一个近似[16]:目标函数等价

于优化 Bethe 近似的能量函数,而约束条件仅要求割集变量的边缘分布一致.在环路图中,这并不保证联合分布

的整体一致. 
2.2.2   平均场近似 

通过对可行域施加更多约束条件,平均场(mean field)算法简化优化目标函数,从另一个角度解决在类似伊

辛模型的高树宽模型中近似推理的问题.例如对于伊辛模型,原优化问题为 
 ( )( ) ( , ( ))sup

M
A H pθ μ

μ
θ θ μ

∈
= 〈 〉 +  (2) 

其中,θ是模型参数;μ是对应的因子在该参数下的充分统计量的期望;M 称为边缘(概率)多面体剖分,是所有合理

的边缘分布的集合;〈⋅,⋅〉为内积,H(⋅)是分布的熵函数,而 pθ(μ)是充分统计量期望μ对应的模型参数θ所定义的分 

布.平均场算法采用 ,
ˆ { : }u v u vM μ μ μ μ= = 替代实际可行域 M,这相当于在去掉原伊辛模型所有边连接的一类模 

型中,寻找伊辛模型的最佳近似.从而,其对应的熵函数化简为易于优化的形式: 
 ( )( ) ( log (1 )log(1 ))v v v v

v V
H pθ μ μ μ μ μ

∈

= − + − −∑  (3) 

新的优化问题对每个μv 分别是凹的,因此可以采用迭代地关于每个μv 进行优化的方法求解,得到μ的更新

方程为 

 

( )

1

exp
v

v u u
u N v

μ
θ θ μ

∈

=
⎛ ⎞

− −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
 (4) 

当算法收敛时,得到的μv 和 A(θ)就是原问题解的平均场近似. 

2.3   基于抽样方法的推理 

当精确推理计算困难时,抽样方法提供了计算随机变量边缘(条件)分布和其他函数的另一种途径[17].抽样

方法的种类很多,包括拒绝性采样、重要性采样[18−20]、粒子滤波[21]、马尔可夫链蒙特卡罗(MCMC)[22,23]算法等.
与变分推理方法不同,基于马尔可夫链的抽样推理方法在一定条件下,理论上能够渐近地收敛于真实分布;不仅

如此,它还具有普遍的适用性.但对复杂的推理问题,马尔可夫链的混合时间通常无法估计,其实际效率也往往
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低于针对具体模型设计的变分优化推理算法. 
2.3.1   拒绝性采样 

拒绝式采样意指与观测不一致的采样将被拒绝,它是贝叶斯网络中采样的最简单方法.考虑依条件概率分

布从图模型 G 中抽样,则得到样本 x 的概率为 P(x).若观测变量 Xe=xe,查询变量 Xq,则有: 

 \{ }
( )1[ ]

( | )
( )1[ ]

q

e e
x X

q e
e e

x

P x X x
P x x

P x X x

=

=
=

∑

∑
 (5) 

即在所有与观测一致的抽样中,查询变量 Xq=xq 的比例即其取值 xq 的条件概率.注意到接受概率 1[Xe=xe]关于观

测变量的数目呈指数趋于 0,因此,拒绝性采样不适用于连续变量以及有大量观测的模型. 
2.3.2   重要性采样 

重要性采样意指首先获得服从另一分布的样本,再根据重要性对样本加权,以使样本等效于来自目标分布.
考虑欲估计关于 X 的函数 f(X),抽样分布 q(X),目标分布 p(X),则由 

 
1

( ) 1 ( )( ( )) ( ) ( )d ( ) ,  
( ) ( )

M
i

p i i i
i i

p X p XE f X f X q X X f X w w
q X M q X=

= ≈ =∑∫  (6) 

可依分布 q(x)抽样得到{X1,…,XM},计算 wi 进行重要性加权,即可得到 Ep(f(X))的估计.对一般的图模型,往往只知 
道 ( ) ( ) , ( ) ( ) ,p qp X p X Z q X q X Z= =� � 而不知道其归一化常数.此时,可利用: 
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其中, ( )
( )

i
i

i

p Xw
q X

= . 

因此,同样可以从样本中获得关于目标分布的函数值估计. 
在应用中,虽然只要求 q(x)>0,x∈{y:p(y)>0},但若 q(x)与 p(x)差别较大,估计的误差也往往较大.结合退火等

技术发展出的退火重要性采样(annealed importance sampling,简称 AIS)可以减少估计误差. 
似然度加权也是一种常用的图模型抽样算法.它可以看作重要性采样的一个特例.在似然度加权中,样本及

其权重按如下算法产生: 
算法 1. 似然度加权. 
输入:观测集合(E,xE). 
输出:样本 x 以及重要性权值 w. 
(1) w←1 
(2) foreach 拓扑排序中的第 i 个变量 do 
(3)   if i∈E then 
(4)     Xi←xi 
(5)     w←wp(xi|Xπ(i))  
(6)   else 
(7)     依 Xi~p(Xi|XN(i))抽样 
(8) return (x,w) 
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2.3.3   MCMC 算法 
考虑随机向量 X 状态空间上的随机过程{X(1),…,X(t)},如果适当选择状态转移矩阵并作用于 X,则可构造出

马尔可夫链使 X(t)的分布收敛于后验分布.因此,这一类算法称为 MCMC 算法.由不同的状态转移方法确定的

MCMC 算法具有不同的性质.下面主要介绍最简单、最常见的两种算法:Gibbs 抽样和 Metropolis-Hastings 算法. 
• Gibbs 抽样 

Gibbs 抽样算法假定对任意变量 Xi,我们可以从 p(xi|x−i)中抽样.算法的每一步依次选择一个变量,以其他变

量的当前值为条件,从该变量的条件分布中抽样更新其值. 
Gibbs 抽样的优势在于算法简单,缺点在于一次只能更新一个变量,效率较低.改进的联锁(blocked)Gibbs 抽

样在每一步能够对相互条件独立的变量同时抽样.但当从 p(xi|x−i)中抽样比较困难时,Gibbs 抽样就不适用了. 
Gibbs 抽样可以看作下面介绍的 Metropolis-Hastings 算法的一个特例. 

• Metropolis-Hastings 算法 
Metropolis-Hastings 算法具有更大的灵活性.它只假定我们可以产生遍历状态空间的马尔可夫链,并且能够

计算样本的生成概率和比较不同样本的似然比.我们可以为算法设计不同的建议分布(proposal distribution)Q,
通过控制接受概率(acceptance probability),使状态转移分布对目标分布满足细致平衡(detailed balance)性质.具
体地,设 Q(x→x′)表示由状态转移函数从 x 生成状态 x′的概率密度,A(x→x′)表示状态转移 x→x′的接受概率,则由

细致平衡原理有: 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

A x x p x Q x x
A x x p x Q x x

′ ′ ′→ →
=

′ ′→ →
 (8) 

取接受概率为
( ) ( )( ) min 1,
( ) ( )

p x Q x xA x x
p x Q x x

′ ′⎛ ⎞→′→ = ⎜ ⎟′→⎝ ⎠
,即可使上式成立. 

通常,我们希望建议分布 Q 的选择能够使算法有较高的接受概率,同时又能较快而全面地探索状态空间的

不同区域.但实际中,算法的表现往往依赖于概率分布的复杂程度以及算法设计者对问题的理解.一些高级的

MCMC 算法,例如推广的 Swendsen-Wang 算法[24,25]以及 Hamiltonian Monte Carlo[26]方法,针对不同的方面对基

本算法进行了改进. 

3   概率图模型的学习 

对于复杂的、缺乏专家经验的概率模型,如果我们有一定数量的观测数据,通常希望能够从观测数据中获

得模型的参数甚至结构.这又分为几种不同的情况:贝叶斯网络或马尔可夫网络;所有变量都可观测的模型或只

可观测部分变量的模型;结构已知的模型或结构未知的模型.不同的情况产生出一系列不同难度的问题. 
在参数估计的不同准则中 :一种常用的估计方法是最大似然估计(maximum likelihood estimation,简称

MLE),即在参数空间中寻找使观测数据的似然最大的参数;另一种称为最大后验(maximum a posteriori,简称

MAP)的估计方法寻找参数空间中后验概率最大的参数.以下为叙述简单,我们只介绍最大似然估计的方法,对
应的最大后验估计可通过相同方法导出.在有缺失数据的参数估计中,我们还将介绍视参数为潜在的随机变量,
估计其后验分布的贝叶斯推断方法. 

3.1   完全可观测模型的参数估计 

由于已知的信息最多,完全可观测模型的学习问题是各类学习问题中最简单的.然而即使在这种情况下,贝
叶斯网络和马尔可夫网络的学习算法代价也有着本质的不同.我们将会看到:贝叶斯网络的参数估计问题是可

分解的,因而容易求解;但是马尔可夫网络由于其因子缺少局部的归一化性质,由全局归一化常数带来的模型参

数之间的耦合增大了学习的难度. 
3.1.1   估计贝叶斯网络的参数 

对于贝叶斯网络 G,记其变量集合为 X,参数为θ,观测样本为 D={X(1),…,X(N)},则似然函数为 
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最大化似然函数等价于最大化对数似然,即 

 ( ) ( )

1
max ( ; ) max log ( | ( ) ; )

j
j

N
i i

j j j
X x i

l D p x u x
θ θ

θ θ
∈ =

= ∑ ∑  (10) 

由此可见,在完全可观测的贝叶斯网络中,最大似然参数估计问题可分解为对每个条件概率密度的参数估

计问题. 
3.1.2   估计马尔可夫网络的参数 

对于马尔可夫网络 H,一般研究一类称为对数线性模型(log-linear model)的模型比较方便.记其因子集合为

C,参数为θ,对数线性模型的似然定义为 

 1( | ) exp ( )
( )

T
c c

c
p

Z
θ θ ϕ

θ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑y y  (11) 

可以证明,完全可观测的对数线性模型的对数似然函数关于参数θ是凸的,因此可以采用梯度方法求解最

大似然估计问题.对数似然函数关于参数的偏导为 

 |
( ) 1 ( ) [ ( )]c i y c

ic

l E
N θ

θ φ φ
θ

∂ ⎡ ⎤
= −⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦

∑ y y  (12) 

其中,第 1 项可以从训练集的经验分布估计;第 2 项需要在当前模型中进行推理,对于低树宽的模型,可以采用精

确推理的方法求得此项;而对于高树宽的模型,则需要采用上文介绍的近似推理方法.一种常用的方法是对模型

中的目标变量进行抽样,以在抽样经验分布中的均值近似上式第 2 项,从而求得近似 t 的梯度.对于大训练集,每
次迭代求解上式第 1 项也有较大的时间开销,因此可以用小批训练样本(minibatch)诱导的分布近似整个训练集

的经验分布求第 1 项.由于梯度下降第 t 步与 t+1 步的参数一般差异不大,可以用第 t 步的抽样初始化第 t+1 步

的 MCMC 算法,从而加快马尔可夫链的混合速度.随机最大似然方法综合了这些近似技巧. 
另一种称为最大化伪似然的典型方法试图回避由归一化常数导致的参数估计的困难.该方法定义对数伪

似然为 

 ,
1 1

1( ) log ( | , )
N D

PL id i d
i d

l p y
N

θ θ−
= =

= ∑∑ y  (13) 

修改参数估计的目标为最大化所有条件分布之积(又称组合似然).在新的目标函数下,可以与在贝叶斯网

络中类似地将参数估计问题分解为每个条件分布的参数估计问题.在高斯马尔可夫随机场中,最大伪似然与最

大似然目标等价,然而这种等价性对一般模型并不成立. 
算法 2. 拟合 MRF 的随机最大似然算法. 
(1)  随机初始化权值θ 
(2)  k=0, η=1 
(3)  foreach 轮次 do 
(4)    foreach 大小为 B 的小批训练样本 do 
(5)      foreach s=1:S do 
(6)        抽样 ys,k~p(y|θk) 

(7)      ,
1

1ˆ ( ( )) ( )S s k
s

E
S

φ φ
=

= ∑y y  

(8)      foreach 小批训练样本中的第 i 个样本 do 

(9)        ˆ( ) ( ( ))ik i Eφ φ= −g y y  

(10)     1
k iki BB ∈

= ∑g g  
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(11)     θk+1=θk−ηgk 
(12)     k=k+1 
(13)     减小步长η 

3.2   有缺失数据的参数估计 

对于某一变量,数据缺失分为两种情况:部分训练样本的数据缺失以及数据完全缺失(隐变量).我们主要讨

论模型含有隐变量的情况.在有缺失数据的情况下,即使对于贝叶斯网络,最大化数据集的似然函数的问题也不

能分解成更小的问题.一般有如下两种参数估计的方法: 
• 梯度上升算法是优化非线性目标函数的标准方法.算法迭代的每一步计算数据的似然关于模型参数

的偏导,并在梯度方向上升.由于似然函数有界,算法将收敛于一个局部最优解. 
• 期望-最大化算法(又称 EM 算法)是一种处理含有缺失数据的最大似然估计问题的专门方法.该方法的

思路来源于两个较为简单的问题:给定模型真实参数和可观测变量,推理隐变量的分布,是标准的推理

问题;给定可观测变量和隐变量的真实值,求最大似然参数估计,是标准的学习问题.基于以上想法,算
法将求解最优参数的过程分解为交替进行的两个步骤:在“期望”步骤,我们根据模型参数的当前估计

推理,求得隐变量的分布,以此获得(对数)似然函数关于隐变量分布的期望;在“最大化”步骤,我们求解

最大化(对数)似然函数期望的模型参数,得到参数的新估计值.可以证明,每个步骤均能增大似然函数,
因此,算法将收敛于一个局部最优解. 

然而,与完全可观测模型的似然函数不同,在有隐变量的情况下,目标函数一般有多个局部极大值.为解决

算法陷于局部极大值的问题,有时采用退火的方法,或者对训练数据加入扰动(pertubation).但是在实际中,依然

无法保证算法能够找到最大似然估计的全局最优解. 
对于部分训练样本缺失某变量数据的情形,还需要考虑数据缺失事件是随机发生的,还是与当前模型的其

他变量有关:若为前者,则可以用对待隐变量的类似方法处理;若为后者,则需要做进一步的修正. 

3.3   结构学习 

从数据中推断变量之间的依赖关系(即图模型结构)的问题称为结构学习.结构学习可以用于发现变量之间

的依赖关系,例如发现生物体不同基因表达的依赖关系.此外,通过结构学习获得数据的合理模型,还可以用来

对数据做密度估计.具有稀疏性的结构有助于防止密度估计的过拟合问题.我们主要介绍贝叶斯网络的结构学

习问题.马尔可夫网络的结构学习方法与之相近,可以参考文献[1]中第 20 章第 7 节的相关内容. 
贝叶斯网络结构学习的方法大体可分为 3 类,下面分别进行介绍. 

3.3.1   基于约束的方法 
若数据产生于某真实模型 G*,则对于 G*中条件独立的变量(集合),在训练数据中也应当近似条件独立;相

反,若 G*完整地反映了数据的条件独立关系,则 G*中条件依赖的变量在训练数据中也很可能是条件依赖的.这
构成了基于约束的方法的依据.具体说来,在关于变量间条件独立性的统计测试基础上,该方法对训练数据集进

行一系列的条件独立性查询.在一定的假设下[1],该方法能够使用多项式个关于有限多变量的条件独立性查询

找到最优的图模型结构. 
3.3.2   基于得分的方法 

基于得分的方法将结构学习问题转化为最优化问题处理.该方法定义某种得分函数,根据训练样本为每一

种候选结构打分,搜索得分较高的结构.选择得分函数时,我们首先可能会想到采用似然函数——例如对于图模

型 G,首先对参数做最大似然估计,用数据集的对数似然作为 G 的得分.然而,这种称为似然得分的方法会导致过

拟合——一般来说,复杂的模型将获得更高的得分. 
贝叶斯得分能够有效地避免过拟合训练数据的问题.该得分函数采用模型 G,以证据 x 为条件的后验概率

作为 G 的得分,为此,需要指定关于模型结构 G 和参数θG 的先验分布,并对参数的所有取值求积分.因此,这一得

分只在具有特定分布的简单模型上适用. 
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贝叶斯信息准则(Bayesian information criterions,简称 BIC)得分是贝叶斯得分的一种简化和近似,可以避免

计算对模型参数空间的多重积分.可以证明,若假设贝叶斯网络的变量都是离散的,且采用 Dirichlet 分布作为参

数的先验分布,则随着样本数量趋向无穷,BIC 得分: 

 logˆ( : ) ( : ) [ ]
2BIC g
Mscore G D l D Dim Gθ= −  (14) 

与贝叶斯得分之差将趋向于一个常数.BIC 得分还具有统计一致性,即随着样本数量趋向无穷,真实的模型结构

(以及与其有等价条件独立性质的结构)将获得最大的 BIC 得分. 
选定了打分规则,还需要解决搜索得分较高的图模型结构的问题.对于树结构的图模型,有 O(n2)时间的算

法找到最优树结构;对于给定了序关系的变量集合,找到最优结构的计算复杂度大致是图模型节点最大入度的

指数 ;对于一般的图模型 ,则问题常常是 NP-难的 ,一般采用启发式的方法近似求解 .一种常用的称为爬山

(hill-climbing)法的方法,通过反复试探增边、删边、逆转边的方向等基本操作,寻找具有更高得分的结构. 
3.3.3   贝叶斯模型平均 

如上所述,当训练样本趋于无穷时,模型的后验概率将集中于真实模型和它的等价模型;然而,当训练样本

较少时,模型结构的后验分布往往并不集中.这时,使用最大后验的模型来代表我们对模型后验的估计就未必合

适了.我们可以采用 MCMC 方法,构造在不同结构的图模型之间转换的马尔可夫链,设计 Metropolis-Hastings 算
法的接受概率,使其平稳分布恰好是模型结构的后验分布,利用马尔可夫链抽样的经验分布估计模型结构. 

4   代表模型 

本节中,我们将介绍两类在近 10 年中有较大学术影响且获得广泛应用的概率图模型: 
• 条件随机场[27]是马尔可夫随机场的一种变体,其相对于马尔可夫随机场的优势在于不需要对输入进

行建模,可以综合各种特征、打分函数,因此能够方便地与特征提取、检测器、分类器等输出的中间结

果结合起来. 
• 主题模型[28]是一类文档聚类和文本分析的概率模型.它提出了更合理的模型假设,弥补了传统聚类方

法的种种不足,提供了更精细的分析结果,且有有效的近似推理算法. 

4.1   条件随机场 

条件随机场(conditional random field,简称 CRF)是一类判别式概率图模型,在句法分析和计算机视觉等问

题中有广泛的应用.具体来说,条件随机场是一种所有的势函数都以输入特征为条件的马尔可夫随机场: 

 1( | , ) ( | , )
( , ) c c

c
p

Z
ψ= ∏y x w y x w

x w
 (15) 

通常,我们假设势函数关于输入特征有对数线性的表示: 

 ( | , ) exp( ( , ))T
c c c cψ φ=y x w w x y  (16) 

其中,ϕ(x,yc)是关于输入 x和标签 yc 的特征向量.由此可以写出条件随机场的对数似然函数: 

 1( ) ( , ) log ( , )T
c c i i i

i c
l Z

N
φ⎡ ⎤
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⎣ ⎦
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以及梯度: 

 1 [ ( , ) [ ( , )]]c i i c i
ic

l E
N

φ φ∂
= −

∂ ∑ y x y x
w

 (18) 

注意到 E[ϕc(y,xi)]依赖于第 i 个训练样本,因此在采用梯度方法训练的每一步,针对每一个训练样本都需要

在模型中进行推断.这一特点使得对于大小为 N 的训练集,条件随机场的训练时间比马尔可夫随机场要大一个

O(N)的因子.然而,这也为条件随机场带来不可替代的优势:因子以输入为条件(而不是包含输入),意味着我们可

以向模型中加入全局特征,而不必担心变量相互耦合导致的推理困难. 
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4.2   主题模型 

主题模型是一类生成式的贝叶斯模型,在文本分析、社交网络分析、计算机视觉等问题中有广泛的应用.  

如图 6 所示,变分推断的目标是选择合适的变分参数 , , ,i ilq Bπ �� � 使得图 6(b)中πi,qil,B 的分布尽可能接近图 6(a)中 

对应变量的后验分布.这里,我们从文本分析的角度介绍主题模型.假设语料库由 K个主题组成,每篇文档的内容

是不同主题的混合,用 K 项分布πi 表示.每个主题对应一个该主题的词库,bk 表示第 k 个主题词库产生不同词汇

的概率分布.文档的生成过程由算法 3 来描述. 
算法 3. 主题模型的文本生成方法. 
输入:超参数α,γ,K,V,N; 
输出:文本语料库. 
(1) for 第 k∈[1,…,K]个主题 do 
(2)   抽样词汇的概率分布 bk|γ~Dir(γ1V) 
(3) for 第 i∈[1,…,D]篇文档 do 
(4)   抽样第 i 篇文档的主题分布πi|α~Dir(α1K) 
(5)   for 第 l∈[1,…,Ni]个单词 do 
(6)     抽样该单词的主题 qil|πi~Cat(πi) 
(7)     抽样单词 yil|qil=k,B~Cat(bk) 

 
 
 
 
 
 
 

 

Fig.6 
图 6 

4.2.1   主题模型的推理 
• (坍塌的)Gibbs 抽样[29] 
我们从朴素的 LDA 的 Gibbs 抽样算法开始.首先,我们可以写出所有变量的完全条件分布: 

 ,( | ) exp[log log ]il ik k xil
p q k bπ= ⋅ ∝ +  (19) 
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然而,由于πi 和 bk 都服从狄利克雷(Dirichlet)分布,我们可以积分消去这些变量,导出坍塌的 Gibbs 抽样(collapsed 
Gibbs sampling)[29,30]: 
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, ,( | , , , ) v k i k

i l i l
k i

c c
p q k

c V L Kγ

γ α
α γ

α

− −

− −

+ +
= ∝

+ +
q y  (22) 

其中,记 v=yil 表示第 i 篇文档的第 l 个单词, ,v kc− 表示除文档 i 的第 l 个单词外所有被归入主题 k 的语料库单词 v

的数目, ,i kc− 表示除文档 i 的第 l 个单词外所有被归入主题 k 的文档 i 的单词的数目, kc− 表示除文档 i 的第 l 个单 

qilπi

Li
N

iπ� ilq� B�

B qil πi 

Li 

N 

B γα yil 

   
 

 

(a) 主题模型 (b) 主题模型的变分近似 
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词外所有被归入主题 k 的单词的数目,而 Li 表示第 i 个文档的单词总数.该公式有直观的含义:文档 i 的第 l 个单

词被归入主题 k 的概率正比于该单词在主题 k 中产生的概率(第 1 项)以及该主题在文档中使用的概率(第 2 项). 
基于公式(22),我们可以实现坍塌的 Gibbs 抽样算法(算法 4). 
算法 4. 坍塌的 Gibbs 抽样. 
输入:文本语料库. 
输出:文本语料库 qil. 
(1) 初始化:随机为每个单词指定一个主题 qil∈{1,…,K} 
(2) for 第 i∈[1,…,D]篇文档 do 
(3)   for 第 l∈[1,…,Ni]个单词 do 

(4)     统计 , ,,v k i k kc c c− − −和  

(5)     按照公式(22)抽样该单词的主题 qil 
• 批量变分推断[28] 
由于后验分布不易直接求解,可以采用变分推断方法,从一类独立性更强的图模型中寻找原模型的最优近

似.最简单的变分推断使用平均场近似,即假设待推断变量的联合后验分布可以完全因子化: 

 ( , , ) ( | ) ( | , ) ( | )i i i iv iv iv k k
v k

q c B B Mul c n c Dir b bπ π π ⋅ ⋅ ⋅ ⋅= ∏ ∏ �� �  (23) 

在这种假设下,我们最小化泛函 q(πi,ci,B)与目标分布的 KL-散度,将得到如下更新规则: 
 ik k iv ivk

v
n cπ α= + ∑� �  (24) 

 exp( [log ] [log ])ivk vk ikc E b E π∝ +�  (25) 

 vk v ivk
i

b cγ= + ∑� �  (26) 

由公式(24),我们得到批量变分推断的更新算法(算法 5、算法 6). 
算法 5. LDA 的批量变分近似推理. 
输入:超参数αk,γv,K,词汇统计 niv. 
输出:πik,civk,bvk. 

(1) 使用多项分布混合模型的 EM 方法估计 vkb� 的值 

(2) 初始化计数 niv 
(3) while 未收敛 do 
(4)   svk=0 
(5)   for 第 i∈[1,…,D]篇文档 do 

(6)     ( , ) ( , , )i i ic Estep n Bπ α= �� �  
(7)     vk vk iv ivks s n c= + �  

(8)   for 第 k∈[1,…,K]个主题 do 

(9)     vk v vkb sγ= +�  

算法 6. ( , , ).iEstep n B α�  

输入:超参数αk,γv,K,词汇统计 niv. 
输出:πik,civk,bvk. 
(1) 初始化 ik kπ α=�  

(2) repeat 

(3)   ,old
i i ik kπ π π α⋅ ⋅= =� � �  

(4)   foreach 单词 v∈{1,…,V} do 
(5)     foreach 主题 k∈{1,…,K} do 
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(6)       exp( ( ) ( ))old
ivk k v k ic bψ ψ π⋅ ⋅= +�� �  

(7)     归一化 ivc ⋅�  
(8)     ik ik iv ivkn cπ π= +� � �  

(9)   until 1 | |old
ik ikk thresh

K
π π− <∑ � �  

• 在线变分推断[31] 
注意到在批量变分推断中,求期望的步骤需要遍历所有 N 个文档,在文档集很大的情形下,这将花费太多的

时间.利用随机梯度下降的方法,在每次迭代中我们可以使用 1 个或数个数据的期望充分统计量代替整个数据

集上的期望充分统计量,然后在最大化步骤中对B的变分参数做部分更新.这样,就得到了LDA的在线变分推断

算法. 
算法 7. LDA 的在线变分近似推理. 
输入:超参数αk,γv,K,词汇统计 niv,τ0,κ. 

(1) 随机初始化 vkb�  

(2) for t=1:∞ do 
(3)   步长ρt=(τ0+t)−κ 
(4)   选择小批文档 i=i(t) 

(5)   ( , ) ( , , )i i ic Estep n Bπ α= �� �  

(6)   new
vk v iv ivkb Nn cρ= +� �  

(7)   (1 ) new
vk t vk t vkb b bρ ρ= − +� � �  

5   近似推理的加速 

随着互联网、传感器网络等大规模应用的兴起,图模型的推理问题规模也迅速扩大.在这一类大规模图模

型应用中,如何迅速而有效地对图模型执行近似推理,是我们关心的核心问题.针对这一问题,目前的方法主要

结合以下几种解决途径:设计好的消息传递调度方法,利用多核硬件实现并行和分布式推理,针对查询变量有选

择地执行推理. 

5.1   消息传递调度 

设计消息更新调度是一种有效且广泛使用的提高信念传播计算效率的方法.在标准的环路信念传播中,每
次迭代将重新计算和更新所有的消息.然而多数情况下,只有少数消息在相继的两次更新中有较大变化,而大多

数的消息更新几乎不改变计算结果,因此浪费了计算资源. 
• 残余信念传播 

Elidan[32]提出了一种称为残余信念传播(residual belief propagation)的消息更新调度算法.该算法的更新规

则是:每次只更新在标准环路信念传播算法的消息更新中改变最大的那个消息. 

具体来说,残余信念传播算法为因子图的每个边记录两个消息:一个是当前消息 ( ) ;t
jαν − 一个是新消息,即给 

定所有其他当前消息时信念传播的更新结果: 

 
\

( ) ( ) ( )
\

\

ˆ ( ) log ( , )exp ( ( ) ( ))
i

t t t
i i i i j j j

X j i
x X x x x

α α

α α α α
Γ

ν ψ ϒ ν− −
∈

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ �  (27) 

新消息与当前消息之间的差异称为残余 rα−i: 

 ( ) ( )|| ||t t
i i irα α αν ν− − −≡ −  (28) 

在第 t+1 轮迭代,算法只更新有最大残余的消息.换言之, 
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( )

( 1) ( )
( )

ˆ ,  ( ) arg max

,  

t
i it i E

i
t

i

i rα α
α

α

α

ν α
ν

ν

− −+ − ∈
−

−

⎧ − =⎪= ⎨
⎪⎩ 其他情况

 (29) 

在更新να−i 后,只有与 i 直接相关的因子β∈Γi 发送的新消息 ( 1)ˆ t
jβν +

− 需要重新计算.算法伪代码如下: 

算法 8. 残余信念传播. 
输入:G=({X,F},T). 
(1)  定义优先队列 M 
(2)  foreach (α−i)∈T do 
(3)    初始化消息να−i 
(4)  foreach (α−i)∈T do 
(5)    根据公式(27)、公式(28)计算 ˆ ,i irα αν − −  

(6)    令边(α−i)在 M 中的优先权为 rα−i,将(α−i)加入 M 
(7)  while 消息未收敛 do 
(8)    记 M 的堆顶(α−i) 
(9)    令να−i 为 ˆ iαν −  

(10)   令(α−i)在 M 中的优先权为 0 
(11)   foreach β∈Γi\α do 
(12)     foreach j∈Γβ\i do 
(13)       根据公式(27)、公式(28)重新计算 ˆ ,j jrβ βν − −  

(14)       令边(β−i)在 M 中的优先权为 rβ−i 

(15) 由公式 ( )( ) exp ( )i i iP x x
ι αα Γ
ν −∈

∝ ∑� 计算变量 x∈X 的边缘分步 ( )P x�  

(16) 返回 ( )P x�  
直观上,残余信念传播总是更新最大残余的消息,因此,每单位计算量所获得的消息改变更多,从而在信念

空间中能够更快地趋向不动点. 

5.2   并行和分布式推理 

信念传播算法由于消息传递的局部性,自然适合于在多核机器上并行实现.然而,同步的并行信念传播算法

并不高效.Gonzalez 等人[33]提出的残余飞溅信念传播(residual splash belief propagation)算法是一种异步的信念

传播方法.它通过设计消息更新顺序、合理分布计算任务,能够减少无用的计算,在多核机器上获得明显的性能

提升.算法名称中的“飞溅”一词是对算法运行过程的直观描述:在算法运行过程中,消息更新总是在以某个顶点

(称为根)为中心的一定直径的子图上进行,且消息首先由叶节点向根传播,再由根节点传向叶子,如同水面上溅

起水花的过程. 
该算法的设计受到了以下两点的启发:首先,在同一路径上变量之间的影响随着距离增大而减小,因而,为

了获得较为精确的近似,常常只需要考虑顶点周围的子图;其次,对于一个树状图模型,尽管容易设计同步的并

行信念传播算法,但是对每个顶点而言,使得算法收敛的消息却要在其接受到其余邻居顶点的消息之后才能形

成,因此在此之前的消息传递实际上都浪费了.于是,算法设计使得每个机器独自处理一个由宽度优先搜索生成

的树状子图,对该子图采用串行的和-积算法执行推理(称为飞溅操作).在飞溅操作结束后,树状子图的内部将被

标定,没有残余的消息;消息残余只存在于子图的叶节点.之后再分配机器对残余的消息执行飞溅操作,直到所

有顶点有关的最大残余消息都小于某一阈值.若信念传播算法能够收敛于不动点,则某时刻消息与不动点的距

离和残余消息同阶,因此,算法终止时能够获得较好的近似结果. 
算法的主要伪代码参见算法 9. 
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算法 9. 残余飞溅信念传播算法. 

输入:飞溅操作的树深 h,残余消息阈值β. 
(1) 初始化顶点优先队列 Q 
(2) 令所有消息残余为∞ 
(3) forall 处理器 in parallel 
(4)   while Q 中最大残余消息大于β do 
(5)     记堆顶的顶点为 v,弹出堆顶 
(6)     飞溅(v,h) 
(7)     foreach 飞溅操作影响的顶点 u do 
(8)       在 Q 中更新 u 的消息残余 
(9)     将(v,v 的消息残余)推入堆 Q 
算法 10. 飞溅(v,h). 

输入:飞溅操作的树深 h,顶点 v. 
(1) 构造以 v 为起点,深度为 h 的广度优先搜索序(bfs-order) 
(2) foreach i∈逆 bfs-order do 
(3)   向 v 的方向传递消息 
(4) foreach i∈bfs-order do 
(5)   向背离 v 的方向传递消息 

5.3   针对查询的推理 

在实际的应用中,我们常常并不关心所有变量的取值,而只求能够获得感兴趣的变量,即查询变量的条件分

布.因此,如果信念传播中的消息更新与我们的查询变量没有关系或者只存在微弱联系,那么所做的计算在我们

看来就是浪费了.针对查询的推理,就是研究如何利用图模型的结构和变量依赖关系对查询变量进行有针对性

的近似推理,以加快推理速度,适应大规模图模型推理的需求. 
• 针对查询的信念传播 
针对查询的信念传播目标就在于估计信念传播消息更新对于查询变量的分布的影响,只更新对查询变量

分布影响较大的消息,从而改善查询变量分布的计算效率[34]. 
具体来说 ,我们记因子图模型为 G=({X,F},T),查询变量为 q≡ik,一条影响查询变量的消息传播路径为 

π =(β1→i1→…→βk→q).若固定所有不在路径π中的消息ν−π ,应用环路信念传播的更新规则,则
k qβν − 可以表示为

1 1iβν − 的函数
1 1

( , ).iFπ β πν ν− − 因此,我们可以写出
k qβν − 关于

1 1iβν − 的变化的敏感性: 

 1 11 1
1

1

d d

k k d d

k
ii

dq q i

F ββ π

β β βπ

νν
ν ν ν

+ +
−

−−

=− − −

∂∂ ∂
≡ =

∂ ∂ ∂∏  (30) 

利用不等式放缩,我们可以得到如下关于
1 1iβν − 的变化对

k qβν − 的影响的界: 

 1 1
1 1

1

1
|| | || || || sup d d

k
d d

k
i

q i
d iπ

β
β π β

ν β

ν
Δν Δν

ν
+ +

−

−
−

− −
= −

∂
⋅

∂∏≤  (31) 

为此,定义一个有向路径π =(β1→i1→…→βk→q)的敏感强度为 

 1 1
1

1
( ) sup d d

d d

k
i

d i

sensitivity
π

β

ν β

ν
π

ν
+ +

−

−
−

= −

∂
=

∂∏  (32) 

其中,最大值的计算复杂度取决于范数的选择.利用 Mooij 和 Kappen[35]的结果,若取范数为对数动态范围,则公

式(32)中的最大值可以解析地求出.为衡量消息α−i 对于查询变量 xq 的影响,理论上需要考虑所有从α−i 指向 q
的有向路径.然而,由于环路的存在,这样的路径有无穷多条,计算它们的影响之和是困难的.为此,我们可以采用

对查询变量影响最大的路径来近似代替所有路径的影响.定义α−i 的最大敏感重要性值为 
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( , )

max ( , ) max ( )
i q

sensitivity i q sensitivity
π α

α π
∈ −

− − ≡
∏

 (33) 

其中, ( , )i qα −∏ 是由所有从α−i 指向 q 的有向路径组成的集合. 

注意到 [0,1)sup i

j

α
ν

β

ν
ν

−

−

∂
∈

∂
,因此,计算最大敏感重要性值的问题与计算最短路径问题一样具有贪心最优性 

质.因此,仿照求最短路径的 Dijkstra 算法,我们可以得到计算边的重要性值的算法. 
算法 11. 计算边重要性. 
输入:因子图 G=({X,F},T),查询 Q∈X. 
(1)  定义优先队列 L=∅,边的优先权ρα−i 
(2)  foreach (α−i)∈T do 

(3)    令(α−i)的优先权为
1,   

,  i
i Q

αρ −

∈⎧
= ⎨

⎩

如果

0 其他
 

(4)    将(α−i)加入优先队列 L 
(5)  while L≠∅ do 
(6)    记 L 的堆顶为(α−i) 
(7)    令 wα−i 为ρα−i,删除 L 的堆顶元素(α−i) 
(8)    foreach β∈Γi\α do 
(9)    foreach j∈Γβ\i do 
(10)     if (β−j)∈L then 

(11)       令ρβ−j 为 max , sup i
j i

j

α
β α ν

β

νρ ρ
ν

−
− −

−

⎛ ⎞∂⎜ ⎟⋅
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 

(12)       根据新的优先权维护优先队列 L 
(13) 返回 W={wα−i|(α−i)∈T}——所有边的重要性值 
有了算法 11,对残余信念传播稍做修改,即可得到针对查询的信念传播算法(算法 12). 
算法 12. 针对查询的信念传播. 
输入:因子图 G=({X,F},T),查询 Q∈X; 
(1)  定义优先队列 M 
(2)  令 W 为算法 11 的返回值 
(3)  foreach (α−i)∈T do 
(4)    初始化消息να−i 
(5)  foreach (α−i)∈T do 
(6)    根据公式(27)、公式(28)计算 ˆ ,i irα αν − −  

(7)    令边(α−i)在 M 中的优先权为 wα−i×rα−i,将(α−i)加入 M 
(8)  while 消息未收敛 do 
(9)    记 M 的堆顶(α−i) 
(10)   令να−i 为 ˆ iαν −  

(11)   令(α−i)在 M 中的优先权为 0 
(12)   foreach β∈Γi\α do 
(13)      foreach j∈Γβ\i do 
(14)        根据公式(27)、公式(28)重新计算 ˆ ,j jrβ βν − −  

(15)        令边(β−i)在 M 中的优先权为 rβ−i 

(16) 计算查询变量 x∈Q 的边缘分步 ( )P x�  
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(17) 返回 ( )P x�  
• 查询敏感的 MCMC 
考虑由以下两个步骤诱导的提议分布: 
(1) 从当前状态开始,依定义于变量下标(1,2,...,n)上的分布 p 抽样,选择一个变量 xi∈x; 
(2) 从某个定义在 xi 值域上的分布 q(Xi)抽样 xi 的新值,固定其余变量的值不变,返回新状态 s′. 
简而言之,这一提议分布每次由当前状态 s 更新一个变量的值得到新状态 s′.在传统的 MCMC 推理中,我们 

感兴趣的是所有变量的边缘分布,变量更新抽样通常采用固定的顺序,或者由
1( )p i
n

= 诱导的顺序.针对这类提 

议分布,Wick和 McCallum[36]提出了一种查询敏感的 MCMC算法.该算法的关键在于,注意到图模型的变量并非

对查询变量有相同的影响:查询变量的取值与某些变量的值有强依赖关系;而与另一些变量仅有微弱的依赖关

系,甚至不相关.因此,一种更好的提议分布应当更频繁地抽样与查询变量依赖性强的变量.为此,可以定义变量 
间的影响的概念.设 x 和 y 是两个随机变量,其联合分布和边缘分布分别为π(x,y),π(x),π(y).令 f(π1(⋅),π2(⋅))6r, 

r∈R+为概率分布的散度,因而是实值、非负的.定义 x 和 y 的影响ι(x,y)为 
 ι(x,y)≡f(π(x,y),π(x)π(y)) (34) 
取 f 为总变差范数,得到ιtv(x,y)≡P||π(x,y)−π(x)π(y)Ptv||. 

然而,对于图模型中的任意两个变量,精确计算ιtv 需要在图模型上推理.为此,文献[36]进一步提出了影响路

径得分的概念.对于一条从查询变量 x0=xq 到任意变量 xs=xs 的有效路径ρ=(x0,x1,…,xr),设φ(xi,xj)是由包含 xi,xj 的

因子所定义的关于 xi,xj 的联合分布,作为真实的联合分布的近似,而φ(xi),φ(xj)为其边缘分布,则有效路径ρ的影

响路径得分为 
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令 p(i)∝τρ(xq,xi),即得到查询敏感的提议分布. 
对应的 Metropolis-Hastings 算法称为查询敏感的 MCMC(QAM). 

6   未来工作研究与展望 

概率图模型作为描述和处理具有条件独立结构的概率模型的一般框架,其研究在近年来已经取得了长足

的进展,获得了来自领域内外的持续关注,催生了丰富的应用.本文介绍了概率图模型的表示、推理和学习问题

及主要进展,比较了不同的推理和学习算法的适用范围和执行的复杂度,简要介绍了近年来较为重要的两类概

率图模型以及推理问题的最新研究进展. 
从本文的介绍中可以看出:尽管在一般意义下概率图模型的推理是困难的,但是仍然有相当一部分模型和

推理算法能够在我们所关心的应用中取得较好的效果.然而,概率图模型的研究中还有许多问题值得在今后进

一步探索: 
(1) 概率图模型的表示 
通常情况下,我们仍然需要针对具体问题设计特定的概率图模型.在设计中既要对所处理的问题中变量的

依赖关系做出合理抽象,又要权衡模型的推理代价或近似推理的难度,以在实际应用中获得推理精度和推理效

率的折中.许多经典的图模型即反映出这种折中的理念.然而,一方面由于新的应用问题不断出现,另一方面由

于从精确推理到近似推理、批量学习到在线学习有一系列可选的折中方案,可以期待新的概率图模型设计将会

不断涌现.例如,为解决 LDA 模型需要事先指定主题数量的问题,诞生出一系列基于贝叶斯非参数统计的模型. 
(2) 概率图模型的学习和推理 
大规模概率图模型的有效推理方法.目前,概率图模型应用规模逐渐扩大,例如 Google Scholar 等学术搜索

应用需要识别区分同名作者,可考虑建立关于学术研究作者及其发表论文的概率模型,而这样的模型中随机变

量的规模可达到百万量级.在大规模问题中,利用单机 CPU 和传统推理方法进行的推理将因效率过低而失去实
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用性.因此,进一步研究加速推理的方法,包括利用 GPU 加速、分布式推理、针对查询的推理、效率和准确性的

折中、新的变分推理和 MCMC 方法等等都是有意义的研究方向. 
(3) 描述和处理概率图模型的计算机语言 
从概率图模型的图形表示到其数据结构表示之间还有一定的距离,而模型的高效近似推理算法常常也需

要研究者针对模型专门设计.据统计,概率图模型的应用研究中,模型的设计只占到整个研究周期的一小部分时

间,而大部分时间(通常需要 1 个月~数月)都花费在推导推理和学习算法以及模型和算法的代码实现上.这表明,
在概率图模型研究效率上还有很大的改善空间.如果存在一种工具,使得关心模型应用的研究者只需提供关于

模型的形式化描述而由计算机完成模型和推理算法的实现,将给图模型的应用带来很大的方便.一些只需要使

用者提供模型的描述而由程序自动实现推理和学习算法的工具(例如 WinBUGS[37],Infer.NET[10],Church[38])已
经在部分应用领域获得了成功.在这一称为概率式编程(probabilistic programming)的研究主题下,研究者们正在

尝试扩展这些工具的通用性,并且提高其推理效率,使其能够在速度和准确性上媲美人工设计的算法. 
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