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Abstract:  The utilization bound for multiprocessor systems using the rate-monotonic scheduling algorithm and 
first fit allocation policy proposed by Lopez, et al. offers the best performance among all O(m) complexity 
schedulability tests. In this paper, a utilization bound is derived for the same target problem. The main difference 
between these two bounds lies in the technique to verify the schedulability of task sets on uniprocessors; the 
schedulability test here is performed based on the hyperbolic bound proposed by Bini, et al. The new bound 
surpasses the existing one under quite a lot parameter settings, and the combination of these two schedulability test 
methods, which are compatible with each other, can significantly improve the number of schedulable task sets with 
little extra overhead. 
Key words: hyperbolic bound; rate-monotonic scheduling algorithm; first fit allocation policy; schedulability test 

摘  要: Lopez 等学者求解出基于单调速率算法和首次适应分派策略的多处理器实时任务可调度性判定边界.该
边界在所有 O(m)复杂度的判定边界中是最优的.基于 Bini 等学者针对单处理器提出的双曲线可调度性判定方法,
给出了一种多处理器实时任务可调度性判定边界.新边界在相当数量的利用率分布下明显优于已有边界.新边界与

已有边界具有相容性,所以虽然新边界无法在所有情况下超越已有边界,但在实际应用中可联合两种边界进行判定,
在不增加计算复杂度的同时全面提高可调度任务集的数量. 
关键词: 双曲线边界;单调速率算法;首次适应分派策略;可调度性判定 
中图法分类号: TP316   文献标识码: A 

多处理器实时任务调度是实时系统中重要的研究问题之一.根据实时任务是否能够在处理器间动态迁移,
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实时任务调度策略分可为全局的和划分的两大类[1].由于划分策略具有更小的调度开销和实现代价,因而得到

了学术界和产业界的普遍关注[2,3].在划分策略下,多处理器实时任务调度分两个步骤: 
(1) 根据某种任务分派策略将实时任务分派到不同的处理器上,分派完成后任务将一直在指定的处理器

上执行. 
(2) 按照选定的实时调度算法对单个处理器上的任务实施调度.单处理器实时调度算法已较为成熟,因

此,学术界研究的重点集中在设计和分析不同的任务分派策略上. 
确定最优的任务分派策略是 NP-Hard 的,因此实用的任务分派策略都基于某种启发式规则.文献[1]首次使

用性能指标 NHeu/Nopt 来评估一个任务分派策略 Heu 的优劣,其中,Nopt 是最优分派策略所需的处理器数量,NHeu

是 Heu 所需的处理器数量.虽然 NHeu/Nopt 可用于判定某个启发式分派策略的优劣,但它无法判定在给定实时任

务集、任务调度算法和分派策略的情况下,该任务集是否可以成功调度.NHeu/Nopt 不可用的原因有两个:(1) Nopt

的求解是 NP-Hard;(2) 尽管 Nopt 已知,但文献[4]的分析表明,NHeu/Nopt 的判定效率过低,即大量可调度的任务集

会被判定为不可调度. 
多处理器实时任务调度边界不等于单处理器可调度边界的简单累加.为了有效地解决多处理器实时任务

的可调度性判定问题,文献[4]第一次给出了基于单调速率实时调度算法(rate monotonic,简称 RM)和首次适应

分派策略(first fit,简称 FF)的多处理器实时任务调度边界 U(n),如公式(1)所示.其中,n 为处理器的个数且 n≥2. 
 U(n)=n(21/2−1) (1) 

公式(1)表明,当一个实时任务集的利用率小于等于 n(21/2−1)时,应用 FF 和 RM 在 n 个处理器上一定可以调

度该任务集. 
Lopez 等学者在 2003 年给出了一种考虑任务集中最大任务利用率的可调度性判定边界 U(m,n,ρ),如公式

(2)所示.其中,m 为实时任务的个数,ρ为单个处理器上能够成功调度最大利用率任务的数量. 

 1/( 1) 1/( ( 1))( , , ) ( 1)(2 1) ( ( 1))(2 1)m nU m n n m nρ ρρ ρ ρ+ − −= − − + − − −  (2) 
文献[2]分析表明,U(m,n,ρ)下可调度任务集空间是U(n)下可调度任务集空间的超集.就我们所知,在RM+FF

策略下,U(m,n,ρ)是目前最优的 O(m)复杂度判定边界. 

文献[2,4]都采用Liu和Layland提出的单处理器可调度性边界,即 1/

1
(2 1)

m
m

i
i

u m
=

−∑ ≤ [3],来判定单处理器上实 

时任务的可调度性.为了便于表述,我们将这两个边界所基于的调度策略简记为 FF+RM+Liu&Layland. 
针对单处理器实时任务调度,Bini 等学者在 2003 年提出了与 Liu 和 Layland 边界计算复杂性相同的双曲线 

边界(hyperbolic bound).在双曲线边界下,如果 m 个实时任务满足
1

(1 ) 2,
m

i
i

u
=

+∏ ≤ 则该任务集在单个处理器上是 

可调度的[5].理论分析结果表明,双曲线边界下可调度任务集空间是 Liu 和 Layland 边界下可调度任务集空间的 

超集,且两者的比率为 12 ( ).O m−+  
许多实验研究[6,7]表明,在多处理器实时任务调度中,使用双曲线边界代替 Liu 和 Layland 边界能够显著提

高可调度任务集的数量.但就我们所知,国内外未见有学者在理论上给出 FF+RM+Hyperbolic-Bound 的可调度

边界.随着多核/多处理器系统在实时应用中的日益普及,求解基于 FF+RM+Hyperbolic-Bound 的可调度判定边

界具有理论和应用上的双重意义.为此,我们对该问题进行了研究.本文的主要贡献包括: 
(1) 给出了基于首次适应分派策略、单调速率算法和双曲线边界的多处理器实时任务可调度性的边界,

并对其正确性进行了证明. 
(2) 将基于 FF+RM+Hyperbolic-Bound 的可调度性边界与现有边界进行了性能分析.模拟实验结果表明,

新边界在相当多的利用率分布下明显优于已有边界.虽然新边界无法全面超越已有边界,但由于两

种边界具有相容性,因此在不增加判定复杂度的前提下,联合应用两种判定方法能够全面提高可调

度任务集的数量. 
本文第 1 节给出系统模型和必要的符号定义.第 2 节完成基于 FF+RM+Hyperbolic-Bound 的可调度性判定
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条件的推导.第 3 节对新边界和已有边界的性能进行对比.第 4 节是相关工作.第 5 节给出全文总结. 

1   系统模型 

本文的系统模型与文献[2]相同.假定系统中有 n 个相同的处理器 P={P1,P2,…,Pn}.设τ ={τ 1,τ 2,…,τ m}是
m(m>n)个相互独立的周期性实时任务组成的任务集,其中,任务τi 的周期是为 Ti,执行时间是 Ci,0<Ci<Ti,任务的 

截止期与任务周期相同.τi 的利用率 ui=Ci/Ti,任务集τ的利用率
1

.
m

i
i

U u
=

= ∑ 任务集中最大的任务利用率用α表示,  

即α =Max{ui},处理器 Pj 上已分派的任务集用 S(Pj)表示. 
一旦τi成功分派到处理器 Pj上,则τi将只在 Pj上运行.任务分派策略采用首次适应法,即将τi,1≤i≤m分配到

第 1 个能够接纳该任务的处理器 Pj上,1≤j≤n.单个处理器采用单调速率算法对分派的实时任务进行调度.与文

献[2]不同的是 ,本文中判定处理器 Pj 是否能够接纳τ i 的条件不是传统的 Liu 和 Layland 边界,而是采用 
Hyperbolic 边界,即

( )
( 1) ( 1) 2.k

k j

i
S P

u u
τ ∈

+ +∏ ≤ 若τ ={τ1,τ2,…,τm}可以在 P={P1,P2,…,Pn}上完成分派,我们称任务集 

τ在处理器集 P 上是可调度的. 

2   基于 Hyperbolic Bound 的可调度性判定 

定理 1 给出了 FF+RM+Hyperbolic-Bound 策略下,多处理器实时任务的可调度性判定条件. 
定理 1. 给定任务集τ={τ1,τ2,…,τm}和处理器集合 P={P1,P2,…,Pn},若任务集的利用率满足公式(3)给出的判

定条件,则τ在 P 上是可调度的. 
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1

1
( 1) 2

nm

i
i

u
ρ

ρ
+

+

=

+∏ ≤  (3) 

在公式(3)中,ρ定义为在 Hyperbolic Bound 下,单个处理器能够成功调度利用率为α的任务的最大数量. 
证明思路:为了证明定理 1,我们需要首先证明后文中的 4 个引理.其中,引理 1 给出了ρ与α的关系式;引理 2 

给出了 B(n,ρ)和 B(n−1,ρ)的递推关系式;利用该递推关系,引理 3 证明了

1
1( , ) 2 ;

n

B n
ρ
ρρ

+
+≥ 引理 4 证明了 ( , )B n ρ ≤  

1
12 .

nρ
ρ

+
+ 综合引理 3 和引理 4 的结论,定理 1 得证. □ 

引理 1. 
2

1 .
log ( 1)

ρ
α

⎢ ⎥
= ⎢ ⎥+⎣ ⎦

 

证明:由α和ρ的定义可知,ρ个利用率为α的任务可以在单个处理器上成功调度.根据 Hyperbolic Bound 的定

义,我们有(α+1)ρ≤2,即ρ≤1/log2(α+1).因为ρ是整数,所以ρ≤1/log2(α+1).因为ρ为单个处理器上能够成功调度

利用率为α的任务的最大数量 ,因此 ,ρ+1 个利用率为α的任务一定无法在单个处理器上调度 ,所以我们有 

(α+1)(ρ+1)>2,即ρ>1/log2(α+1)−1.因为ρ是整数,所以
2

1 .
log ( 1)

ρ
α

⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎣ ⎦

≥ 综合上述分析,引理 1 得证. □ 

由ρ的定义可知,如果 m≤ρn,则此 m 个任务必定可以在 n 个处理器上完成调度.因此,下面我们重点考虑

m>ρn 的情况. 

假设任务集τ ={τ 1,τ 2,…,τ m}的可调度性边界为 B(n,ρ),即
1

( 1) ( , )
m

i
i

u B n ρ
=

+∏ ≤ 时 m 个任务都是可以调度的, 

我们将首先证明下面 3 个引理,并基于这 3 个引理完成定理 1 的证明. 

引理 2. 1( , ) 2 ( 1, ).B n B n
ρ

ρρ ρ+ × −≥  

证明:为了证明引理 2,我们只需证明当 1

1
( 1) 2 ( 1, )

m

i
i

u B n
ρ

ρ ρ+

=

+ × −∏ ≤ 时,所有 m(m>ρn)个任务都可以成功调 

度,其中,B(n−1,ρ)是只有 n−1 个处理器时任务的可调度性边界.下面分两种情况加以证明. 
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• 情况 1:前 m−ρ个任务的利用率小于等于 B(n−1,ρ),即
1

( 1) ( 1, ).
m

i
i

u B n
ρ

ρ
−

=

+ −∏ ≤ 由 B(n,ρ)的定义可知,前 m− 

 ρ个任务肯定可以在 n−1 个处理器上调度.由ρ的定义可知,后ρ个任务必定可以在第 n 个 CPU 上完成调

度.因此,该 m 个任务都可以在 n 个处理器上完成调度. 

• 情况 2:前 m−ρ个任务的利用率大于 B(n−1,ρ),即
1

( 1) ( 1, ).
m

i
i

u B n
ρ

ρ
−

=

+ > −∏ 在情况 2 下,我们假定任务集的

1

1
( 1) ( 1, ) , 2 ,

m

i
i

u B n
ρ

ρρ Δ Δ +

=

+ = − ×∏ ≤ 并证明在该假设下 m 个任务都可以完成调度. 

由情况 2 的定义可知,在前 m−ρ个任务中,必定存在一个任务τ k,1≤k≤m−ρ,使公式(4)得以成立. 

 
1

1 1
( 1) ( 1, ) ( 1)

k k

i i
i i

u B n uρ
−

= =

+ − < +∏ ∏≤  (4) 

容易看出,前 k−1 个任务可以在 n−1 个 CPU 上完成调度.为了证明的需要,定义
1

1
( 1, ) ( 1).

k

k i
i

B n uδ ρ
−

=

= − +∏ 由

公式(4)可知,前 k个任务无法在 n−1个处理器上的完成调度,即
1

1
( 1, ) ( 1) ( 1),

k

k i
i

B n u uρ
−

=

− < + +∏ 所以我们有δk<uk+1, 

即δk−1<uk.值得注意的是,对τk+1 到τm 的所有任务,其利用率也必定都大于δk−1.否则,根据首次适应的分配法则,
我们总可以将τk+1 到τm 中利用率小于等于δk−1 的任务分配到前 n−1 个 CPU 上,直到没有这样的任务为止. 

现在我们证明剩下的 m−k+1 个任务可以在最后一个处理器上成功调度,首先由δk 和Δ定义有: 

 ( 1)
m

i k
i k

u δ Δ
=

+ = ×∏  (5) 

由于对τk 到τm 中的所有任务,其利用率都大于δk−1,因此我们有: 

1 1( ) 2 .m k
k k k

ρ
ρδ δ Δ δ− + +< × < ×  

由上式可以得到: 
1

12 .m k
k

ρ
ρδ

×
+ −<  

由公式(5)可得: 
1 1

1 1 1( 1) 2 2 2 .
m km

m k m k
i

i k
u

ρ ρ ρ
ρ ρ ρ

− +
× ×

+ − + + −

=

+ < × =∏  

因为 m−k>ρ,有
1

12 2,
m k

m k
ρ

ρ
− +

×
+ − < 即后 m−k+1 个任务在 1

1
( 1) ( 1, ) , 2

m

i
i

u B n
ρ

ρρ Δ Δ +

=

+ = − ×∏ ≤ 的条件下可以在最后

一个处理器上完成调度.因为 12 ,
ρ

ρΔ +≤ 综合上述分析有:当 1

1
( 1) 2 ( 1, )

m

i
i

u B n
ρ

ρ ρ+

=

+ × −∏ ≤ 时,所有 m(m>ρn)个任务 

都可以成功调度,从而对可调度性边界 B(n,ρ)有: 

 1( , ) 2 ( 1, )B n B n
ρ

ρρ ρ+ × −≥  (6) 
引理 2 得证. □ 

引理 3. 
1

1( , ) 2 .
n

B n
ρ
ρρ

+
+≥  

证明:根据公式(6)蕴涵的递归关系,有: 

1

1 1

( , ) 2 ( 1, ),

( , ) 2 2 ( 2, ),

B n B n
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ρ
ρ

ρ ρ
ρ ρ

ρ ρ

ρ ρ
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+ +
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× × −
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( 1)
1( , ) (1, ) 2 .

n

B n B
ρ

ρρ ρ
−

+×≥  
由于 B(n,ρ)≤2,因此得到: 

 
( 1) 1

1 1( , ) 2 2 2
n n

B n
ρ ρ

ρ ρρ
− +

+ +× =≥  (7) 
引理 3 得证. □ 

引理 4. 
1

1( , ) 2 .
n

B n
ρ
ρρ

+
+≤  

证明:为了证明引理 4,我们只需证明必定存在一个任务集τ ={τ 1,τ 2,…,τ m},当
1

1

1
(1 ) 2 (1 ),

nm

i
i

u
ρ

ρ ε
+

+

=

+ = × +∏  

ε→0+时,该任务集无法在 n 个处理器上完成调度. 
为了完成证明,我们构造如下 m 个任务,其中,前 m–ρn 个任务构成第 1 个子任务集,该子任务集中每个任务

的利用率满足公式(8): 

 
1

( 1)( )1 2 m n
iu ρ ρ+ −+ =  (8) 

后ρn 个任务构成第 2 个子任务集,该子任务集中每个任务的利用率满足公式(9): 

 
1 1

11 2 (1 ) n
iu ρ ρε++ = × +  (9) 

首先要证明构造出的两个任务利用率的合法性,即 ui≤α.由ρ和α的定义可知,
1

12 1,ρα +> − 因此对前 m–ρn

个任务有

1 1
( 1)( ) 12 1 2 1 ,m n

iu ρ ρ ρ α+ − += − < − < 对后ρn 个任务有

1 1
12 (1 ) 1.n

iu ρ ρε+= × + − 当ε→0+时,根据

1
12 1ρα +> − 和

实数的连续性可知,必定可以找到一个正实数ε,使得

1 1
12 (1 ) 1 ,n

iuρ ρα ε+> × + − = 我们证明了构造任务的合法性. 

由任务集的构造方式可知,第 1 个子任务集中的所有任务(m−ρn 个)加上第 2 个子任务集中的前ρ个任务无

法在第 1 个处理器上完成调度,这是因为 
1 1 1

1 1

1 1
(1 ) (1 ) 2 2 (1 ) 2(1 ) 2.

m n m n
n n

i i
i i m n

u u
ρρ ρ ρ

ρ ρ

ρ
ε ε

− − +
+ +

= = − +

+ × + = × × + = + >∏ ∏  

然而,如果只取第 2 个子任务集的前ρ−1 个任务,则当ε→0+时,前 m−ρ(n−1)−1 个任务在第 1 个处理器上可以

完成调度,这是因为 
1 1 1 11

1 1 1

1 1

(1 ) (1 ) 2 2 (1 ) 2 (1 ) 2.
m n m n

n n
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ρ ρ ρ ρρ ρ ρ
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ρ

ε ε
− − −− − + −

+ + +

= = − +

+ × + = × × + = + <∏ ∏  

下面我们证明,后ρ(n−1)+1 个任务当ε→0+时无法在后 n−1 个处理器上完成调度. 
由于每个处理器至少可以调度ρ个任务,因此我们给后面每个处理器分配ρ个任务,直到最后一个处理器和

最后ρ+1 个任务,这ρ+1 个任务的利用率当ε→0+时为 
11 1 1

1(1 ) 2 (1 ) 2(1 ) 2.
m

n n
i

i m

u
ρ ρ

ρ ρ ρ

ρ

ε ε
+ +

+

= −

⎛ ⎞
+ = × + = + >⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏  

即ρ+1 个任务在最后一个处理器上无法完成调度(请注意,这也表明前面 n−1 个处理器中的任意一个都无法调

度第 2 个子任务集中的ρ+1 个任务). 

综上所述,当ε→0+时,
1 1

1 1 1

1
(1 ) 2 2 (1 ) 2 .

n nm

i
i

u
β β

β β βε
+

+ + +

=

+ = × × + →∏ 因此,对构造的任务集,即使ε→0+,该任务集仍

然无法在 n 个处理器上完成调度.所以我们有

1
1( , ) 2 ,

n

B n
ρ
ρρ

+
+≤ 引理 4 得证. □ 

由引理 4 还可以得出如下的推论: 

推论 1. 
1

1( , ) 2
n

B n
ρ
ρρ

+
+= 是任务集τ ={τ 1,τ 2,…,τ m}可调度性判定的紧边界. 
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3   性能分析 

可调度性边界的性能分析主要有两种方法:一种是在理论上推导出不同边界下可调度任务集空间的大小,
如文献[5]对单处理器 Liu&Layland边界和 Hyperbolic Bound边界的对比;另一种是通过大规模实验来验证不同

边界的性能.虽然理论分析方法可以精确地比较出不同边界的优劣,但正如文献[8]所指出的,许多情况下精确的

理论分析是不可行的.在我们尝试从理论上对比基于 FF+RM+Liu&Layland 和 FF+RM+Hyperbolic-Bound 两种

边界的过程中,出现了难以用解析方法求解的、具有复杂约束的多重积分公式.为此,我们遵循多处理器实时调

度中广泛认可的实验方法学[8,9],通过大规模实验对两种边界进行了对比,并对实验结果给出了定性的理论分

析.为了便于表述,以下将边界 U(n)=n(21/2−1)简记为 LL1,边界 U(m,n,ρ)简记为 LL2,本文求解出的新边界简记 
为 HB. 

3.1   实验设计 

本文的实验设计以文献[9]为基础,并在参数设置上进行了扩充.为了评估 3 种边界,本文为每组实验随机产

生 1 000 000 个实时任务集,任务集中实时任务的利用率遵循下面 3 种分布: 

1. 均匀分布:在
1

0,2 1ρ
⎛ ⎞
⎜ ⎟−
⎜ ⎟
⎝ ⎠

的区间上随机产生实时任务的利用率,ρ取 1~20.不同的区间大小决定了所能产 

 生任务的最大利用率,从而影响边界计算中ρ的取值. 
2. 双峰分布:取(0,0.5),(0.5,1)两个均匀分布区段,当要生成一个新任务时,其利用率落在(0,0.5)区段的概率

分别取 0.25,0.33,0.67 和 0.75.调节任务利用率落在不同区段的概率,可以控制大利用率任务与较小任

务的比例. 
3. 指数分布:利用率的均值分别取 0.1,0.25 和 0.5. 
由于本文的可调度性判定方法只与实时任务的利用率相关,因此在模拟生成任务集时没有考虑具体的任

务执行时间和截止期等参数.当每组实验开始时,对每个任务集初始生成 n+1 个任务,剔除利用率大于 n 的任务

集并进行补充,直到新的任务集数量达到 1 000 000.随后,不断地向每个任务集添加新任务,每添加一个新任务

后,采用 3 种边界对该任务集进行可调度性判定.当所有任务集的利用率都大于 n 后,停止本组实验.为考察不同

处理器数量下 3 种边界的表现,我们分别取 n=4,8,12,16.限于篇幅,本文没有列出所有实验结果. 
实验的性能指标是可调度任务集比率(success ratio,简称 SR),即通过可调度性测试的任务集数量除以生成

的任务集总数量.为了更细致地比较几种边界,我们将 0~n 划分为间隔为 0.01 的区段,并在每个区段统计 SR 的

值.此外,我们还统计了 LL2 和 HB 能调度任务集的数量(Num(LL)和 Num(HB)),以及 LL2 可以调度但 HB 不能调 

度任务的数量 ( ( , ))Num LL HB 与 HB 可以调度但 LL2 不能调度任务的数量 ( ( , )).Num LL HB  

3.2   实验结果与分析 

图 1~图 8 给出了利用率服从均匀分布时的实验结果(n=8,16),其中,x 轴表示任务集利用率,y 轴表示可调度

任务集比率.当ρ较小(ρ=1,2)时,HB 的性能始终优于 LL2.LL1 由于没有考虑任务利用率大小这一因素,因此不

如前两者.当ρ不断变大时,HB 的优势开始下降,并且在可调度任务总数上还略低于 LL2.这可以用以下两个观

察来解释: 

• 观察 1:假定 ui∈[0,1],若
1

m

i
i

u
=
∑ 为一个常数 ,则

1
( 1)

m

i
i

u
=

+∏ 的值在 ui 相等时最大 ;ui 的分布差异越大 , 

1
( 1)

m

i
i

u
=

+∏ 的值变得越小. 

• 观察 2:假定 ui∈[0,1],m≥nρ+1,若
1

m

i
i

u
=
∑ 为一个常数,则当 ui 相等时,U(m,n,ρ)恒大于等于

1
( 1)2 1
n

mm
ρ

ρ
+
+

⎛ ⎞
⎜ ⎟× −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 (HB 可调度任务集中所有任务利用率的总和). 
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当ρ较小(ρ=1,2)时,任务的最大利用率分别为 1 和 2 1− (≈0.414).由于任务利用率服从均匀分布,因此 ui 的

分布差异较大.由观察 1 可知,此时较小的
1

( 1)
m

i
i

u
=

+∏ 值使得许多在 LL2 下不可调度的任务集在 HB 下变得可以

调度;反之,当ρ较大(ρ>2)时,任务的最大利用率变得越来越小,且 ui 的分布也趋于一致,因此
1

( 1)
m

i
i

u
=

+∏ 的值不断 

增加.由观察 2 可知,在这种情况下,HB 可调度任务集的利用率很有可能小于 LL2 可调度任务集的利用率,因
此,HB 边界的优势随着ρ的增加逐步下降,并最终略逊于 LL2. 
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Fig.1  Success ratio (n=8, ρ=1) 
图 1  n=8,ρ=1 时可调度任务集比率

Fig.2  Success ratio (n=8, ρ=2) 
图 2  n=8,ρ=2 时可调度任务集比率 
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Fig.3  Success ratio (n=8, ρ=3) 
图 3  n=8,ρ=3 时可调度任务集比率 

Fig.4  Success ratio (n=8, ρ=4) 
图 4  n=8,ρ=4 时可调度任务集比率 
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Fig.5  Success ratio (n=16, ρ=1) 
图 5  n=16,ρ=1 时可调度任务集比率

Fig.6  Success ratio (n=16, ρ=2) 
图 6  n=16,ρ=2 时可调度任务集比率 
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表 1 给出了当 n=16 时,Num(HB)/Num(LL)随ρ的变化趋势.当ρ较小(ρ=1,2)时,HB 明显优于 LL2;当ρ不断变

大时,两者的比值略低于 1,即 LL2 略优于 HB.但当ρ不断增大时,Num(HB)/Num(LL)不是不断变小,而是趋向于

1,这可以从下面的观察得到支持: 
• 观察 3:当ρ趋于无穷大时,LL2 和 HB 的边界值分别趋于 nln2 和 2n.即,当任务的利用率变得非常小(都

近似相等)时,多处理器调度边界等于单个处理器上调度边界的和(对 LL2 边界而言)或积(对 HB 边界 
而言). 

因为单处理器上 Liu&Layland 边界和双曲线边界在任务利用率相等时是一致的,因此,Num(HB)/Num(LL)
在ρ趋于无穷大时趋向于 1.这表明 LL2 相对于 HB 的优势不会随着ρ的增加而一直增大,两种边界最终会随着ρ
值的增加而趋于一致. 

Table 1  Success ratio vs. ρ  value (n=16) 
表 1  当 n=16 时,可调度任务集比率随ρ值的变化趋势 

当 n=16 时,ρ值的变化 ρ =1 ρ =2 ρ =3 ρ =4 ρ =6 ρ =8 ρ =12 ρ =16 ρ =20 
Num(HB)/Num(LL) 1.757 7 1.015 5 0.995 5 0.991 6 0.991 0 0.991 9 0.993 7 0.994 9 0.995 8

图 9~图 12 给出了双峰分布下,当 n=16 时,HB,LL2 和 LL1 性能随任务集利用率的变化.可以看出,当任务集

中任务利用率取(0,0.5)区段的数量不断增加时,HB 相对于 LL2 的优势不断下降.这与均匀分布下的结果是一致

的,即任务集中的小利用率任务越多,HB 相对 LL2 的优势越小,同时也再次印证了观察 1 的有效性.由于双峰分

布下产生ρ为 1 的任务集的概率非常大,因此,本组实验结果与均匀分布下ρ=1 时的结果近似. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

6       7       8       9       10

任务集利用率 

1.0

可
调

度
任

务
集

的
比

率
 

0.8

0.6

0.4

0.2

0 

LL1 
LL2 
HB 

6       7       8       9       10 

任务集利用率 

1.0

可
调

度
任

务
集

的
比

率
 

0.8

0.6

0.4

0.2

0

LL1 
LL2 
HB

Fig.7  Success ratio (n=16, ρ=3) 
图 7  n=16,ρ=3 时可调度任务集比率

Fig.8  Success ratio (n=16, ρ=4) 
图 8  n=16,ρ=4 时可调度任务集比率 
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Fig.9  Task utilization falls into (0,0.5) wit Pr=0.25 
图 9  任务利用率取(0,0.5)的概率为 0.25 

Fig.10  Task utilization falls into (0,0.5) wit Pr=0.33
图 10  任务利用率取(0,0.5)的概率为 0.33 
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图 13~图 15 给出了指数分布下,当 n=16 时,HB,LL2 和 LL1 的性能随任务集利用率的变化.可以看出,当指

数分布的均值较大时(=0.5),HB 全面优于 LL2.这是由于此时任务集中任务利用率的分布差异较大,接近均匀分

布.当均值变小时(=0.1,0.25),HB 的性能在许多情况下比 LL2 要差,甚至比 LL1 还要差.造成这种情况的原因有

两个:一是小均值使得任务集中大量任务的利用率很小且互相接近,二是指数分布使得任务集中可能存在少量 

大利用率的任务.请注意,这在ρ为定值的均匀分布下是不会同时出现的.第 1 个原因导致
1

( 1)
m

i
i

u
=

+∏ 变得很大;第

2 个原因使得

1
1( , ) 2

n

B n
ρ
ρρ

+
+= 很小(ρ=1,2),并最终导致 HB 性能的下降. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.15  Exponential distribution with mean=0.5 
图 15  任务利用率均值为 0.5 

我们在实验中输出了大量不可调度任务集的构成细节,输出结果验证了我们的分析.在均值为 0.1 的设置
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Fig.11  Task utilization falls into (0,0.5) wit Pr=0.67
图 11  任务利用率取(0,0.5)的概率为 0.67 

Fig.12  Task utilization falls into (0,0.5) wit Pr=0.75
图 12  任务利用率取(0,0.5)的概率为 0.75 
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Fig.13  Exponential distribution with mean=0.1 
图 13  任务利用率均值为 0.1 

Fig.14  Exponential distribution with mean=0.25
图 14  任务利用率均值为 0.25 



 

 

 

2232 Journal of Software 软件学报 Vol.23, No.8, August 2012   

 

下,在 LL1 或 LL2 可调度;而 HB 不能调度的任务集中,绝大多数的ρ都为 1,且任务集中利用率小于 0.1 的比率超

过一半以上. 

3.3   HB与LL2的相容性 

从实验结果可以看出,HB 和 LL2 分别在某些参数设置下优于对方.通过统计 ( , )Num LL HB 和 ( , )Num LL HB
的值我们发现 ,它们在绝大多数参数设置下都不等于 0.表 2 给出了均匀分布下 ,当 m=16,ρ等于 1~4 时, 

( , )Num LL HB 和 ( , )Num LL HB 的值.从 ( , )Num LL HB 和 ( , )Num LL HB 的统计结果,我们得出了 HB 和 LL2 可调度 
任务集空间的关系,如图 16 所示. 

按照文献[10]的分类,HB 和 LL2 的关系是不可比的(incomparable),即两种边界都无法全面胜过对方.然而,
由于 HB 和 LL2 都基于 FF+RM 调度策略,因此两者的关系是相容而非互斥的.在实际应用中,给定一个实时任

务集,可以同时使用两种边界对其进行判定.只要在任何一种(或两种都)边界下通过了判定,该任务集在 FF+RM
策略下就是可以调度的.值得注意的是,由于两种判定的计算复杂度都为O(m),因此联合判定并未增加计算的复

杂度. 
图 17~图 19给出了不同任务利用率分布下(n=16),使用联合判定时可调度任务集数量与单独使用 LL2时可

调度任务集数量的比值.可以看出,联合判定在没有增加计算复杂度的情况下,全面提高了可调度判定的性能. 
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Fig.17  Schedulability improvement vs. ρ  value
图 17  任务集可调度性的提升随ρ的变化 
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Fig.19  Schedulability improvement under 
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图 19  任务集可调度性的提升随 
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Table 2  ( , )Num LL HB  and ( , )Num LL HB  values (n=16) 

表 2  n=16 时, ( , )Num LL HB 和 ( , )Num LL HB 的值 

实验设置 ( , )Num LL HB  ( , )Num LL HB  
m=16, ρ =1 1 353 238 
m=16, ρ =2 7 233 432 934 
m=16, ρ =3 283 527 17 063 
m=16, ρ =4 770 856 16 

 

4   相关工作 

从 Dhall 和 Liu 的开创性论文开始[1],学术界对多处理器实时任务调度问题进行了大量研究.文献[10]对该

问题做了很好的总结和回顾,指出虽然该领域已经取得了很多的研究成果,但仍有不少Open Problems需要继续

探究.其中,如何不断提高可调度性边界就是几个待研究问题中的一个.为了有效地解决 RM+FF 策略下多处理

器实时任务的可调度性判定问题,文献[4]第一次给出了调度边界 U(n).随后,Lopez 等学者于 2003 年给出了一种

考虑任务集最大任务利用率的可调度性判定边界 U(m,n,ρ).该边界是目前最优的 O(m)复杂度判定边界[2]. 
国内的许多学者对单处理器和多处理器实时调度进行了深入研究.文献[11]对单处理器的 RM 可调度性边

界进行了对比研究,提出了一般性的应用原则.文献[12,13]研究了多处理器环境下的动态调度问题,分别提出了

适合不同应用场景的动态多处理器实时调度算法,这些研究成果与本文工作是互补的. 

5   结  论 

多处理器实时任务可调度性判定是多处理器实时调度理论研究中的一个重要问题.本文基于单处理器的

双曲线可调度性判定方法,给出了一种基于单调速率算法和首次适应分派策略的多处理器可调度性判定边界,
新边界在许多参数设置下优于文献[2]提出的可调度性边界.由于新边界与已有边界是相容的,因此可以同时使

用两种边界进行可调度性判定,从而大大提高可调度任务的数量. 

致谢  感谢审稿人中肯的审稿意见. 
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