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翻转距离星树问题的计算复杂度和近似算法
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摘要: 讨论基于基因组翻转距离的星型进化树问题的算法和复杂性.首先证明星树问题是 NP-难解的,再证明该

问题不存在绝对近似求解算法,最后给出一个求解星树问题的常数近似算法,近似性能比为 2. 
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根据生物基因组推演物种进化历史是研究物种进化规律十分科学的方法,进化树构造是这一研究的关键.
近年来进化树问题吸引了许多计算机科学家的研究兴趣[1,2].星型进化树是进化树的一种最简单形式.构造进化
树的基础问题是进化距离计算问题. 
基因组翻转距离计算问题首先由 D. Sankoff 等人提出.J. Kececioglu 与 D. Sankoff 以及 V. Bafna 与 P.A. 

Pevzner给出翻转距离计算问题十分有效的近似算法[3~6].S. Hannenhalli与 P.A. Pevzner的多项式时间算法[7]最

终解决了任意两个有向符号序列的翻转距离计算问题.进化树问题的基本含义是根据一组表达基因组的符号
序列构造一棵树,使已知序列标记在叶节点上,猜测序列标记在中间节点上,并使总进化距离达到最小.这样就
可以推演物种进化历史和进化规律.若只需猜测一个序列而构造星型进化树,则该问题称为星树问题,以下简称
为 ST问题.星树问题是一类形式最简单进化树问题,其价值不仅在于推演物种进化规律,在医药设计、医疗诊断
中,也有重要价值.本文首先证明翻转距离星树问题是 NP-难解的,然后讨论星树问题的近似可计算性,一方面证
明若 P≠NP,则该问题不存在绝对近似算法,另一方面给出该问题近似性能比为 2 的一个常数近似算法.本文利
用了 Hannehalli等给出的有向符号序列翻转距离计算的有关结果,下面简要介绍. 

设 S={0,1,2,…,n}为由 n+1个符号组成的集合,S的反向符号集合记为 S−={−0,−1,…,−n}.考虑由 S的所有的

有向符号组成的一个排列π=π0π1π2…πn,若|π|=|π0|,|π1|,|π2|,…,|πn|恰为符号集 S 的一个置换,则π称为长度为 n+1

的有向符号序列,并称 S为序列π的符号集,记为 S=S(π).其中πk∈S∪S−,|πk|∈S.一个有向符号序列实际表示一条染

色体,其中πk 表示一个基因,|πk|为该基因的符号,符号前的正负号表达了该基因的方向.有向符号序列π在位置

(i,j)的一次翻转变异ρ形成一个新的序列:π ⋅ρ(i,j)=π1…πi−1−πj…−πiπj+1…πn.设有符号序列π1 和π2,若存在一组翻

转ρ1,ρ2,…,ρk使π1⋅ρ1⋅ρ2⋅…⋅ρk=π2,且 k 是最小的,则称π1和π2的翻转距离为 k,记为 d(π1,π2)=k.欲计算两序列的翻

转距离,首先构造 RD图 GR(V(S),E(π1),E(π2)).V(S)为该图的点集:V(S)={vkh,vkt|0≤k≤n},并将 GR的顶点根据π1由左

至右排列为 v01,v02,v11,v12,…vn1,vn2,若 方向为正,则 v1
kπ k1,vk2=vkh,vkt;否则 vk1,vk2=vkt,vkh.E(π1)={e |0≤k≤ ( )1

1
1 , +kk ππ
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n−1}为黑色边集 ;E(π2)={e( )|0≤k≤n−1}为灰色边集 ,设2
1

2 , +kk ππ t
kπ =i, t
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.GR(V(S),E(π1),E(π2))简称为π1,π2的 RD图. 

dm
i=1

i ≤*),π(π

,...,, 21 nxxxX =

1i
x

2ix
3i

x kx

))()
3ixc∨()

21 ixc∨((
1 i

m

i
xc∧

=

ix

i ix
x

例如,设π1=01-3245,π2=0-1-4235,则GR如图 1所示.对于有向符号序列π1,π2,GR(V,E(π1),E(π2))总由若干互不
连通的圈组成,每个圈的两色边间隔相连,将 GR的所有圈记为 C(GR)={c1,c2,…,ck}.一条黑边按照端点在 GR中的

排列顺序可分为左端和右端,同样一条灰边的两端也可分为左端和右端.若一条灰边连接两条黑边的同一端,则
该灰边称为有序边,否则称为无序边.至少包含一条有序边的 GR 的圈称为有序圈,否则称为无序圈.若有两条灰
边 e1和 e2使 e2的一端位于 e1的两端之间,e2的另一端位于 e1两端外面,则称灰边 e1和 e2是相交的;若相交的两
条灰边分别属于 GR的两个圈 c1和 c2,则称 c1和 c2是相交的.设 C是 C(GR)的子集,若(1) 对任意 ci∈C,总有 cj∈C
与 ci相交;(2) 不存在 ck∈C(GR)\C与 C中圈相交;(3) 不存在 C的子集满足(1)和(2),则称 C中圈形成的 GR的子

图为 GR的一个 C_图(component).若一个 C_图 GRC1的所有顶点均

位于另一个 C_图 GRC2的两个顶点 v1和 v2之间,则称 GRC2覆盖

GRC1,设有 k(≥2)个 C_图 GRC1,GRC2,…,GRCk被 C_图 GRC覆盖,若对
任意 v∈V(GRC),GRC1,GRC2,…,GRCk的所有顶点均位于 v的左端或右
端,则称 GRC严格覆盖 GRCj,1≤j≤k.若 GRC1的所有顶点均位于 GRC2

的任一顶点的左边或右边,则称 GRC1与 GRC2并列.若一个 C_图中
的所有圈均为无序的,则称该 C_图为无序的.若一个无序 C_图 GRC1不覆盖其他任何无序 C_图,则称 GRC1为一

个 H_图(hurdle);另外,若一个无序 C_图 GRC1在 GR中严格覆盖其他所有无序 C_图,则 GRC1也称为一个 H_图.
设 GH是一个 H_图,若 GH被一个无序 C_图 GC严格覆盖,但 GC不是 H_图,且 GC不覆盖其他 H_图,则称 GH是一

个强 H_图.若 GR中的 H_图均为强 H_图,且强 H_图个数为奇数,则称 GR含有一个 F_图(fortress),任意 RD图最
多只有一个 F_图.设 GR(V(S),E(π1),E(π2))共有 b条黑边,c个圈,h个 H_图, f个 F_图,则π1和π2之间的翻转距离为

d(π1,π2)=b−c+h+f. 

   • •

 0h 0t 1h 1t 3t 3h 2h 2t 4h 4t 5h 5t

Fig.1  RD graph 
图 1  RD图 

1   星树问题是 NP_完全的 

考虑建立在翻转距离计算基础上的星树问题 ST,ST问题的判定形式如下: 
实例:一组长度为 n的有向染色体符号序列π1,π2,…,πm,正整数 M. 

询问:是否存在一个有向符号序列π*,使 . ∑
已知 3SAT问题是 NP_完全的[8].3SAT问题形式化描述如下: 

实例:(1) 布尔变量集合:X={x1,x2,…,xn}及其反变量集合 }{ ;(2) 项集合:C={c1,c2,…,cm},其中

ci={c( ),c( ),c( )},1≤i1,i2,i3≤n,c(xk)∈{xk, },1≤k≤n. 

询问:是否存在 X的真值指派使 X→{0,1}使 C= 为真或 C满足. 

定义 1. 在 3SAT 的实例中,设 xi是任一布尔变量,xi和 分别称为布尔变量 xi的正变量和负变量,并将 xI

有关的项集合记为 C(xi)={ck|xi∈ck,1≤k≤m},C( x )={ck| ∈ck,1≤k≤m}. 

若 3SAT 实例满足:(1) m 为偶数;(2) 对任意布尔变量 xi,若 C(xi)≠∅∧C( i )≠∅,则|C(xi)|=|C( ix )|,则相应的
3SAT问题称为 E3SAT问题. 
定理 1. E3SAT是 NP-完全的. 
证明:将 3SAT问题规约到 E3SAT.设 3SAT的实例为 X3SAT和 C3SAT,构造 E3SAT的实例如下: 

 XE3SAT=X3SAT∪XE∪XN,CE3SAT=C3SAT∪CE∪CN,XE= ,C∪n

i Ei
X

1= E= . (1) ∪n

i Ei
C

1=

考察布尔变量 xi∈X3SAT,1≤i≤n,若 C3SAT(xi)=∅或 C3SAT( ix )=∅,或|C3SAT(xi)|=|C3SAT( ix )|,则 =∅, =∅.若
iEX

iEC
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C3SAT(xi)≠∅∧C3SAT( ix )≠∅∧|C3SAT(xi)|≠|C3SAT( ix )|,则如下构造 和 : 
iEX

iEC

iE

iEX

{ }••,

2
)

(a) 若 |C3SAT(xi)|>|C3SAT( ix )|,设 k=|C3SAT(xi)|−|C3SAT( ix )|,则 ={yX i1,yi2,…,yi2k−1,yi2k}; ={{
iEC ix ,yi1,yi2}, 

{ ix ,yi3,yi4},…,{ ix ,yi2k−1,yi2k}}; 

(b) 若 |C3SAT(xi)|<|C3SAT( ix )|,设 k=|C3SAT( ix )|−|C3SAT(xi)|,则 ={yi1,yi2,…,yi2k−1,yi2k}; {{x=
iEC i,yi1,yi2}, 

{xi,yi3,yi4},…,{xi,yi2k−1,yi2k}}. 
增加 XN 和 CN 使 CE3SAT 中恰有偶数个项:若|C3SAT∪CE|为奇数,则 XN={xN1,xN2,xN3},CN={{xN1,xN2,xN3}};若

|C3SAT∪CE|为偶数,则 XN=∅,CN=∅.以上构造的 XE3SAT 和 CE3SAT 显然满足 E3SAT 问题的条件,且该规约可在
O(mn)时间内完成. 
若 3SAT 实例存在使 C3SAT满足的 X3SAT的真值指派,则令 XE和 XN中的布尔变量取值为‘1’,所有 E3SAT 中

的项必满足.若 E3SAT实例存在使 CE3SAT满足的 XE3SAT的真值指派,则其中 X3SAT的赋值就可使 C3SAT的所有项

满足.故 E3SAT问题是 NP-完全的. □ 
在下文的叙述中,直接采用整数“变量表达式”表示该表达式所代表的整数“符号”. 
定理 2. ST问题是 NP-完全的. 

证明:将 E3SAT问题规约到 ST.设 X={x1,x2,…,xn},C={c1,c2,…,cm}是 E3SAT的实例,欲构造的整数符号序列

分为两部分,每条序列长度均为 2n+2,第 1 部分有 m 条序列:π1,π2,…,πm.m 条序列的中间符号及其方向根据

E3SAT实例的m个项决定.设 ck={ ( )
1kxc , ( )

2kxc , ( )
3kxc },c(•)∈ ,1≤k1<k2<k3≤n,1≤k≤m,则πk= πk

0π
k0πk1 k

k 12 1 −
π πk2⋅ 

πk
k 12 2 −

π k3 k
k 12 3 −

π k
n 12 +π ,其中 

 =0, =2n+1, (2) k
0π

k
n 12 +π
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jjk
j xxc
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=− )(
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12

    12
12π ,  j∈{k1,k2,k3}. (3) 

又πk0,πk1,πk2和πk3均为有向符号子序列,或称为有向符号段.先给出其每个位置上的符号: 

 πk0= . (4) 0
22

0
1 1

... k
k

k
−ππ

 =2j, 1≤j≤k0
2
k

jπ 1−1;  | |=2j−1, 1≤j≤k0
12

k
j−π 1−1. (5) 

 πk1= . (6) 1
22

1
2 21

... k
k

k
k −ππ

 =2j, k1
2
k

jπ 1≤j≤k2−1;  | |=2j−1, k1
12

k
j−π 1+1≤j≤k2−1. (7) 

 πk2= . (8) 2
22

2
2 32

... k
k

k
k −ππ

2k =2j, k2
2
k

jπ 2≤j≤k3−1;  | |=2j−1, k12 j−π
3k

2+1≤j≤k3−1. (9) 

 πk3= . (10) 3
22 ...

3

k
nk ππ

3k =2j, k3
2
k

jπ 3≤j≤n;  | |=2j−1, k12 j−π 3+1≤j≤n. (11) 

由符号序列的构造方法可知,绝对值为 2j−1的符号对应于 E3SAT实例的布尔变量 xj.在前面的符号序列构

造过程中,每条序列还剩 n−3个符号尚未确定方向,下面给出其方向.设 S={ |1≤k≤m,x•
−

k
j 12π j, jx ∉ck,j固定}为 xj在

m 条序列中对应的未定方向符号集合 ,|S|=m−|C(xj)|−|C( jx )|,若 C( jx )=∅,则 S 中每个符号均取负

向: =−2j+1;若 C(x•
−

k
j 12π j)=∅,则 S 中每个符号均取正向: =2j−1.不然必有|C(•

−
k

j 12π jx )|=|C(xj)|,因 m 为偶数,所以

|S|=m−2|C(xj)|为偶数.随机在 S中取|S|/2个元素取为正向,另外|S|/2个元素取为负向. 

因 m 为偶数,所以 2
)3( −nm +6m 为整数,取 K 为不小于 3( −nm +6m 的最小偶数,构造 ST 实例的第 2 部

分符号序列,共 K条:πm+1,πm+2,…,πm+K,其中 
 πk= , m+1≤k≤m+K. (12) k

n
k
n

kk
12210 ... +ππππ

 , , m+1≤k≤m+K. (13) 00 =kπ 1212 +=+ nk
nπ
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 , 1≤j≤n, m+1≤k≤m+K. (14) jk
j 22 =π

 
KmkKnj

Kkmnj
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
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21 ,1

    
12

12
12π . (15) 

取 M= mnmKn 62
)3(

2
1 +−+ ,其中 n1=n−|{xi|C(xi)=∅∨C( ix )=∅,1≤i≤n}|.根据 E3SAT实例构造 ST实例的最

坏复杂度为 O(Kn),显然是多项式的. 
(→)若 E3SAT 实例存在 X 的真值指派 a:X→{0,1}使所有项满足.不失一般性假设:若 C(xj)=∅,则 a(xj)=0;若

C( jx )=∅,则 a(xj)=1.如下确定一条符号序列:π*= . *
12

*
1

*
0 ... +nπππ

 , , , 1≤j≤n. (16) 0 jj 2*
2 =π*

0 =π 12*
12 +=+ nnπ

 ,  1≤j≤n. (17) 
0)(
1)(

    
12
12*

12 =
=


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=−
j

j
j xa

xa
j
j

π

考察π*与第 1 部分序列中任意一条序列πk的翻转距离.如图 2 所示,在图 GR(V,E(π*),E(πk))中不可能形成强 H_
图,因此无 F_图,即 f =0.在图中将顶点(2j−1)t 与(2j−1)h 并为一点,真值指派 a( ),a( ),a( )确定了 , 

和 的方向,因此确定了(2j−1)t 与(2j−1)h 的排列顺序,j∈{k
1kx

*
12 1−k

2kx
3kx *

12 1−kπ

)12 1 hk −

*
12 2−kπ

1kx

kv )22( 2 −

*
12 3 −kπ

2kx

1,k2,k3}.不论 3 个符号的方向如何,点集

{(2j−1)h,(2j−1)t|j=k1,k2,k3} 中 的 点 总 处 在 同 一 个 7 条 黑 边 的 圈 C7b 中 . 因 为 X 的 真 值 指 派 使
c( )∨c( )∨c( )=1,不妨设 c( )=1.若 c( )= ,则 =2k

3kx
1kx

1kx

x
1kx k

k 12 1−
π 1−1, =−2kπ 1+1,此时灰边(  

)是有序边,因此 C

,(v

t
7b是有序圈;同理可证,当 c( )=

1k 1kx 时,C7b也为有序圈,所以 h=0.又因为当 C(xi)=∅或

C( ix )=∅时,必有 ,故由以上分析不难得到 0), 121 =−−
k
iπ( *

2id π
+Km

 =∑
=k

kd
1

* ),( ππ 2
Kn + 2

)3( 1 −nm +6m≤M. (18) 

2nh 2nt 

(2n+1)h 
0h 0t 2h 2t 

2k3−12k2−1
2k1−1

(2n+1)t 

Fig.2  RD graph based on π* and πk 
图 2  由π*和πk得到的 RD图 

(←)若 ST实例存在π*使 ≤M,则π∑
+

=

Km

k

kd
1

* ),( ππ *的符号顺序一定是 =2k,| |=2k+1,0≤k≤n.这是因为否则

对于 i,j,m+1≤i≤m+K/2,m+K/2+1≤j≤m+K,必有 d(π

*
2kπ *

12 +kπ

*,πi)+d(π*,πj)≥n+2,因此易证π*与两部分符号序列翻转距离之和

满足: 

 ≤6m+m(n∑
=

m

k

kd
1

* ),( ππ 1−3)/2,  ≤Kn/2. (19) ∑
+

+=

Km

mk

kd
1

* ),( ππ

由π*和πk(1≤k≤m)形成的 RD图 GR(V,E(π*),E(πk))仅有一个 7条黑边的最大圈,且该圈是有序圈.因此,只需如下确
定 X的真值指派: 

 A(xi)= ,  1≤i≤n, (20) 
12  if

12  if
    

0,
,1

*
12
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12
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+−=


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−

i
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i
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π
π

就可使 m个项全部满足. □ 

2   星树问题的近似算法 

下面讨论 ST 问题的近似算法 .ST 问题的优化形式为 :给定一组长度为 n+1 的有向染色体符号序列

π1,π2,…,πm,求π*使 =min{ }. ∑ =

n
i

id1
* ),( ππ ∑ =

∀n
i

id1 ),( ππ
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定理 3. 若 P≠NP,则对 ST问题的实例Π,不存在近似算法 A使 A(Π)−OPT(Π)≤k,k为常数. 
证明:只需将Π的 m 条序列分别复制 K+1 份得到新实例Πnew.易证若存在算法 A 使 A(Πnew)−OPT(Πnew)≤k,

则可给出实例Π的多项式算法,与 P≠NP矛盾. □ 
下面给出一个近似性能比为 2的 ST问题近似算法.算法描述如下: 
设π1,π2,…,πm 为给定 m 条有向符号序列 ,则算法 A(π1,π2,…,πm)选择π1,π2,…,πm 中一个序列πk 满足 : 

=min{∑ |1≤j≤m},算法 A的输出为π∑
=

m
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ikd
1

),( ππ
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ijd
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),( ππ k和 . ∑
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定理 4. 对任意 ST问题实例Π,设算法 A求得解为 A(Π)=dA,则 )(
)(

Π
Π

OPT
A ≤2. 

证明 :设Π的 m 个有向符号序列为 :π1,π2,…,πm.记 dij=d(πi,πj),显然 dij=dji.设 π*满足 = 

min{ |S(π
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∀)=S(π1)}=OPT(Π).根据三角不等式有 d(π*,πi)+d(π*,πj)≥dij.故 ,2(m−1) ≥ 

.由算法 A 求得的π∑∑
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* ),()(
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ππΠ
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≤2(1−
m
1 )≤2. (21) 

由 Hannenhalli 等人给出的方法可知[7],完成长度为 n 的两个有向符号序列的翻转距离计算,最坏时间复杂
度为 O(n5).由于算法 A共调用该算法 m2次,因此其最坏时间复杂度为 O(m2n5). 
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Abstract: In this paper, the algorithms and the computational complexity of Star-Tree phylogeny problem are 
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