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摘　要: 孪生支持向量机 (twin support vector machine, TSVM) 能有效地处理交叉或异或等类型的数据. 然而, 当处

理集值数据时, TSVM通常利用集值对象的均值、中值等统计信息. 不同于 TSVM, 提出能直接处理集值数据的孪

生支持函数机 (twin support function machine, TSFM). 依据集值对象定义的支持函数, TSFM在巴拿赫空间取得非

平行的超平面. 为了抑制集值数据中的离群点, TSFM 采用了弹球损失函数并引入了集值对象的权重. 考虑到

TSFM是无穷维空间的优化问题, 测度采用狄拉克测度的线性组合的形式, 这构建有限维空间的优化模型. 为了有

效地求解优化模型, 利用采样策略将模型转化成二次规划 (quadratic programming, QP)问题并推导出二次规划问题

的对偶形式, 这为判断哪些采样点是支持向量提供了理论基础. 为了分类集值数据, 定义集值对象到巴拿赫空间的

超平面的距离并由此得出判别规则. 也考虑支持函数的核化以便取得数据的非线性特征, 这使得提出的模型可用

于不定核函数. 实验结果表明 TSFM能获取交叉类型的集值数据的内在结构并且在离群点或集值对象包含少量高

维事例的情况下取得了良好的分类性能.
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Abstract:  Twin  support  vector  machine  (TSVM)  can  effectively  tackle  data  such  as  cross  or  XOR  data.  However,  when  set-valued  data
are  handled,  TSVM  usually  makes  use  of  statistical  information  of  set-valued  objects  such  as  the  mean  and  the  median.  Unlike  TSVM,
this  study  proposes  twin  support  function  machine  (TSFM)  that  can  directly  deal  with  set-valued  data.  In  terms  of  support  functions
defined  for  set-valued  objects,  TSFM  obtains  nonparallel  hyperplanes  in  a  Banach  space.  To  suppress  outliers  in  set-valued  data,  TSFM
adopts  the  pinball  loss  function  and  introduce  the  weights  of  set-valued  objects.  Considering  that  TSFM  involves  optimization  problems  in
the  infinite-dimensional  space,  the  measure  is  taken  in  the  form  of  a  linear  combination  of  Dirac  measures.  Thus  the  optimization  model  in
the  finite-dimensional  space  is  constructed.  To  solve  the  optimization  model  effectively,  this  study  employs  the  sampling  strategy  to
transform  the  model  into  quadratic  programming  (QP)  problems.  The  dual  formulations  of  the  QP  problems  are  derived,  which  provides
theoretical  foundations  for  determining  which  sampling  points  are  support  vectors.  To  classify  set-valued  data,  the  distance  from  the  set-
valued  object  to  the  hyperplane  in  a  Banach  space  is  defined,  and  the  decision  rule  is  derived  therefrom.  This  study  also  considers  the
kernelization  of  support  functions  to  capture  the  nonlinear  features  of  data,  which  makes  the  proposed  model  available  for  indefinite
kernels.  Experimental  results  demonstrate  that  TSFM  can  capture  the  intrinsic  structure  of  cross-plane  set-valued  data  and  obtain  good
classification performance in the case of outliers or set-valued objects containing a few high-dimensional examples.
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支持向量机 (support vector machine, SVM) 是一种监督的学习模型, 它主要用于数据分类任务 [1−3]. 支持向量

机在结构风险最小化原则下搜索最优的分类超平面. 归因于支持向量机模型的凸优化性质和良好的泛化性能, 它
已被成功应用于视频分析 [4]、异常点检测 [5]、不平衡数据 [6]等多个领域.

与支持向量机不同, 孪生支持向量机 [7]寻找两个非平行的超平面, 它能有效地处理交叉或异或等类型的数据.
对于孪生支持向量机, 每类的样本逼近其中一个超平面, 并且远离另一个超平面. 在 SVM和 TSVM的基础上, 许
多模型 [8−10]被提出以增强原有模型的性能. 非平行的支持向量机 [11]不仅利用不敏感损失函数来维持样本的稀疏

性, 而且能避免矩阵逆运算. 弹球损失函数的 SVM能减弱异常点的影响, 而基于分位数距离的 TSVM[12]同样能抑

制数据中的异常点. 弹球损失函数的 TSVM 被推广到更加广义的损失函数 [13], 这使得弹球损失函数的参数对不同

类的样本是不同的. 为了维持样本的稀疏性, 具有不敏感区的孪生支持向量机 [14]被提出. 与 TSVM相比, 它不仅维

持样本的稀疏性, 而且对噪声不敏感. 为了充分利用样本的几何性质, 基于弹性网的非平行的支持向量机 [15]被提

出. 为了有效地抑制数据中的异常点, 直觉模糊孪生支持向量机 [16]被提出. 直觉模糊孪生支持向量机为每类样本

构建了直觉模糊集并使用直觉模糊集定义样本的权重. 为了处理数据漂移问题, 聚合算子被融合到模糊支持向量

机 [17]. 非对称的对偶回归模型 [18] 利用 TSVM和可能性回归分析构建了新颖的超平面学习模型.
在实际应用中, 人们可能在不同的粒度下探索同一对象, 即同一对象的属性在不同的粒度下具有不同的值. 例

如某人的头街有多个、可能掌握多种外语、爱好有多个、物体的深度特征包含多个神经网络层的输出等. 这样许

多对象的属性是用多个值来描述的, 即采用集合的概念描述对象的属性, 从而形成集值数据 [19−22]. 集值数据是由集

值对象构成, 而一个集值对象通常包含多个数据点或事例, 如图 1(a) 中每个虚线框内的数据点构成一个集值对象.
集值数据已在数据挖掘 [20]和决策系统 [21,22]中被探索. 在集值数据分析中, 目前已经提出许多集值数据分类的方

法 [23−26]. 二阶锥规划 (second-order cone programming, SOCP)方法 [23]把集值对象建模为具有二阶矩的随机向量. 高
斯分布的支持向量机 (support vector machine with Gaussian distribution, SVMG) [24]把集值对象建模为高斯分布的

随机向量. 不确定感知的孪生支持向量机 (uncertainty-aware TSVM, UTSVM)[25]利用二个超平面处理二元分类问

题. 具有分布输入的模糊孪生支持向量机 (fuzzy TSVM with distribution input, FTSVMD)[26]通过建模输入为高斯分

布的随机向量来处理集值数据. 支持测度机 (support measure machine, SMM)[27]首先利用概率分布建模集值对象并

定义集值对象之间的相似度, 接着利用支持向量机分类数据. 如果采用 SOCP, SVMG, UTSVM, FTSVMD 和 SMM
方法来处理集值对象, 需要对集值对象进行概率建模. 如果集值对象包含少量数据点, 那么对集值对象进行概率建

模可能是不可靠的或不准确的, 而且通常集值对象中事例的概率分布未知. 不同于概率建模的方式, 支持函数机

(SFM)[28,29]利用集合的支持函数将集值对象转化成连续函数. 由连续函数空间构成巴拿赫 (Banach) 空间 [30], 在此

基础上构建了基于铰链损失函数的超平面学习模型. 为了探索输出为三角模糊数的形式, 可能性测度被用来推导

出模糊支持函数机 (fuzzy SFM, FSFM)[31], FSFM 考虑了模糊类样本的隶属度. FSFM和 SFM的主要区别在于前者

将样本的标签建模为三角模糊数而后者的标签是标量形式. FSFM也不需要为集值对象进行概率建模.
然而, 现实世界可能存在图 1 所示的交叉类型的集值数据. 图 1 表示了交叉类型的集值数据及其生成的连续

函数, 每一种颜色表示一类集值对象. 从图 1 可观测到两类集值数据位于两条交叉线附近. 图 1(a) 中的每个虚线框

内的数据点构成一个集值对象, 图 1(b) 中的每条曲线表示一个连续函数, 这样一个集值对象被转化成巴拿赫空间

的连续函数. 从图 1 可知需要两个超平面拟合这种类型的集值数据. 受孪生支持向量机和支持函数机的启发, 本文

提出了一种新颖的超平面学习模型, 即孪生支持函数机 (twin support function machine, TSFM), 它能直接处理集值

数据. TSFM 在二元分类问题上可取得两个非平行的超平面. 当实施 TSFM 时, 需要将集值对象转化成连续函数.
与 SFM 不同, TSFM 采用了弹球损失函数并利用两个非平行的超平面拟合集值数据. 原模型是无穷维空间的优化

问题. 为了解决这个问题, 通过将测度空间限定为由狄拉克测度的线性组合形成的空间来取得有限维空间的优化

模型. 通过采样策略将模型转化成二次规划问题, 并利用二次规划的优化算法求解转化后的模型, 这样本文的算法

不同于求解 SFM 的算法. 为了对 SVM, SFM, TSVM 和 TSFM 进行比较, 表 1 列出了它们的区别与联系. 从表 1 可
看出, TSFM 需要解决二次规划问题, 而 SFM 处理线性规划问题. 由于 TSFM 采用了测度的总变分作为正则化项,
所以它对采样点保持稀疏性. 简言之, 本文的主要贡献如下.
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(a) 原数据空间的集值对象 (b) 由集值对象生成的连续函数

图 1　二维空间的两类集值数据和对应的连续函数
  

表 1　SVM, SFM, TSVM 和 TSFM 的特性
 

分类器 样本属性 支持向量的稀疏性 特征空间 目标函数 超平面的个数

SVM 向量形式 稀疏 希尔伯特空间 二次规划问题 1
SFM 集合形式 稀疏 巴拿赫空间 线性规划问题 1
TSVM 向量形式 半稀疏 希尔伯特空间 二次规划问题 2
TSFM 集合形式 稀疏 巴拿赫空间 二次规划问题 2

 

(1) 提出了一种新颖的超平面学习模型对集值数据进行分类, 它利用了弹球损失函数并考虑了集值对象的权重;
(2) 将测度空间限定为狄拉克测度的线性组合构成的空间, 这使得无穷维空间的优化问题被转化成有限维空

间的优化问题, 并利用采样策略将模型转化成二次规划问题, 同时推导出二次规划问题的对偶形式以及讨论了基

于核函数的支持函数;
(3) 在合成的集值数据和真实数据集上执行了一些实验, 实验结果表明了 TSFM 能有效地分类集值数据.
本文第 1 节简要回顾支持函数机. 第 2 节首先引入 TSFM 的优化模型并讨论 TSFM 的一些性质, 随后将其转化

为易处理的模型并将支持函数扩展到核函数. 第 3 节在许多数据集上评估 TSFM 的性能. 最后一节给出结论和展望. 

1   支持函数机

n {(Ai,yi), i = 1, . . . ,n} Ai Rm yi ∈ {−1,1}
Ai

对二类集值数据, 令   个集值对象表示为    , 其中   是   中包含多个元素的子集,    是

集值对象的标签. 当   只包含一个数据点时, 集值数据退化为向量值数据. 为了有效地处理集值数据, 支持函数机 [28]

被提出. 与向量值数据不同, 集值数据的特征是用集合的概念来描述的. 对于支持函数机, 需要下面的定义和定理.
A Rm A σA(x)定义 1. 设   是   中的非空闭集. 与集合   相关的支持函数   被定义为: 

σA(x) = sup{< x,ω >,ω ∈ A} (1)

< x,ω > x ω

σA(x) σA(x) = σco(A)(x) co(A) A

σA(x) x

X C(X) C(X)

C(X)

其中,    表示   和    的内积运算. 支持函数也被称为支撑函数, 为了概念的一致性, 本文采用了支持函数的概

念. 支持函数   是凸的、齐次的和次加性的函数. 利用支持函数的定义可知   , 其中    表示 

的凸包. 定义 1 实际上构建了集合和函数之间的关系. 从支持函数的定义知   是关于   的连续函数. 考虑由集

合   上的连续函数构成的函数空间, 表示为   . 通过定义连续函数的范数,    形成了一个巴拿赫 (Banach)空
间 [30]. 巴拿赫空间是一个完备的赋范线性空间, 也就是一个具有范数和度量完备性的线性空间. 在这个空间中, 任
何一个柯西序列都有一个极限, 且该极限也在这个空间中. 与希尔伯特空间不同, 巴拿赫空间缺乏内积运算, 但在巴

拿赫空间可构造线性泛函来获得它的对偶空间. 以下定理表明了连续函数空间     和对偶空间的关系.
X C(X) X C(X)

σ(x) µ

定理 1[28,30]. 设   是局部紧豪斯多夫 (Hausdorff)空间,    表示在   边界上为 0的连续函数空间. 对于  
中的任意连续函数   都存在正则的博雷尔 (Borel)测度   使得公式 (2)成立: 

ϕ(σ) =
∫

X
σdµ(x), σ(x) ∈C(X) (2)
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ϕ ∥ ϕ ∥= |µ| (X) =∥ µ ∥ |µ|(x) = sup
s∑

i=1

|µ (Ai)| Ai X i = 1, . . . , s线性泛函   的范数表示为   , 其中,    ,    是   的一个划分,    .

利用定理 1 可定义巴拿赫空间的超平面, 超平面由定义 2 给出.
定义 2. 巴拿赫空间的超平面具有以下形式: 

M =
{
σ ∈C(x),

∫
X
σ(x)dµ(x)+b = 0,b ∈ R

}
(3)

Ai σi(x) = σAi (x)

{(σi(x),yi), i = 1, . . . ,n}
利用定义 1 将每个集值对象   转化成连续函数, 表示为   . 在这种情况下, 根据集值对象和支持

函数的定义可构建一个基于函数表示的训练集, 即为   . 遵循着最大间隔的思想, 下面优化模

型 [28]被用来处理集值数据.  
minµ,b,ξi ∥µ∥+C

n∑
i=1

ξi

s.t.

yi

(∫
X
σi(x)dµ(x)+b

)
⩾ 1− ξi, i = 1, . . . ,n

ξi ⩾ 0, i = 1, . . . ,n

(4)

∥ µ ∥ µ(x)

Rm s

其中,    是博雷尔测度    的总变分. 公式 (4) 是巴拿赫空间的凸优化问题. 因为公式 (4) 涉及巴拿赫空间的积

分, 所以直接求解公式 (4) 是不可行的. 为了求解优化问题公式 (4), Chen 等人 [28]将整个空间   划分为   个不同区

域, 然后计算每个区域的拉东 (Radon)测度. 

2   孪生支持函数机

本节首先在巴拿赫空间为集值数据引入超平面学习模型, 它包含两个优化问题. 随后讨论了模型的性质并构

建了基于采样策略的优化算法. 最后将支持函数推广到基于核函数的方法. 

2.1   提出的模型

Ai (i = 1, . . . ,n) σi(x) = σAi (x)(i = 1, . . . ,n)

l ∫
X
σ(x)dµ1(x)+b1 = 0∫

X
σ(x)dµ2(x)+b2 = 0

利用支持函数的定义把集值对象   转化成连续函数   , 这形成了连续函

数空间. 在这种情况下, 需要对连续函数进行分类. 通常, 设计基于函数的分类算法比设计基于向量的分类算法

更具挑战性, 这是因为前者涉及无穷维的函数空间, 并且类与类之间由于连续函数的存在使得边界更复杂. 为了便

于描述, 假定前   个集值对象来自正类, 其余来自负类. 正像图 1 所示的那样, 有时需要两个超平面拟合两类的连

续函数. 这样我们期望在巴拿赫空间寻找两个非平行的超平面, 这两个超平面表示为     和

 . 为此构建了下面优化模型来取得巴拿赫空间的两个非平行的超平面:
  

min
µ1 ,b1 ,ξi

1
2

∑l

i=1
wi

(∫
X
σi (x)dµ1 (x)+b1

)2

+ c1

∑n

i=l+1
wiξi+ c2∥µ1∥

s.t. 1− ξi ⩽ yi

(∫
X
σi(x)dµ1(x)+b1

)
⩽ 1+

ξi
τ
, i = l+1, . . . ,n

(5)

  
min
µ2 ,b2 ,ξi

1
2

∑n

i=l+1
wi

(∫
X
σi (x)dµ2 (x)+b2

)2

+ c3

∑l

i=1
wiξi+ c4∥µ2∥

s.t. 1− ξi ⩽ yi

(∫
X
σi(x)dµ2(x)+b2

)
⩽ 1+

ξi
τ
, i = 1, . . . , l

(6)

c1,c2,c3,c4 τ (0,1] wi i

τ τ = 0

ξi ⩾ 0 σi(x)(i = 1, . . . , l)
∫

X
σ(x)dµ1(x)+b1 = 0

σi(x)(i = l+1, . . . ,n)
∫

X
σ(x)dµ2(x)+b2 = 0

µ1 µ2

µ1 µ2

其中,    为非负参数,    在区间   内取值,    表示第   个集值对象的权重. 公式 (5) 和公式 (6) 采用了弹

球损失函数 [13,16]. 当   趋向 0时, 弹球损失函数逼近铰链损失函数. 当   时, 公式 (5) 和公式 (6) 的第 2个约束变

成了   . 公式 (5) 使得正类的连续函数   逼近超平面   并且使得负类的连续

函数   远离这个超平面. 对于公式 (6), 负类的连续函数逼近超平面   , 而正

类的连续函数远离该超平面. 在公式 (5) 和公式 (6) 中,    和   通常取拉东测度, 拉东测度是一类博雷尔测度, 但
它没有明确的表达式. 我们引入了测度   和   的总变分来控制模型的复杂度. 由于公式 (5) 和公式 (6) 的优化变
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量包含测度, 所以它们是无穷维空间的优化问题. 

2.2   模型的性质和优化

尽管公式 (5) 和公式 (6) 是无穷维空间的优化问题, 但下面的定理表示了它们是凸优化问题.
定理 2. 公式 (5) 和公式 (6) 是凸优化问题.

µ1 b1 ξi (i = l+1, . . . ,n)

µ1 b1 ξ

证明: 公式 (5) 的目标函数的第 1 项是关于   和   的二次函数的和, 第 2 项是松弛变量   的

和, 第 3项是测度的总变分, 所以公式 (5) 的目标函数是凸的. 公式 (5) 的约束是关于   ,    和    的线性不等式. 因
此公式 (5) 是一个凸优化问题. 同样地可知公式 (6) 是一个凸优化问题.

µ1 µ2

C(X)

µ1 µ2

与 SFM 不同, 公式 (5) 的目标函数采用了弹球损失函数并考虑了集值对象的权重. 如果没有测度    和   的

相关信息, 那么无法求解优化问题公式 (5) 和公式 (6). 例如, 是否这两个测度关于其他测度是绝对连续的? 因此需

要探索公式 (5) 和公式 (6) 的易求解的优化模型, 即把它们转化成有限维空间的优化问题. 根据泛函理论的相关知

识, 狄拉克测度在   的对偶空间是弱闭的 [32]. 这提示我们探索狄拉克测度的线性组合. 在这种情况下, 假设测度

 和   有下面表示形式: 

µ1 =

 s∑
k=1

αkδxk , xk ∈ X,αk ∈ R

 (7)
 

µ2 =

 s∑
k=1

βkδx̄k , x̄k ∈ X,βk ∈ R

 (8)

δxk δx̄k xk x̄k µ1 µ2 s

µ1 µ2

其中,    和   分别表示点   和   处的狄拉克测度.    和   是由狄拉克测度构建的两个测度, 其支集包含    个数

据点. 根据公式 (7) 和公式 (8) 中测度的表示形式, 利用下面定理取得博雷尔测度   和   的总变分.
µ1 µ2定理 3. 令测度   和    如公式 (7) 和公式 (8) 所示, 那么下面等式成立: 

∥µ1∥ =
∥∥∥∥∥∥∥

s∑
k=1

αkδxk

∥∥∥∥∥∥∥ =
s∑

k=1

|αk | (9)
 

∥µ2∥ =
∥∥∥∥∥∥∥

t∑
k=1

βkδx̄k

∥∥∥∥∥∥∥ =
s∑

k=1

|βk | (10)

∥µ1∥ =
∥∥∥∥∥∥∥

s∑
k=1

αkδxk

∥∥∥∥∥∥∥ = sup

∣∣∣∣∣∣∣
s∑

k=1

αk f (xk)

∣∣∣∣∣∣∣
∥ f ∥∞

=

s∑
k=1

|αk | ∥ f ∥∞

f (x) µ2

证明: 根据测度总变分的概念可取得   , 其中,     表示连续函数

  的最大范数. 相似地可取得   的总变分.
利用 公式 (7)–公式 (10), 公式 (5)和公式 (6) 被改写成下面形式:  

min
αk ,xk ,b1 ,ξi

1
2

l∑
i=1

wi

 s∑
k=1

σi (xk)αk +b1

2

+ c1

n∑
i=l+1

wiξi+ c2

s∑
k=1

|αk |

s.t. 1− ξi ⩽ yi

 s∑
k=1

σi (xk)αk +b1

 ⩽ 1+
ξi
τ
, i = l+1, . . . ,n

(11)

  
min
βk ,x̄k ,b2 ,ξi

1
2

n∑
i=l+1

wi

 s∑
k=1

σi (x̄k)βk +b2

2

+ c3

l∑
i=1

wiξi+ c4

s∑
k=1

|βk |

s.t. 1− ξi ⩽ yi

 s∑
k=1

σi (x̄k)βk +b2

 ⩽ 1+
ξi
τ
, i = 1, . . . , l

(12)

σi(xk) xk x1, . . . , xs x̄1, . . . , x̄s

x1, . . . , xs (αk,b1, ξi)

X x1, . . . , xs x̄1, . . . , x̄s

这样, 无穷维空间的优化问题公式 (5) 和公式 (6) 被转化成有限维空间的优化问题公式 (11) 和公式 (12). 但优

化问题公式 (11) 和公式 (12) 关于它们的某些优化变量是非线性的. 这是因为通过狄拉克测度引入了一些数据点

并且    是   的非线性函数. 因为   和   是优化变量, 所以公式 (11) 和公式 (12) 是非凸优化问

题. 如果     是已知的, 那么公式 (11) 仅包含优化变量   . 为了有效地求解公式 (11)和公式 (12), 需
要探索    中的适当离散点. 不同于求解 SFM 的算法, 本文利用采样策略取得   和   . 常用的采样方
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Ai (i = 1, . . . ,n) s

α β α β s

式是从集值对象   中采样   个数据点. 在后面的实验部分, 通过实验验证了这种采样策略可取得令人

满意的结果. 因为   和   采用了 L1 范数的约束, 所以   和   中的元素是稀疏的. 当   个采样点给定时, 本文采用下

面的优化问题取得巴拿赫空间的超平面:  
min
αk ,b1 ,ξi

1
2

l∑
i=1

wi

 s∑
k=1

σi (xk)αk +b1

2

+ c1

n∑
i=l+1

wiξi+ c2

s∑
k=1

|αk |

s.t. 1− ξi ⩽ yi

 s∑
k=1

σi (xk)αk +b1

 ⩽ 1+
ξi
τ
, i = l+1, . . . ,n

(13)

  
min
βk ,b2 ,ξi

1
2

n∑
i=l+1

wi

 s∑
k=1

σi (x̄k)βk +b2

2

+ c3

l∑
i=1

wiξi+ c4

s∑
k=1

|βk |

s.t. 1− ξi ⩽ yi

 s∑
k=1

σi (x̄k)βk +b2

 ⩽ 1+
ξi
τ
, i = 1, . . . , l

(14)

αk , 0 xk

βk , 0 x̄k

ᾱk α̂k ᾱk + α̂k = |αk | ᾱk − α̂k = αk ᾱk ⩾ 0, α̂k ⩾ 0, k = 1, . . . , s

从公式 (13) 和公式 (14) 可知它们是凸优化模型. 如果   , 将相应的采样点   称为公式 (13) 的支持向量.
如果   , 将相应的采样点   称为公式 (14) 的支持向量. 与 TSVM 不同, TSFM 的支持向量取决于采样点. 由于

公式 (13)和公式 (14) 有相似的形式, 下面主要讨论公式 (13) 的优化问题. 为了处理公式 (13)中的绝对值符号, 这
里引入了非负优化变量   和   . 设   和   , 其中,    . 这样公式 (13) 被
转化成下面形式:  

min
ᾱk ,α̂k ,b1 ,ξi

1
2

l∑
i=1

wi

 s∑
k=1

σi (xk) (ᾱk − α̂k)+b1

2

+ c1

n∑
i=l+1

wiξi+ c2

s∑
k=1

(ᾱk + α̂k)

s.t. 1− ξi ⩽ yi

 s∑
k=1

σi (xk) (ᾱk − α̂k)+b1

 ⩽ 1+
ξi
τ
, i = l+1, . . . ,n

(15)

公式 (15) 是一个二次规划问题. 利用二次规划的优化算法可求解凸优化问题公式 (15). 对于凸优化问题, 可通

过探索对偶解来验证原问题解的最优性, 这需要推导出 公式 (15) 的对偶形式. 首先公式 (15) 被转化成下面形式:  

min
ᾱk ,α̂k ,b1 ,ξi ,ui

1
2

l∑
i=1

wi (ui)2+ c1

n∑
i=l+1

wiξi+ c2

s∑
k=1

(ᾱk + α̂k)

s.t.



ui =

s∑
k=1

σi (xk) (ᾱk − α̂k)+b1

1− ξi ⩽ yi

 s∑
k=1

σi (xk) (ᾱk − α̂k)+b1

 ⩽ 1+
ξi
τ
, i = l+1, . . . ,n

ᾱk ⩾ 0, α̂k ⩾ 0

(16)

根据公式 (16) 定义下面的拉格朗日函数: 

L (ᾱk, α̂k,b1, ξi,ui) =
1
2

l∑
i=1

wi (ui)2+ c1

n∑
i=l+1

wiξi+ c2

s∑
k=1

(ᾱk + α̂k)+
n∑

i=l+1

γ̄i

1− ξi− yi

 s∑
k=1

σi (xk) (ᾱk − α̂k)+b1


+

l∑
i=1

γi

ui−
s∑

k=1

σi (xk) (ᾱk − α̂k)+b1

+ n∑
i=l+1

γ̂i

yi

 s∑
k=1

σi (xk) (ᾱk − α̂k)+b1

−1− ξi
τ

− s∑
k=1

θ̂kα̂k −
s∑

k=1

θ̄kᾱk (17)

γi (i = 1, . . . , l) γ̄i γ̂i (i = l+1, . . . ,n) θ̄, θ̂k (k = 1, . . . , s) ᾱk, α̂k,

ξi,ui b1

其中,    ,    ,   ,    是拉格朗日乘子. 将公式 (17) 的拉格朗日函数关于  

 和   的导数设定为 0, 那么可取得: 

∂L
∂ui
= wiui+γi = 0 (18)
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∂L
∂ᾱk
= c2−

n∑
i=l+1

(γ̄i− γ̂i)yiσi (xk)−
l∑

i=1

σi (xk)γi− θ̄k = 0 (19)
 

∂L
∂α̂k
= c2+

n∑
i=l+1

(γ̄i− γ̂i)yiσi (xk)+
l∑

i=1

σi (xk)γi− θ̂k = 0 (20)
 

∂L
∂ξi
= wic1− γ̄i−

γ̂i

τ
= 0, i = l+1, . . . ,n (21)

 

∂L
∂b1
= −

l∑
i=1

γi−
n∑

i=l+1

(γ̄i− γ̂i)yi = 0 (22)

从公式 (17)–公式 (22) 可取得公式 (15) 的对偶优化问题, 表示为:  

maxγi ,γ̄i ,γ̂i −
1
2

l∑
i=1

(γi)2

wi
+

n∑
i=l+1

(γ̄i− γ̂i)yi

s.t.



c2−
n∑

i=l+1

yi (γ̄i− γ̂i)σi (xk)−
l∑

i=1

γiσi (xk) ⩾ 0, k = 1, . . . , s

c2+

n∑
i=l+1

yi (γ̄i− γ̂i)σi (xk)+
l∑

i=1

γiσi (xk) ⩾ 0, k = 1, . . . , s

l∑
i=1

γi+

n∑
i=l+1

(γ̄i− γ̂i)yi = 0

τwic1−τγ̄i− γ̂i = 0, i = l+1, . . . ,n

(23)

类似地可取得公式 (14) 的对偶优化问题, 表示为:  

max
ηi ,ηi ,η̂i

− 1
2

∑n

i=l+1

(ηi)2

wi
+

∑l

i=1
(η̄i− η̂i)yi

s.t.



c4−
l∑

i=1

yi (η̄i− η̂i)σi (xk)−
n∑

i=l+1

ηiσi (xk) ⩾ 0, k = 1, . . . , s

c4+

l∑
i=1

yi (η̄i− η̂i)σi (xk)+
n∑

i=l+1

ηiσi (xk) ⩾ 0, k = 1, . . . , s

n∑
i=l+1

ηi+

l∑
i=1

(η̄i− η̂i)yi = 0

τwic3−τη̄i− η̂i = 0, i = 1, . . . , l

(24)

公式 (23) 和公式 (24) 是凸优化问题. 它们的约束个数随着采样点的增加而增加. 当采样点比较少时, 可借助

公式 (23) 和公式 (24) 取得对偶解. 从公式 (13) 和公式 (14) 可知支持向量取决于采样点, 但非支持向量不影响它

们的目标函数. 如果采样点不是支持向量, 则无需考虑此采样点. 当存在大量采样点时, 删除非支持向量的采样点

能降低优化模型的复杂度. 因此关键的问题是如何判断哪些采样点是支持向量. 下面的定理给出了答案.
γi (i = 1, . . . , l) γ̄i, γ̂i (i = l+1, . . . ,n) xk定理 4. 假定求解公式 (23) 取得最优解   ,    . 如果采样点   满足条件:  ∣∣∣∣∣∣∣

n∑
i=l+1

yi (γ̄i− γ̂i)σi (xk)+
l∑

i=1

γiσi (xk)

∣∣∣∣∣∣∣ < c2 (25)

xk那么   不是一个支持向量.

θ̄ θ̂k c2+

n∑
i=l+l

yi (γ̄i−

γ̂i)σi (xk)−
l∑

i=1

γiσi (xk) > 0 c2+

n∑
i=l+l

yi (γ̄i− γ̂i)σi (xk)+
l∑

i=1

γiσi (xk) > 0 θ̄ , 0

θ̂k , 0 ᾱk = 0 α̂k = 0 αk = 0 xk

证明: 从拉格朗日函数 (17) 的定义可知   和   非负的. 从 Karush-Kuhn-Tucker 最优条件可知: 如果 

 和     ,  那么从公式 (19) 和公式 (20) 知    和

 . 利用互补条件得到   和   , 从而取得   , 这表明   不是支持向量.

ηi (i = l+1, . . . ,n) η̄i η̂i (i = 1, . . . , l) x̄k定理 5. 假定求解公式 (24) 取得最优解   ,    ,    如果采样点   满足: 
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∣∣∣∣∣∣∣
l∑

i=1

yi (η̄i− η̂i)σi (x̄k)+
n∑

t=1+1

ηiσi (x̄k)

∣∣∣∣∣∣∣ < c4 (26)

x̄k那么     不是一个支持向量.

s1 (<< s) s1

(α,b1) (β,b2)

A

定理 5 的证明相似于定理 4 的证明. 定理 4 和定理 5 表示了哪些采样点不影响公式 (13) 和公式 (14) 的解, 这
说明借助对偶解可确定原问题的最优解的哪些分量是 0. 公式 (23) 和公式 (24) 的目标函数不依赖于采样点, 这为

设计有效的策略来处理采样点提供了一些提示. 例如, 当存在大量采样点时, 可首先选择一小部分采样点, 并假定

选取   个采样点, 利用这   个采样点, 求解公式 (23) 和公式 (24), 然后利用定理 4 和定理 5 删除那些非支持

向量的采样点. 在这种情况下, 从采样点获得一批支持向量, 并利用这些选定的支持向量训练公式 (13) 和公式 (14).
利用这种策略得到   和   并取得两个非平行的超平面. 不同于 SFM, 为了分类集值数据, 需要定义集值对

象   到超平面的距离.

A
∫

X
σA(x)dµ(x)+b = 0定义 3. 从集值对象   到巴拿赫空间的超平面     的距离表示为:

 

D(A, (µ,b)) =

∣∣∣∣∣∫
X
σA(x)dµ(x)+b

∣∣∣∣∣
∥µ∥ (27)

D(A, (µ,b))

A

从公式 (27) 可知计算距离    需要积分运算, 直接求解积分取得距离是不可行的. 在实际实施时需要

借助采样点来离散化距离并取得近似距离. 基于定义 3, 本文采用下面判决规则来取得集值对象   的标签: 

argmin


∣∣∣∣∣∫

X
σA(x)dµ1(x)+b1

∣∣∣∣∣
µ1

,

∣∣∣∣∣∫
X
σA(x)dµ2(x)+b2

∣∣∣∣∣
µ2

 (28)

α β从 公式 (28) 可知判决规则中的距离函数需要利用采样点进行离散化. 从公式 (13) 和公式 (14) 可知   和   采

用了 L1 范数的约束, 因此采样点是稀疏的. 为了便于理解 TSFM, 算法 1 列出了使用 TSFM 对集值数据进行分类

的伪代码. 从算法 1 可知, 由于 公式 (11) 和 (12) 对应不同的优化问题, 算法 1 的步骤 3 和 4 可选择不同的采样点.
但在实际实施过程中通常采用相同的采样点.

算法 1. TSFM的伪代码.

c1,c2,c3,c41. 设定参数   ;
σi(x) = σAi (x)(i = 1, . . . ,n)2. 利用支持函数取得连续函数   ;

Ai (i = 1, . . . ,n) s x1, . . . , xs3. 对于公式 (11), 从集值对象   采样   个数据点, 表示为   ;
Ai (i = 1, . . . ,n) s x̄1, . . . , x̄s4. 对于公式 (12), 从集值对象   采样   个数据点, 表示为   ;

(α,b1) (β,b2)5. 通过求解公式 (13) 和公式 (14) 取得   和   ;
A6. 利用公式 (28) 分类集值对象   .

 

2.3   核函数空间的支持函数

ϕ

κ(xi, x j) =< ϕ(xi),ϕ(x j) >

x A ϕ(x) ϕ(A)

为了探索数据的非线性特征, 基于核函数的学习方法 [33]利用非线性映射把原特征映射到高维空间. 令   表示

非线性映射, 由内积定义的核函数表示为   . 如果给定核函数, 则核方法不需要非线性映射

的显式表示. 高斯核和多项式核是广泛使用的核函数, 它们通常是正半定的. 使用正定核函数是确保支持向量机在

对偶空间的目标函数是凸函数. 然而, 对于孪生支持函数机, 模型的优化变量为测度, 测度依赖于采样点的选择, 采
样点影响着支持函数的取值. 这样需要考虑采样点   和集值对象   的非线性变换   和   . 利用这些变换可定

义支持函数的核化. 下面定义给出了支持函数的核化.
κ(·, ·) ϕ定义 4. 令   表示核函数以及   表示对应的非线性映射. 支持函数的核化被表示为: 

σϕ(A) (ϕ (x)) = sup {⟨ϕ (x) ,ϕ (ω)⟩,ω ∈ A} = sup {κ (x,ω) ,ω ∈ A} (29)

ϕ利用定义 4 可取得支持函数的核化. 当确定的   给定时, 公式 (29) 也可用于显式的内积运算. 核化过程实际上
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对支持函数进行了预处理, 这样核化不影响公式 (13) 和公式 (14) 的凸性. 这也表明即使支持函数采用不定核函数

进行核化, 公式 (13) 和公式 (14) 也是凸优化模型. 因此 TSFM 为不同类型的核函数和显式的内积运算提供了更加

灵活的选择. 

3   实验结果

c1 = c3 c2 = c4

{10i, i = −3,−2, . . . ,2,3} c1 c2 τ

wi

k
(
xi, x j

)
= exp

(
−
∥∥∥xi− x j

∥∥∥2
/σ

)
σ {10i, i = −3,−2, . . . ,2,3}

本节在模拟的集值数据和一些真实世界的数据集上执行了一系列的实验来验证 TSFM 的有效性. 与 TSVM
一样, TSFM 包含多个超参数, 这些超参数会影响模型的性能. 为了减少模型的超参数, 令   和   , 这些设

定相似于孪生支持向量机的超参数设定. 从集合   中选取最优超参数   和    .    从 0 和 1 区
间以间隔 0.1 选择最优超参数. 对于模型的权重   , 它度量了每个集值对象的重要性. 为了容易取得权重, 本文首

先取得每个集值对象的均值, 这样许多已有的权重方法 [6,16,17]可被用来取得集值对象的权重, 从而利用均值取得的

权重作为集值对象的权重. 本文采用模糊权重的方法 [16]取得每个集值对象的权重. 对于支持函数的核化过程, 我
们测试了高斯核   , 其中,    从集合   中取值. 在实际实施时, 为了

简单性, 我们没有构建集值对象中事例的凸包, 而是使用集值对象中的事例计算出连续函数的值. 对于采样点, 在
下面的具体实验中会提到相应的采样方法. 所有实验均在配备 i7 处理器和 16 GB RAM 的计算机上完成, 采用

Matlab R2020b 编程语言实现了相关算法. 

3.1   模拟的交叉类型的集值数据

(z,z)T z [−5,5]

(z,−z)T

(0.1,0;0,0.1)

τ c1 = c3 = 1 c2 = c4 = 100

τ τ

τ τ = 0 τ = 0.8

τ = 0.5 τ

τ

本节利用交叉类型的集值数据来表明 TSFM 能获取集值数据的内在结构并通过调整参数抑制数据中的离群

点. 对于实验, 首先为二元问题的每个类生成 100 个数据点. 正类的样本采用   的形式, 其中    取自区间  
的均匀分布. 负类的样本采用   的形式. 为了生成集值数据, 在每个数据点的基础上, 产生对应的高斯分布,
其均值来自每个数据点, 协方差矩阵设定为    . 根据高斯分布, 为每个集值对象生成 5个事例, 这实际

上每个集值对象包含 5个数据点. 这样从原始数据点构造了集值数据. 图 2 表示了 TSFM采用线性核并在不同超

参数   下的实验结果, 其中,     和    . 从集值数据中采样数据点, 利用 TSFM 取得了如图 2(a)
所示的交叉线. 从图 2 可看出, 在没有离群点的情况下, 超参数   对超平面的影响不是很大, 在不同的   下 TSFM
能获取集值数据的内在结构. 为了验证 TSFM 能否抑制离群点, 在原数据集的基础上, 人为增加了一些离群点. 图 3
表示了包含离群点的集值数据. 从图 3 可知, 一些数据点位于另一类对应的直线附近. 从图 3 可知, 当数据包含离

群点时,    的变化明显影响了 TSFM 的性能. 当   和   时, 利用 TSFM 取得的交叉线偏离实际交叉线. 当
 时, 利用 TSFM 取得的交叉线和实际交叉线相差不多, 这说明在离群点的情况下, 可调整参数   获取集值数

据的内在结构. 实验结果表明: 弹球损失函数的孪生支持函数机通过调整超参数   可捕捉集值数据的内在结构.
 
 

(a) τ=0 (b) τ=0.5 (c) τ=0.8
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图 2　在交叉类型的集值数据上由 TSFM 取得的超平面
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(a) τ=0 (b) τ=0.5 (c) τ=0.8
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图 3　在包含离群点的交叉类型的集值数据上由 TSFM 取得的超平面
  

3.2   UCI 数据集上的实验

i σi [xi−
√

3σi, xi+
√

3σi] xi x i

本节利用非高斯分布的集值对象来测试 TSFM 的分类性能. 从 UCI 数据仓库中选取一些数据集进行了实验.
所选用的数据集如表 2 所示, 这些数据集通常被用来评估分类器的性能. 对于这些数据集, 样本提供了向量的描述

方式而不是集合的描述方式, 这意味着原始样本没有集值表示. 遵循着集值数据的生成方法 [34], 我们首先计算出

所有样本的第   个属性的标准差, 表示为   , 然后构造一个区间    , 其中,    是样本   的第   个

属性的值. 对于集值数据, 根据均匀分布从这些区间生成 10 个事例. 因此每个集值对象包含 10个事例. 通过这种

方式为每个数据集构造出集值数据. 在实验中, 以集值对象所包含事例的均值作为采样点. 如果训练集的样本数超

过 500, 则采样点数设定为 500. 实验中采用一对多的策略来处理多分类问题.
 
 

表 2　数据集的统计信息
 

数据集 样本数 特征数 类别数

Australian 690 14 2
Breast 683 9 2
Heart 270 13 2

Ionosphere 351 34 2
PlaningRelax 182 12 2
Diabetes 768 8 2
India 583 10 2
Sonar 208 60 2

Wireless 2 000 7 4
Segmentation 2 100 19 7

Drug 1 885 12 7
Statlog 2 310 19 7
Cardio 2 126 23 10
Satellite 4 430 36 6

 

C γi (i = 1, . . . ,n) σ γ = γi (i = 1, . . . ,n)

γ =
√
κ/(1− κ) κ C {10i, i = −3,−2, . . . ,2,3}

λ1 λ2 λ3

为了比较, 本文也实施了几种集值数据的分类方法, 如二阶锥规划 (second-order cone programming, SOCP) 方
法 [23], 不确定感知的孪生支持向量机 (uncertainty-aware TSVM, UTSVM)[25]支持测度机 (support measure machine,
SMM) [27], 支持函数机 (SFM) [28], 稀疏近似最近点 (sparse approximation nearest point, SANP) 方法 [35]以

及正则化协同表示分类 (regularized collaborative representation classification, RCRC) 方法 [36]. 对于 SOCP, 它包含超

参数   ,    以及核超参数   . 为了减少超参数的数目, 遵循文献 [23] 中的策略, 令 

且   , 超参数    取值于集合{0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5}, 超参数   取值于集合   . 对于

SANP, 它包含 3个超参数   ,    和   , 本文根据文献 [35]中的方案调整这些超参数. 对于 RCRC, 它包含超参数
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λ1 λ2 λ3 γ σ λ1 = 0.001,λ2 = 0.001,λ3 = 2.5/n1 n1

C σ C {10i, i = −3,−2, . . . ,2,3}
c1,c2,c3,c4, ϵ σ c1 = c3,c2 = c4, ϵ = 0.5 c1 c2

{10i, i = −3,−2, . . . ,2,3} σ {10i, i = −3,−2, . . . ,2,3}

 ,    ,    ,    以及核超参数   , 超参数设定为   , 其中   是一个集值对象包含的数

据点数目. 对于 SMMs, 它包含超参数   和核超参数   , 超参数   取值于集合   . 对于 UTSVM,
它包含超参数    以及核超参数     ,  超参数设定为     ,  超参数    和    取值于集合

 . 所有方法中使用的核函数是高斯核函数且核超参数   取值于集合   .
本文使用五折交叉验证来评估各种算法的性能. 为了选择各种模型的适当超参数, 对训练集进行了额外的五

折交叉验证, 以取得各种方法的最优超参数. 表 3 表示了各种方法在数据集上的实验结果, 实验结果为平均错误率

和标准偏差, 最佳结果以黑体显示. 为了评价 TSFM 的稳健性, 把训练集的每一类标签以一定的比例替换成其他类

的标签, 替换的比例为 5%, 这模拟了标签噪声且在标签噪声下产生离群点. 表 4 表示了各种方法在包含标签噪声

的数据集上的实验结果.
 
 

表 3　不同方法在 UCI 数据集上的错误率和标准偏差 (%)
 

数据集 SANP RCRC SOCP SFM SMM UTSVM TSFM
Australian 16.72±3.55 15.39±3.71 14.51±3.85 14.13±3.46 14.01±2.98 14.62±3.19 13.6±2.32
Breast 4.21±1.22 3.41±1.09 2.89±1.52 2.61±1.29 3.02±1.37 3.57±1.26 2.61±0.73
Heart 30.31±4.78 20.12±4.12 16.70±4.03 16.81±3.41 18.12±3.34 24.25±3.50 16.2±3.46

Ionosphere 4.38±2.03 4.12±3.04 3.79±1.28 3.69±1.32 3.31±1.64 3.95±1.09 3.17±1.26
PlanningRelax 30.12±1.75 29.35±1.85 28.79±1.73 28.3±1.89 28.62±2.11 29.54±1.58 28.56±1.21

Diabetes 27.32±3.51 25.35±3.02 24.32±2.61 23.50±2.71 22.3±2.49 25.68±2.29 22.46±2.35
India 29.45±4.02 28.09±3.42 27.63±3.24 26.71±3.89 26.89±4.02 27.32±3.62 26.1±3.47
Sonar 22.13±4.05 20.78±4.76 20.12±5.15 19.05±5.23 19.78±4.23 20.05±4.24 18.2±4.40

Wireless 3.26±1.21 3.15±1.21 2.92±1.24 2.73±0.89 2.52±2.26 3.03±1.31 2.02±1.32
Segmentation 18.22±4.21 16.72±3.92 15.27±4.16 13.8±3.91 15.66±3.92 16.48±3.49 13.86±3.45

Drug 20.22±3.25 18.21±3.51 16.28±3.41 15.08±3.42 15.22±2.90 18.08±3.53 14.3±3.46
Statlog 10.50±3.80 11.42±3.25 9.78±2.91 9.22±4.01 8.67±3.52 10.51±2.84 8.08±2.45
Cardio 30.27±2.26 27.80±2.45 25.34±4.05 18.23±4.53 18.30±2.81 26.12±2.29 17.5±2.47
Satellite 9.56±1.27 8.47±1.05 7.25±1.89 6.27±1.63 6.34±1.62 7.89±1.86 5.24±2.47

 
 

表 4　不同方法在标签噪声为 5% 的数据集上的错误率和标准偏差 (%)
 

数据集 SANP RCRC SOCP SFM SMM UTSVM TSFM
Australian 18.94±3.23 17.82±3.45 17.32±3.46 17.46±3.35 17.49±2.27 17.45±3.60 16.77±2.47
Breast 7.05±1.46 6.89±1.21 5.62±2.35 5.69±1.47 6.34±1.75 6.80±1.46 4.89±1.27
Heart 34.42±4.26 25.39±4.74 19.52±4.20 18.44±3.72 20.26±3.47 26.73±3.50 18.21±3.63

Ionosphere 6.52±2.42 6.59±3.56 6.89±1.65 6.74±1.59 6.83±1.99 7.06±1.82 6.45±2.42
PlanningRelax 32.25±1.95 31.98±1.42 30.42±1.90 30.56±1.96 30.89±2.42 34.24±1.77 29.92±1.63

Diabetes 28.45±3.64 27.67±3.41 26.83±2.88 26.48±2.89 24.84±2.97 26.45±2.46 24.32±2.86
India 31.55±4.23 30.14±3.67 29.92±3.68 28.34±3.90 28.68±4.34 29.54±4.04 27.42±3.80
Sonar 24.36±4.21 23.05±4.91 22.30±5.62 21.87±5.46 21.62±3.89 23.92±4.92 20.85±4.34

Wireless 5.42±1.33 5.74±1.46 5.08±1.41 5.13±1.24 4.93±2.42 5.23±2.45 4.02±1.64
Segmentation 20.56±4.46 19.26±4.55 17.83±4.42 16.52±3.72 17.39±4.41 18.56±3.97 16.39±3.95

Drug 23.53±3.70 20.54±3.69 19.46±3.55 18.34±3.69 18.59±3.49 20.30±3.46 16.05±3.41
Statlog 13.39±3.93 14.23±3.68 12.25±3.04 12.02±4.24 11.79±3.77 12.56±2.63 10.53±2.96
Cardio 33.46±2.56 31.67±2.34 28.56±4.24 20.45±4.46 22.65±3.08 28.94±2.56 20.36±2.89
Satellite 12.49±1.45 11.43±2.41 10.50±1.88 9.46±1.98 8.60±1.92 9.57±1.95 8.45±2.15

 

从表 3 可看出, SMM 在 Diabetes 数据集上取得了最佳性能, 而 SFM 在 Breast, PlanningRelax 和 Segmentation
数据集上的错误率最低. TSFM 在大多数数据集上取得了最佳的分类性能. SANP 和 RCRC 没有获得令人满意的结

果, 这是因为我们探索了随机生成的集值对象. 因为集值对象并不服从高斯分布, 所以 UTSVM 并没有在这些数据集

上取得好的分类性能. TSFM 在多类问题上一般优于其他模型, 这是因为 TSFM 采用了弹球损失函数和考虑了样本

的权重. 基于最大间隔的方法如 SFM 和 SMM 会受到交界处数据点的影响, 而 TSFM 侧重关注接近超平面的样本
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点. 从表 4 可看出, 当存在标签噪声时, 各种方法的性能存在一定程度的下降. 由于 TSFM采用了样本的权重和弹球

损失函数, TSFM 比其他方法取得更好的分类性能. 这说明 TSFM 能抑制标签噪声.

k−1

χ2
F k

CD = qα
√

k(k+1)/6N N qα

α = 0.05

从表 3 和表 4可看到在多个数据集上测试了多个分类器. 因此有必要根据它们在多个数据集上的性能对它们

进行总体评价. 已有结果表明, 弗里德曼检验 (Friedman test) 与事后检验 [37]是评价多种分类模型的有效工具. 对于

弗里德曼检验, 原假设是所有分类器都有相等的秩. 在这个假设下, 可取得弗里德曼统计量, 该统计量为   自由

度的分布   , 其中,    是分类器的个数. 弗里德曼检验考虑了分类器的平均秩. 如果两个分类器的平均秩至少存在

 值的差别 [37], 则它们性能明显不同, 其中,    是数据集的个数,    是通过统计量取得的数值.

图 4(a) 表示了在 14 个数据集上 7 种方法对比的 CD 图, 图 4(b) 表示了在标签噪声的数据集上各种方法对比的

CD 图. 在置信度   的情况下, CD 的值为 2.407. 从图 4 可看出, 由于 TSFM 的平均秩最小, 因此 TSFM比其

他方法取得更好的性能.
  

(a) 基于表 3 的结果不同方法的对比 (b) 基于表 4 的结果不同方法的对比
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7 6

CD=2.407 CD=2.407
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图 4　依据 CD 图比较不同方法的性能
  

3.3   手写体数字集上的实验

16×16 N(40,180) θ N(1,1)

sy

本节在 USPS 数据集上测试了 TSFM 的稳健性. 为了生成集值数据, 我们考虑了两种几何变换: 旋转变换和错

切变换. 对每幅   的手写体数字图像, 从高斯分布   取得旋转角度   , 并从高斯分布    取得错

切因子   . 利用这两种几何变换生成一系列图像. 这些图像相对原图像存在扭曲和变形. 为了测试二元分类任务,
我们将一些数字形成数字对, 即数字 2 和数字 3, 数字 4 和数字 9 构成数字对. 对每种情况, 从每类中随机抽取 100
幅图像, 然后利用几何变换为每幅图像生成 10, 20, 30 幅图像, 从而构建集值数据. 图 5 表示了几何变换后的一些

图像. 为了生成用于测试的集值数据, 从每类图像中随机选择 100 幅图像, 并采用与训练集相似的策略生成集值数

据. 训练集和测试集中的集值对象包含几何变换的事例, 这些几何变换的事例导致事例的波动范围比较大, 从而可

能产生离群点. 我们取 20 次运行的平均作为实验结果, 并额外执行 5 次来选择各种模型的超参数. 实验结果如

图 6所示.
 
 

(a) 旋转的手写体数字图像 (b) 错切的手写体数字图像

图 5　两种几何变换的手写体数字图像
 

从图 6 可看出, 随着集值对象包含的图像越多, 各种方法的性能在大多数情况下得到改善. 错切变换比旋转变

换导致更大的错误率. 在这些图像数据上, SMM 的性能并不好于 SFM 的性能, 这是因为 SMM 利用了所有几何变
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换的图像. 从图 6 可知, SANP 并不优于其他方法, 这是因为变换后的图像包含扭曲的图像. 由于 TSFM 采用了弹

球损失函数和测度的总变分, 所以它能取得好的实验结果. 实验结果表明在处理具有不确定性 (扭曲和变形) 的集

值数据上 TSFM 是有效的.
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图 6　不同方法在手写体数字图像上的错误率
  

3.4   医学图像集上的实验

7×7×512

1×7×512/4 7×128

本节在 4个医学图像集 [38]上构建了集值数据并测试了 TSFM 在集值对象包含少量高维事例情况下的分类性

能. 所用的数据集是 780 幅图像的乳腺图像集 (Breast), 4 708 幅图像的肺炎图像集 (Pneumonia), 1 633 幅图像的结

节数据集 (Nodule) 以及 1 759 幅图像的 Synapse 数据集. 在图像数据集上使用深度学习模型取得的抽象特征而不

是原始特征通常能改善模型的性能 .  为此 ,  我们利用预训练的卷积神经网络提取图像的抽象特征 ,  即利用

ResNet18 网络的 RES5B-RELU 层作为输出结果. 这样每幅图像的特征表示为    的张量形式. 为了减少计

算量, 对张量表示的特征沿第 1个轴执行平均运算, 沿着第 3个轴对特征进行下采样. 这样处理之后张量的尺寸为

 , 可简化为   的矩阵形式. 这样把每幅图像看作 7个 128 维的事例从而形成集值数据. 我们随机

选择 70%的样本构成训练集, 其他图像作为测试集. 对肺炎数据集, 我们随机选择 300 幅图像来训练公式 (23) 和
公式 (24) 的模型, 并应用定理 4和定理 5来删除非支持向量. 随后利用 TSFM 的支持向量对应的采样点来训练公

式 (13)和公式 (14) 的模型. 表 5 表示了在 4个医学图像集上的实验结果. 实验结果取自 10 次运行的平均值.
从表 5 可看出 SFM 并不优于 TSFM, 这是因为 SFM 通常比 TSFM 提供更稀疏的支持向量. 从表 5 可知

TSFM 在这些数据集上产生了最佳性能. 在这些方法中, SFM 和 TSFM 是基于采样的方法. SANP、RCRC、SMM
和 UTSVM 考虑了图像的所有表示形式. 如果图像的表示包含冗余特征, 这些冗余特征将会影响分类器的性能.
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SFM 和 TSFM 借助支持函数来选择有效的特征表示. 实验结果表明了对图像的深度特征进行集值对象的建模以

及采用两个非平行的超平面分类图像是合理的.
  

表 5　在医学图像数据集上的实验结果 (%)
 

数据集 SANP RCRC SOCP SFM SMM UTSVM TSFM
Breast 22.59±5.42 21.76±7.32 21.33±4.09 20.25±6.03 21.2±6.42 21.50±6.49 19.6±5.46

Pneumonia 8.52±3.88 7.32±3.25 7.15±3.02 6.37±2.89 6.65±3.21 7.28±3.02 6.03±2.05
Nodule 25.33±2.67 26.22±3.25 24.22±3.13 24.52±3.26 23.5±4.05 24.62±3.29 22.4±3.12
Synapse 20.45±4.82 19.55±5.02 17.52±4.85 17.26±4.92 16.8±4.92 19.28±4.56 16.1±5.35

  

3.5   模型超参数的敏感度分析

σ

σ = 1 τ = 0.5 c1 c2

α c1

c2 c1 c2 α

c1 c2 c1

c1 c2

TSFM 包含多个待确定的超参数. 与 TSVM 的超参数相类似, TSFM 的超参数将影响模型的性能. 当 TSFM 采
用高斯核函数时, 核超参数   会影响原数据的嵌入空间. 本节在 svmguide 数据集上进行了实验, 通过实验研究

TSFM 的超参数对其性能的影响. 该数据集由 3 089 个样本构成, 其中每个样本包含 4个属性值和 1个标签. 为了

测试 TSFM 的超参数对其性能的影响, 随机选择一半的样本来训练 TSFM, 其余的样本用作测试集. 与 UCI 实验

部分生成集值数据相类似, 利用均匀分布生成集值数据. 每个集值对象由 10个事例组成. 为了在三维空间中可视

化实验结果, 首先通过固定   和   来研究超参数   和   对模型的影响. 实验结果如图 7 所示, 实验结果

为 TSFM 的错误率,    的非 0元素的个数和 TSFM 的运行时间. 从图 7(a) 可看出, TSFM 的分类性能随超参数 

和   的变化而变化. 当超参数   和   取较小的值时, TSFM 会取得较低的错误率. 从图 7(b)可看出,    的稀疏性受

到超参数   和   的影响. 当   取较大值时, 模型有更少的支持向量. 在这种情况下, TSFM 的错误率非常高. 从图 7(c)
可观测到当   取较大值时和   取较小值时, 训练 TSFM 花费了较多的时间.

c1 = 1 c2 = 100 σ τ

α σ τ

σ

σ

α σ τ σ

σ σ τ

接下来通过固定   和   来研究超参数   和   对模型的影响. 图 8 表示了 TSFM 的实验结果, 实验结

果为 TSFM 的错误率,    中的非 0元素的个数和 TSFM 的运行时间. 从图 8(a)可看出, 超参数   和   会影响 TSFM
的分类性能. 如果超参数   取太小的值, 则很难区分嵌入空间的样本, 这是因为嵌入空间的样本是相似的. 当超参

数   取太大值时, 很难挖掘样本之间的关系, 这是因为变换后的样本几乎是不相关的. 从图 8(a) 可知, 这两种情况

导致了大的错误率. 从图 8(b) 可看出,    的非 0元素的个数随着   和   的变化而变化. 超参数   取较小值会产生较

多的支持向量. 从图 8(c) 可看出, TSFM 的运行时间受到超参数   的影响. 当   取较小值和   为非 0时, TSFM 一
般需要更长的运行时间. 总的来说, 为了获得更好的分类结果, 应该注意超参数的选择问题, 通常对所有超参数的

一系列值进行交叉验证从而选取对应良好性能的超参数.
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4   结论和展望

本文利用弹球损失函数提出了新颖的超平面学习模型并用来处理集值数据. 不同于以前的模型, 提出的模型

能取得巴拿赫空间的非平行的超平面. 通过研究模型的一些性质取得了易处理的优化模型, 并利用采样策略把有

限维空间的优化问题转化成二次规划问题. 值得指出的是利用支持函数的核化取得的模型仍然是凸优化问题, 这
使得模型可直接用于不定核函数. 在一系列的数据集上做了许多实验, 从实验可知: (1) TSFM 能获取交叉类型的

集值数据的内在结构; (2) 当集值对象的事例是非高斯分布时, TSFM 比基于高斯建模的分类方法取得更好的分类

性能; (3) TSFM 能有效地抑制集值数据的离群点; (4) 当集值对象包含少量高维事例时, TSFM 比基于概率建模的

方法 (UTSVM, SMM, SOCP)取得更好的分类性能; (5) TSFM 包含超参数, 这些超参数是数据依赖的, 即不同的数

据集对应不同的最优超参数, 通常采用交叉验证来选择最优超参数. 尽管本文利用狄拉克测度的线性组合构成的

测度空间取得了有限维空间的优化模型, 但是否存在连续测度是模型的解是值得探索的问题.
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