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摘　要: 极大二团枚举问题是二部图分析中的一个基本研究问题. 然而, 在实际应用中, 传统二团模型要求子图必

须为完全二部图的约束往往过于严格, 因此需要一些更为宽松的二团模型作为代替. 为此, 提出一种新的称之为 k-
缺陷二团的松弛二团模型. 该模型允许二部图子图与完全子图二团最多相差 k条边. 由于极大 k-缺陷二团枚举问

题属于 NP-难问题, 设计高效的枚举算法是一项极具挑战性的任务. 为解决此问题, 提出一种基于对称集合枚举的

算法. 该算法的思想是通过 k-缺陷二团中缺失边的数量约束来控制子分支的数量. 为进一步提高计算效率, 还提出

一系列优化技术, 包括基于排序的子图划分方法、基于上界的剪枝方法、基于线性时间的更新技术以及分支的优

化方法. 此外, 提出的优化算法的时间复杂度与   有关, 其中   , 突破了传统   的时间复杂度. 最后, 大
量的实验结果表明, 在大部分参数条件下所提方法的效率相较于传统分支定界方法提高了 100倍以上.
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Abstract:  Maximal  biclique  enumeration  is  a  fundamental  research  problem  in  the  bipartite  graph  analysis  field.  However,  the  traditional
biclique  model,  which  requires  the  subgraph  to  be  a  complete  bipartite  graph,  is  often  overly  constrained  in  practical  applications,  and  thus
some  looser  biclique  models  are  needed  to  substitute.  In  this  study,  a  new  relaxation  biclique  model  called  k-defective  biclique  is  proposed.
This  model  allows  a  bipartite  subgraph  to  differ  from  a  complete  bipartite  subgraph  biclique  by  up  to  k  edges.  Since  enumerating  maximal
k-defective  bicliques  is  NP-hard,  designing  efficient  enumeration  algorithms  is  a  challenging  task.  To  solve  this  problem,  an  algorithm
based  on  symmetric  set  enumeration  is  proposed.  The  idea  of  this  algorithm  is  to  control  the  number  of  sub-branches  through  a  constraint
on  the  number  of  missing  edges  in  the  k-defective  bicliques.  To  further  improve  the  computational  efficiency,  a  series  of  optimization
techniques  are  also  proposed,  including  ordering-based  subgraph  partitioning  method,  upper-bound  based  pruning  method,  linear  time-based
updating  technique,  and  optimization  method  for  branching.  In  addition,  the  time  complexity  of  the  proposed  optimization  algorithms  is
related  to,  where  breaks  through  the  traditional  limitation.  Finally,  a  large  number  of  experimental  results  show  that  the  efficiency  of  the
proposed method is over a hundred times higher than that of the traditional branch-and-bound approach for most parameter settings.
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随着信息技术的广泛应用, 各领域产生了大量关系复杂的图数据, 如社交网络数据、生物信息网络数据以及

金融交易数据等. 这些网络数据中通常包含了许多的稠密子图结构, 如何从图数据中挖掘稠密子图结构是图分析

中一个重要的研究问题. 因为, 稠密子图挖掘问题在社交网络分析 [1]、蛋白质络合物分析 [2]以及金融统计分析 [3]等

领域具有重要的应用价值. 例如在社交网络数据中, 稠密子图挖掘可以用于了解社区的内在结构特征, 识别用户群

体之间的重要联系, 以及发现潜在的社交圈子或社交事件, 对社交媒体营销、舆情分析以及社交网络动态的理解

具有重要意义.
然而, 某些特定领域中的数据一般具有不同的实体, 而且实体之间的关系仅在不同类型的实体之间产生, 利用

传统图结构对数据进行建模已经无法满足各领域的应用需求. 例如电子商务中用户与商品的关系数据 [4]、合作网

络中作者与出版物的关系数据 [5]、社交网络中用户与网页间的关系数据 [6]以及生物信息网络中基因与蛋白质的

关系数据 [7]等均存在不同的实体. 为此, 一种常见的图结构, 即二部图, 也广泛用于建模现实应用中包含不同实体

类型的图数据, 其表示顶点可以分为两个相互独立的集合, 并且图上每条边上的顶点分别属于不同的集合中.
二团作为二部图中一种基本的稠密子图模型, 其表示为完全二部图子图, 即相互独立的集合 X和 Y之间的任

何一对顶点都存在边连接. 由于该模型在社区检测 [8−11]、欺诈检测 [12]和生物网络分析 [13]等领域的重要应用价值,
研究者针对极大二团枚举问题进行了广泛研究, 并提出了一系列的高效算法 [14−20]. 然而, 要求二部图中两部分顶点

集中任意一对顶点都存在边连接可能过于严格, 因为许多真实的二部图数据是基于传感器或者实验数据而收集生

成的, 其中可能存在噪声或者错误. 此外, 在二部图数据中, 对于没有直接连接关系的顶点仍然可能具有较强的关

联关系. 例如在电子商务的刷单行为检测中, 欺诈用户与被刷单的产品形成了一种稠密子图结构, 但每个欺诈用户

可能不会对同一组商品进行频繁刷单. 因此, 利用二团模型进行欺诈检测极有可能导致挖掘结果不准确. 为了提高

实际应用的效果, 一种可行的解决方法是从二部图数据中挖掘松弛的二团子图以替代二团模型的挖掘任务.
近年来, 研究者们还提出了许多其他的松弛的二团模型, 例如 (α, β)-核 [21]、k-bitruss[22]以及 k-biplex[23]等. 然

而, 上述松弛的二团模型在特定应用场景中仍然存在各自的缺陷性. 具体地, 基于最小度定义的 (α, β)-核模型和基

于蝴蝶 (2×2 的二团) 数量定义的 k-bitruss 模型对子图的稠密度的限制过于松弛. 此类模型在处理真实图数据时,
可能导致检索出的子图社区规模过大 (顶点数量可能多达上千甚至上万个). 这样的结果可能无法直接使用, 仍然

需要耗费较高的人力资源进行进一步的筛选. 此外, 虽然基于非邻居数量定义的 k-biplex模型可以搜索到规模较

小的社区结构, 但该模型仍然难以细粒度地检索二部图中社区的不同结构关系. 例如, 若二部图中稠密子图两边顶

点数不大于 6时, 该模型只能将 k设置为 1或者 2, 难以发现具有不同结构的社区.

k = 0

i i+1 0 ⩽ i ⩽ k

k+1

为了解决上述问题, 本文将传统图数据中一种广泛研究的 k-缺陷团模型 [24]引入至二部图数据的稠密子图建

模中, 并提出了一种称之为 k-缺陷二团的稠密子图模型. 该模型表示与完全子图二团相差最多 k条边的二部图子

图. 显然, 当   时, k-缺陷二团等价于二团, 为此提出的模型是二团模型的一种泛化, 可为稠密子图挖掘任务提

供更高的灵活性 (基于不同的 k值搜索不同的稠密子图). 此外, 相较于 k-biplex, k-缺陷二团模型是基于缺失的边

数 k约束稠密子图的, 可以基于不同的阈值 k以更细粒度地检测社区的结构变化情况. 图 1进一步说明了提出的 k-
缺陷二团模型相较于二团模型在真实社区挖掘中的优势. 具体地, 图 1(a)展示了互联网电影资料库 (https://www.
imdb.com/) 中包含 8 部电影和 8 个演员的二部图网络, 可以看出基于二团模型仅可以挖掘出 3×3 的二团社区关

系 (图 1(b)所示). 然而, 基于提出的 k-缺陷二团模型, 当设置 k大于 0时, 可以得到具有更多关系的稠密子图社区.
如当 k=3时, 所提模型可以挖掘出 4×4的社区关系 (图 1(c)). 此外, 所得社区仍然具有较高的稠密度, 表示所提模

型在社区挖掘方面具有实际意义. 基于 Yannakakis定理 [25], 从二部图中枚举极大二团是一个 NP-难问题. 为此, 如
何设计高效的算法从二部图中枚举极大 k-缺陷二团是一个极具挑战的问题. 针对该问题, 本文提出了一种新的对

称集合枚举技术. 其主要思想是, 设 D为集合 S的非共同邻居集合, 当枚举包含 S的极大 k-缺陷二团时, 当前任务

可以划分为包含 S和 D中前   个顶点但不包含第   个顶点的子任务, 其中   . 由于 k-缺陷二团中最多允

许缺失 k条边, 则子任务的个数最多被限制在   个以内.
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为了进一步提高计算效率, 本文还研究了 k-缺陷二团的相关性质, 提出了一系列的优化技术, 包括基于子图划

分的预处理技术、基于上界的剪枝技术、线性时间的更新技术以及分支优化技术. 值得注意的是, 本文证明提出

的优化枚举算法的时间复杂度与   有关, 其中   , 突破了传统枚举方法   的上界. 实验结果表明, 所提

出的优化枚举算法, 相较于基准算法具有极大的性能提升, 即在大部分参数情况下, 优化枚举算法的时间性能要比

传统枚举算法高 100倍以上. 此外, 具体的案例分析证明了所研究模型的有效性.
本文第 1节介绍面向二部图的稠密子图挖掘的相关工作. 第 2节介绍本文的符号与问题定义. 第 3节介绍本

文提出的基于对称集合枚举技术的搜索算法. 第 4 节介绍所提算法的优化技术, 并证明优化算法的时间复杂度.
第 5节通过大量的实验验证所提方法的高效性与有效性. 最后总结本文的研究工作.
  

p1 p2 p3 p1 p2 p3 p1 p2 p3 p4p4 p5 p6 p7 p8

1-缺陷
二团

(a) 部分电影-演员网络 (b) 极大二团社区 (c) 3-缺陷二团社区

图 1　互联网电影资料库 (IMDB)电影-演员网络中的社区
  

1   相关工作

G = (L,R,E) L R

A ⊆ L B A (A,B)

|R| |L|

二团表示一个完全二部图, 是二部图数据中一种基本的稠密子图结构. 近年来, 研究者针对极大二团的枚举问

题进行了广泛地研究, 并提出了一系列的高效算法 [14−20]. 其中, Zhang等人 [16]提出了一种基于集合枚举的算法备受

关注, 该算法的主要思想是从给定二部图   中较小的顶点集合   或者   中递归枚举所有可能的子集. 因
为对于任何子集   , 若   是   的共同邻居, 则   组成的子图一定是一个二团. 同时, 作者证明该算法具有多

项式延迟的时间复杂度. 为进一步提高计算效率, Das等人 [17]提出了一种基于排序的子图划分技术以将原始任务

划分   (或者   )个子任务, Abidi等人 [18]提出了一种基于支配集的支撑点剪枝枚举技术, 以及 Chen等人 [19]基于

一种新的排序技术和批量支撑点技术, 提出了一种具有多项式延迟的枚举算法. 最近, Dai等人 [20]基于新定义的支

撑点技术开发了一种新的枚举框架, 并证明该框架同时具有接近最优的时间复杂度和多项式延迟的时间复杂度.
由于二团模型在某些特定情况下对稠密子图的限定过于严格, 为此研究者们还引入了一些典型的松弛二团模

型 [21−23]用于挖掘二部图数据中的稠密子图社区. 例如, Cerinšek 等人 [21]基于最小度定义了一种 (α, β)-核的概念;
Liu等人 [26]提出了一种在最优时间内查询 (α, β)-核的索引算法; 张毅豪等人 [27]提出泛化距离的 (α, β)-核分解算法;
Zou等人 [22]基于蝴蝶 (2×2的二团)的数量定义了 k-bitruss模型; Wang等人 [28]同时提出了一种 k-bitruss分解的算

法以及 k-bitruss的社区索引算法; Sim等人 [23]提出了基于非邻居的数量定义的 k-biplex模型; Yu等人 [29]以及 Dai
等人 [20]针对极大 k-biplex枚举问题提出了一系列的改进算法; Ignatov等人 [30]提出了一种基于边密度定义的伪团

模型. 基于之前的分析, 上述松弛的二团模型在特定应用场景下仍然存在一定的缺陷性. 为此, 本文定义了一种新

的称之为 k-缺陷二团的稠密子图模型. 该模型表示与完全子图二团相差最多 k条边的二部图子图. 据了解, 目前还

没有针对二部图数据的 k-缺陷二团搜索算法. 虽然利用传统的分支定界枚举方法可用于解决该问题, 但是该方法

存在大量的冗余计算导致其效率往往不高. 为此, 需要设计一种新的算法以提高其计算效率. 

2   问题定义

G = (L,R,E) L R E G

(u,v) ∈ E u ∈ L v ∈ R v ∈ L u ∈ R

n = |L|+ |R| m = |E| L v Nv(G) v G Nv(G) = {u ∈ R|(u,v) ∈ E}
v G dv(G) = |Nv(G)| G (A,B) G(A,B) = (A,B,E(A,B)) G

令   为一个无向无权的二部图, 其中   和   分别表示二部图中两个相互独立的顶点集,    表示   的

边集, 则对于任何边   都满足   且   (或者   且   ). 本文令 n和 m分别为 G中的顶点数和边数,
即   ,    . 给定   中的一个顶点   , 本文用   表示   在   中的邻居集合, 即   ,
则    在    中的度表示为     .  给定图    中的顶点集合     ,  本文用    表示    由
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(A,B) E(A,B) = {(u,v) ∈ E|u ∈ A,v ∈ B}
dv(A) dv(B)

dv(A) = |{u ∈ A|(u,v) ∈ E}| dv(B) = |{u ∈ B|(u,v) ∈ E}|

 组成的诱导子图, 其中      . 为了方便描述, 本文所述的子图在未特别说明情况下

均为顶点集合组成的诱导子图. 此外, 本文用    或者    表示顶点 v 在集合 A 或者 B 中的邻居个数, 即
 (   ). 下文正式定义了 k-缺陷二团的概念.

G G(A,B) |A| × |B| − k

G(A,B) G

定义 1 (k-缺陷二团). 给定一个二部图   以及一个正整数 k, 若子图   中至少存在   条边, 则称

 为   中的一个 k-缺陷二团.
G A ⊆ A′ B ⊆ B′ G(A′,B′) G(A,B) G

k = 0

(A,B) G(A,B)

基于定义 1, 若   中不存在其他满足   和   的子图   也是一个 k-缺陷二团, 则称   为 

中的极大 k-缺陷二团. 可以看出, 当   时, k-缺陷二团等价于二团. 因此二团可以看作是 k-缺陷二团的一种特殊

情况. 下面将介绍两个关于 k-缺陷二团的重要性质, 其为设计具体的算法提供了方便. 为了叙述方便, 下文将直接

使用   表示 k-缺陷二团   .

(A,B) H性质 1. k-缺陷二团满足继承性, 即对于给定的任意 k-缺陷二团   , 其每个子图   仍然是一个 k-缺陷二团.
H H k+1 G(A,B) H H

H G(A,B)

证明: 假设   不为 k-缺陷二团, 则   中至少存在   条缺失的边. 当将   中   之外的边加入   时, 子图

 中缺失的边数不变, 表明   不是一个 k-缺陷二团. 因此, 造成矛盾.
G dis(G,u,v) G

max∀u ,v∈G(dis(G,u,v))

在二部图   中, 设   为顶点 u与 v在   中的最短距离. 本文用顶点间最长的最短距离表示该图的直

径, 即   , 则对 k-缺陷二团, 有如下性质.

(A,B) |A| ⩾ k+1 |B| ⩾ k+1 G(A,B)性质 2. 给定任意的 k-缺陷二团   , 若   且   , 则   的直径最大为 3.

(A,B) A u1 u2 du1 (B)+du2 (B) ⩾ 2|B| − k

du1 (B) u1 B G(A,B) u1 u2 2|B| − k ⩾ |B|+1

|B| ⩾ k+1 B v1 v2 |A| ⩾ k+1

证明: 基于 k-缺陷二团   的定义, 对于集合   中任意两个顶点   与   , 满足   , 其中

 表示   在   中的邻居个数. 此外, 若   的直径为 3,    与   一定存在共同邻居, 则有   . 因
此, 可以推出   . 类似地, 基于集合   中任意两个顶点   与   之间的邻居关系也可以推出   . 因此, 得证.

(A,B) G G v

(A,B) (A,B) (A,B)

|A| ⩾ k+1 |B| ⩾ k+1

基于性质 1, 可以容易判断给定的 k-缺陷二团    在    中是否是极大的, 即当    中存在其他顶点    加入

 组成更大的 k-缺陷团, 则    是非极大的; 否则,     是非极大的. 基于性质 2 可以看出, 对于任何

 且   的极大 k-缺陷二团, 其一定是紧密连接的. 表明较大的 k-缺陷二团可以作为二部图中的稠密

子图. 因此本文将重点研究枚举顶点数满足一定阈值的极大 k-缺陷二团, 其正式的问题定义如下.
G q ⩾ k+1 G

|A| ⩾ q |B| ⩾ q (A,B)

问题定义. 给定二部图    以及两个正整数 k 和    , 本文的目标是从图    中枚举所有顶点数量满足

 和   的极大 k-缺陷二团   .
基于文献 [25], 从二部图中搜索满足继承性的最大子图是一个 NP-难问题, 则枚举所有极大 k-缺陷二团的问

题也是一个 NP-难问题. 接下来, 本文将介绍一种高效的算法以解决该问题. 

3   极大缺陷二团枚举算法

本节将介绍一种新的极大 k-缺陷二团枚举算法, 其主要思想是基于一种对称集合技术. 该技术与传统的集合

枚举形成对称关系, 并且具有更强的冗余分支剪枝能力, 从而具有更高的计算性能. 

3.1   对称集合枚举技术

在介绍具体的枚举技术之前, 首先介绍几种频繁使用的概念.

(S L,S R)定义 2 (当前解). 集合   , 满足 k-缺陷二团的定义, 但不一定是极大的.

(CL,CR) (S L,S R)定义 3 (候选集). 集合   , 其中任何顶点均可加入当前解   组成更大的解.

(XL,XR) (S L,S R)定义 4 (排除集). 集合   , 候选集中已经用于扩展过当前解   的顶点集合.

(L,R)基于上述定义, 一种最基本的极大 k-缺陷二团的方法是: 首先设置当前解为空集, 并设置候选集为   , 然
后递归地从候选集中选择顶点来扩展当前解以枚举候选集中的所有子集. 可以看出每次递归一定存在与候选集大

小相等的子分支数量, 所以具有非常低的性能. 为此, 下面将介绍一种对称集合枚举的方法来减少子分支的数量.

(S L,S R) (CL,CR) S L∪CL S L

CL i−1 i i ∈ [1,n+1]

G Br = ⟨S L,S R,CL,CR,XL,XR⟩ CL = {v1, . . . ,vn}

给定当前解   与候选集   , 可以发现集合   中任何包含   的子集一定满足如下情况之一,
即包含   的前   个顶点但不包含第   个顶点, 其中   的整数. 基于该思想, 可以设计一种递归方法以

枚举给定二部图   中所有极大的 k-缺陷二团. 令   为某个递归分支. 设   , 则
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CL Br |CL|+1基于   中的顶点可以将分支   划分为如下   个子分支:
Bri = ⟨S L∪Di−1,S R,CL\Di,CL\{vi},CR⟩ Di = {v1, . . . ,vi} i ∈ [1,n+1]   , 其中   且   .

Br CR

C = {v1,v2, . . . ,vn}
上述针对   的分支过程称之为对称集合枚举. 值得注意的是, 同样可以利用候选集   扩展当前解. 为了进一

步阐述对称集合枚举的思想, 图 2展示了使用候选集   来扩展当前解的枚举树.
 
 

…

{v1, v2, …, v
n
}

−v1;

+

−   ;

+{v1, v2, …, v
n
}

−v2;

+{v1}

−v3;

+{v1, v2}

−v
i
;

+{v1, v2, …, v
i−1}

图 2　对称集合枚举树

Br CL

CL\N(S R) N(S R) S R

N(S R) = {u ∈ L|S R ⊆ Nu(G)}

然而直接利用上述方法, 递归分支   的子分支数量仍然与   的大小相关. 考虑到 k-缺陷二团最多允许缺陷

k条边的限制, 则候选集   中最多允许 k个顶点同时扩展当前解, 其中   表示顶点   的共同邻居, 即
 . 为此可以得到如下针对 k-缺陷二团枚举的扩展方式.

Br = ⟨S L,S R,CL,CR,XL,XR⟩ D =CL\N(S R) = {v1,v2, . . . ,vd} d = |CL\N(S R)|
|D| > k (S L,S R)

定理 1 .  给定递归分支     ,  设     ,  其中     .  若
 , 则如下 k+1个子分支可用于枚举所有包含   的极大 k-缺陷二团:

Br1 = ⟨S L,S R,CL\{v1},CL\{v1},CR⟩● 第 1个子分支为   ;
i Bri = ⟨S L∪{v1, . . . ,vi−1},S R,CL\{v1, . . . ,vi},CL\{vi},CR⟩ i● 第   个子分支为   , 其中   为 2到 k的整数;

Brk+1 = ⟨S L∪{v1, . . . ,vk},S R,CL\{v1, . . . ,vd},CL,CR⟩● 第 k+1个分支为   .
Br由定理 1可知, 若候选集中存在至少 k+1个当前解的非共同邻居时, 递归分支   的子分支个数仅与 k的大小

有关与候选集的大小无关. 在实际应用中, k通常取值较小, 为此该分支方法相较于基本的对称集合枚举具有更高

的效率. 下面的例子进一步阐明了定理 1相较于基本的对称集合枚举的优势.
G (S L,S R) k = 2 S L = {u1}

S R = {v1}
S L CR CR\N(S L) = {v3,v4,v5,v6}

CR\N(S L) CR\N(S L)

v3 v3 v4

{v3,v4} CR\N(S L)

(S L,S R) {v3,v4} {v5,v6} CR\N(S L)

k+1 = 3 CL CR

为了阐述定理 1 从图 3 的二部图   中枚举包含   的极大 k-缺陷二团的分支过程, 其中   ,  
以及   , 图 4 展示了一个具体的实例, 其中黑色部分的子分支由定理 1 得到, 子分支数量为 3; 灰色部分的

子分支为冗余分支. 在递归分支之前, 需要计算    在候选集    中的非共同邻居, 即    .
由于   的大小大于 k, 为此可以选择   中前 k个顶点执行定理 1 的分支过程. 具体地, 第 1 个子分

支为枚举不包含   的极大 k-缺陷二团; 第 2个子分支为枚举包含   但是不包含   的极大 k-缺陷二团; 第 3个子分

支为枚举包含   的极大 k-缺陷二团. 值得注意的是, 基于 k-缺陷二团的定义,    中最多允许 k个顶点

加入当前   中, 为此在枚举包含   的子分支中, 候选集一定不包含   . 此外,    中不存在大

于 k个的顶点加入当前解中, 因此该分支方法的子分支数量仅为   个, 与候选集   (或者   ) 的大小无关.
表明该方法可以极大地减少冗余分支的数量.
 
 

u
1

u
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v6v5v4v3v2v1

图 3　二部图例图
 
 

C
R
\N(S

L
)={v3, v4, v5, v6}

−v3;

+

−   ;

+{v3, v4, v5, v6}

−v4;

+{v3}

−v5;

+{v3, v4}

−v6;

+{v3, v4, v5}

k = 2 (S L = {u1},S R = {v1})图 4　当   时枚举包含   的对称集合枚举树
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Br CL\N(S R)

CL v

Br1 Br2 v v

对于某个递归分支   ,    的大小还可能小于 k. 在此情况下, 定理 1将不再适用. 为了确保递归能够继

续进行, 本文针对此情况还设计了一种简单的分支技术, 其思想是从   中任意选择一个顶点   , 然后将递归分支

划分为两个子分支   与   以分别枚举包含   与不包含   的极大 k-缺陷二团.
值得注意的时, 文献 [12] 中也使用了一种称之为对称集合枚举的技术以解决极大 k-biplex (定义如文献 [12]

所示)的枚举问题, 其基本思想与图 2一致. 然而, 针对极大 k-缺陷二团枚举问题, 本文提出的枚举策略与文献 [12]
中的方法具有较大差异. 具体而言, 文献 [12] 的方法首先从当前递归的搜索空间 (由候选集和当前解组成的诱导

子图) 中找出一个具有最小度的顶点 v, 然后基于顶点 v是否存在于当前解中, 决定是否执行对称集合枚举技术.
而本文提出的方法 (如定理 1所示), 主要基于当前解中的顶点在候选集中非共同邻居的个数来执行对称集合枚举

技术. 此外, 极大 k-biplex的枚举问题可以基于最小度的大小提前终止当前递归, 但极大 k-缺陷二团枚举问题没有

类似的提前终止优化. 因此, 设计高效的极大 k-缺陷二团枚举算法相较于极大 k-biplex的枚举问题更具挑战性. 

3.2   算法实现

基于第 3.1 节中提出的分支方法, 本节将设计一种算法以枚举给定图中的极大 k-缺陷二团. 其具体的伪代码

如算法 1所示.

算法 1. 基本枚举算法.

G q ⩾ k+1输入: 二部图   , 正整数 k与   ;
q输出: 所有不小于   的极大 k-缺陷二团.

∅ ∅ L R ∅ ∅1. Branch(   ,    ,    ,    ,    ,    );
S L S R CL CR XL XR2. Function Branch(   ,    ,    ,    ,    ,    )

CL∪CR = ∅3. 　 if     then
XL∪XR = ∅∧ |S L| ⩾ q∧ |S R| ⩾ q4.　 　 if     then

(S L,S R)5. 　 　 　输出   为极大解;
6.　 　 end if
7.　 　 return;
8. 　 end if

DL =CL\N(S R) = {v1, . . . ,vdL } DR =CR\N(S L) = {u1, . . . ,udR } s← k− d̄(S L,S R)9. 　    ;   ;   ;

|DL| ⩾ s10.　if     then
S L S R CL CR XL\{v1} XR11. 　　 Branch(   ,    ,    ,    ,    ,    );

i = 2 s12.　 　 for     to     then
S ′L← S L∪{v1, . . . ,vi−1}13. 　 　　    ;

C′L←CL\{v1, . . . ,vi} X′L← XL\{vi}14. 　　 　    ;   ;

C′L CR X′L XR (S ′L,S R)15. 　 　　 更新   ,    ,    ,    使其中任意顶点均可用于扩展当前解   ;
S ′L S R C′L CR X′L XR16. 　 　 　 Branch(   ,    ,    ,    ,    ,    );

17.　 　 end for
S ′L← S L∪{v1, . . . ,vs} C′L←CL\DL18. 　　    ;   ;

C′L CR X′L XR (S ′L,S R)19.　 　 更新   ,    ,    ,    使其中任意顶点均可用于扩展当前解   ;
S ′L S R C′L CR XL XR20.　 　 Branch(   ,    ,    ,    ,    ,    );

|DR| > s21.　else if    then
DR22.　　 用   中的顶点执行 10–20行;

23.　 　else
CL∪CR v v ∈CL S ′L← S L∪{v}24. 　　　   中选择一个顶点   , 假设   ;    ;
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C′L CR X′L XR (S ′L,S R)25.　　　 更新   ,    ,    ,    使其中任意顶点均可用于扩展当前解   ;

S ′L S R CL\{v} CR XL XR26.　　　 Branch(   ,    ,    ,    ,    ,    );

S L S R CL CR XL\{v} XR27.　　　 Branch(   ,    ,    ,    ,    ,    );
28. 　end if

G

S L S R CL CR XL XR (S L,S R) (CL,CR) (XL,XR)

S L S R XL XR CL CR L R

(CL,CR) (XL,XR) (CL,CR)

(XL,XR) (S L,S R) G

G (CL,CR) (XL,XR) (CL,CR)

算法 1主要调用 Branch函数来给定二部图   中所有的极大 k-缺陷二团, 该函数需要调用 6个参数, 分别为:
 、   、   、   、   以及   . 其中   表示当前解,    表示候选集以及   表示排除集. 初始阶

段, 参数   、   、   和   均设置为空集, 而   和   分别设置为   与    (第 1 行). 函数 Branch在递归调用之

前, 首先需要判断   和   是否为空集, 若   为空集则表示没有顶点可用于扩展当前解, 该递归调

用终止迭代 (第 3、7行). 与此同时, 若   也为空集, 则当前解   在   中一定是一个极大解, 可作为结果

输出 (第 4、5行), 因为二部图   中在   与   之外的顶点一定无法扩展   .

(S L,S R) (CL,CR) DL DR DL DR

(S L,S R) DL DR k− d̄(S L,S R) (S L,S R)

d̄(S L,S R) (S L,S R) s k− d̄(S L,S R) s+1

DL DL = {v1, . . . ,vdL }
v1 {v1, . . . ,vi−1} vi

{v1, . . . ,vs} DL DR s

(CL,CR) v v

然后, 函数 Branch计算   在候选集   中的非共同邻居集合   与    (第 9行). 若   与   中存在

一个集合满足定理 1 中用于扩展当前解的条件, 则算法利用其中之一来执行对称集合枚举技术 (第 10 或 21 行).
值得注意的是, 当前解   中可能已经存在一些边缺失,    或   中最多有   个顶点加入 

中, 其中   表示子图   中缺失的边数. 令   为   (第 9行), 基于定理 1, 最多可产生   个子

分支. 假设函数是从   中选择顶点执行子递归调用, 设   , 函数 Branch首先调用子递归枚举不包含

 的极大 k-缺陷二团 (第 11行), 其次枚举包含   但不包含   的极大 k-缺陷二团 (第 12–17行), 最后枚举

包含   的极大 k-缺二团 (第 18–20行). 此外, 当   与   的大小都不满足条件时 (大于等于   ), 函数将从候

选集    中随机选择一个顶点分别枚举包含    与不包含    的极大 k-缺陷团以保证递归的继续执行 (第
23–28行).

v {v1, . . . ,vi} (S L,S R)

(S ′L,S R) (CL,CR)

(XL,XR) (S ′L,S R)

需要注意的是, 当某个顶点   或者集合   加入   之后, 候选集中可能存在某些顶点不再能够用于

扩展新的当前解    了. 为了删除这些顶点, 最直接的方法是, 算法依次遍历候选集    (以及排除集

 )中每个顶点, 然后尝试加入   中, 并判断是否能够组成更大的 k-缺陷二团. 如果不能, 则该顶点从候

选集 (或者排除集)中删除, 剩余的每个顶点均可用于扩展新的当前解.
G定理 2. 算法 1正确并唯一地输出了二部图   中所有满足给定阈值条件的极大 k-缺陷二团.

(A,B) G A = {v1, . . . ,vA} B = {u1, . . . ,uB} (A,B)

(A,B) (A,B) (A,B)

(S L,S R) (A,B) vA

uB S L ⊆ A S R ⊆ B vA uB

(A,B)

证明: 设   为   中任意的极大 k-缺陷二团, 其中   以及   , 则只需证明   能够

被算法 1唯一枚举. 定理 1证明了算法 1一定会输出极大解   , 则只需证明当   被枚举后, 包含   的非

极大解不会被输出. 由于算法是基于深度优先的方式扩展当前解   , 因此算法一旦输出   则顶点   或者

 将被放入到排除集中. 那么对于其他满足   且   的子递归分支,    或者   一定存在于当前的排除集

合中, 则任何包含   的非极大解都不会输出. 因此, 得证. 

4   优化技术

为了进一步提高所提出算法的性能, 本节将介绍一系列的优化方法. 主要包括基于排序的子图划分技术, 基于

上界的剪枝技术, 线性时间的更新技术以及分支优化技术. 

4.1   基于排序的子图划分技术

L v N2
v (G) G v N2

v (G)= {u∈L\{v}|Nv(G)∩Nu(G),∅}
Gv G Γ2

v(G) = N2
v (G)∪{v} ∪u∈Γ2

v (G)Nu(G) R u

给定   中的一个顶点   , 令   表示   中与顶点   距离为 2的顶点集合, 即   .

本文用   表示   中由顶点集合   与   组成的诱导子图. 对于   中的顶点   同样有如

上定义, 则可以得到如下结论.
G (A,B) |A| ⩾ k+1 |B| ⩾ k+1 (A,B) Gv

v (A,B)

定理 3. 给定   中任意极大 k-缺陷二团   , 若   且   , 则   一定包含在子图   中, 其中

 为   中的任意顶点.

|A| ⩾ k+1 |B| ⩾ k+1 G(A,B) Gv v证明: 基于性质 2, 若   且   , 则   的直径一定不大于 3. 又因为   包含了与   距离小于
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(A,B) Gv等于 3的所有顶点, 则   一定存在于   中.
(A,B) Gv

O = {v1,v2, . . . ,vn} G L R

N≻2
vi

(G) G vi O vi N≻2
vi

(G) = {v j ∈ O∧L|i < j,Nvi (G)∩
Nv j (G) , ∅} G≻vi

G Γ2
vi
(G) = N2

vi
(G)∪{vi} ∪u∈Γ2

vi (G)Nu(G)

由于同一个极大 k-缺陷二团   同时包含在多个子图   中, 从而造成了重复枚举. 为了避免该情况, 可以利

用排序进行子图划分. 设   为二部图   中所有顶点 (包括   和   )按照某种规则由低到高的排序. 令
 表示    中与顶点    距离为 2 且基于排序    比    排名高的顶点集合, 即      

 . 设   表示   中由顶点集合   与   组成的诱导子图, 则有如下结论.

G (A,B) |A| ⩾ k+1 |B| ⩾ k+1 (A,B) G≻v
v A O

定理 4. 给定   中任意极大 k-缺陷二团   , 若   且   , 则   一定包含在子图   中, 其中

 为   中基于排序   排名最低的顶点.
v A O Γ2

v(G) A B A

G≻v (A,B)

证明: 因为   为   中基于   排名最低顶点, 则   包含了   中所有的顶点. 此外,    中任意顶点都与   中至少

某一个顶点存在邻居关系, 则子图   包含   .
G (A,B) |A| ⩾ k+1 |B| ⩾ k+1 v A O

(A,B) G≻v

定理 5. 给定   中任意极大 k-缺陷二团   , 若   且   , 若   不是   中基于排序   排名最低

的顶点, 则   一定不包含于子图   中.
v A O A Γ2

v(G) A (A,B)证明: 因为   不是   中基于   排名最低的顶点, 则   一定不包含于   中, 因此   不包含   .
G G≻v

v O∩L O∩R G

基于上述结论, 从原始二部图   中枚举所有极大 k-缺陷二团等价于从各个子图   中枚举所有极大 k-缺陷二

团, 其中   属于   (或者   )中. 本文利用传统图中广泛使用的退化排序 (degeneracy ordering)[20]对   进行排

序, 其定义如下.
G G L R {v1,v2, . . . ,vn}

vi {vi,vi+1, . . . ,vn} i [1,n]

定义 5 (退化排序). 给定二部图   , 退化排序为   中所有顶点 (包括   和   )的一种排列   使得任意

 在由   组成的诱导子图中度最小, 其中   为   中的整数.
G基于一种传统的迭代删除方法 [31,32], 退化排序可在线性时间内完成计算. 具体地, 给定二部图   , 依次删除在

剩余顶点组成的子图中度数最小的顶点, 顶点的删除顺序组成了一种退化排序. 

4.2   基于上界的剪枝技术

G≻v
G≻v (α,β)

当从   中枚举大小 (顶点数)约束的极大 k-缺陷二团时, 其中可能存在某些顶点一定不包含于任何满足条件

的极大 k-缺陷二团中. 为此, 还需要对   进行进一步的削减以减少不必要的计算. 下面首先介绍一种基于   -

核 [21]的剪枝方法.
(α,β) G G(A,B) G (α,β) ∀v ∈ A ∀u ∈ B

dv(G(A,B)) ⩾ α du(G(A,B)) ⩾ β

定义 6 (   -核). 给定二部图   , 若子图   为   中的一个   -核, 则对于    (以及   ) 均满

足    (   ).
基于 k-缺陷二团的定义, 显然有如下定理.

(A,B) G(A,B) |B| − k |A| − k定理 6. 给定任意 k-缺陷二团   ,    一定为一个 (   ,    )-核.
G≻v v q− k q− k

v v q− k

为此从   中枚举包含   的极大 k-缺陷二团之前, 可以基于定理 6使子图成为一个 (   ,    )-核. 为进一步

减少冗余顶点, 本文发现, 在枚举包含   且大小约束的极大解时, 任何其他顶点与   至少存在   个共同邻居. 则
可以得到如下结论.

(A,B) v,u ∈ A |Nv(G)∩Nu(G)| ⩾ |B| −q v,u ∈ B

|Nv(G)∩Nu(G)| ⩾ |A| −q

定理 7. 给定任意 k-缺陷二团   , 对于任何两个顶点   , 一定有   ; 若   , 同
样有   .

v,u ∈ A (A,B) v u

v u |B| −q v,u ∈ B

证明: 因为顶点   包含在同一个 k-缺陷二团中, 表明   中最多允许有 k个顶点在   与   的非共同邻

居中. 为此   与   的共同邻居的数量一定不小于   . 此外, 若   , 也有类似结论.

G≻v = (L≻v ,Rv,Ev) v ∈ L≻v L≻v v

q− k Rv q− k

基于定理 7, 本文设计了一种新的剪枝技术. 即给定子图   , 若   , 首先从   中删除与   共

同邻居数量小于   的顶点, 然后从   删除度数   的顶点, 之后迭代重复上述操作直到所有顶点不能删除为

止. 基于现有的剥离算法 [31,32], 该剪枝技术的时间与子图的顶点数和边数成线性关系. 

4.3   线性时间的更新技术

v (S L,S R)

(S L,S R)

(CL,CR) u ∈CL u ∈CR id nnd

在算法 1中, 当利用某个顶点   扩展当前解   时, 需要更新候选集和排除集以保持剩余顶点仍然可以扩展

新的当前解. 然而传统方法的时间复杂度与   的大小成多项式关系. 为提高更新效率, 本节介绍一种线性时间

的更新方法. 设候选集   中每个顶点是一个对结构, 即任何顶点   (或者   )包含了元素   与   , 其
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id u u.id nnd u (S L,S R) u.nnd v

(S L,S R) v u v.nnd u.nnd u

(v.id,u.id) G

中   为顶点   的编号, 表示为   ;    为顶点   在   中的非邻居数量, 表示为   . 基于该结构, 当   从候选

集中加入   时, 只需利用   与候选集中其他顶点   是否是邻居关系以及   与   的大小即可确定顶点 

是否可以扩展新的当前解. 基于该思想, 本文设计了一种新的更新算法, 其伪代码如算法 2所示. 容易看出其时间复

杂度与候选集的大小线性相关, 因为判断   是否是图   中的边可以基于索引技术在线性时间内完成.

Update(S L,v,S R,CL,CR)算法 2.    .

d̄(S L,S R)←G(S L,S R)1.    中缺失的边数;

C′L← ∅ C′R← ∅2.    ;    ;
u ∈CL3. foreach    then

d̄(S L,S R)+ v.nnb+u.nnb ⩽ k4.　 if    then

C′L.push(u)5. 　　   ;
6. 　 end if
7. end for

u ∈CR8. foreach    then
(v.id,u.id) < E u.nnb← u.nnb+19.　 if    then    ; end if
d̄(S L,S R)+ v.nnb+u.nnb ⩽ k10.   if    then

C′R.push(u)11.　　    ;
12.   end if
13. end for

(C′L,C
′
R)14. return    ;

v S L (CL,CR) (XL,XR)

v S R v S L

值得注意的是算法 2 仅展示了顶点   加入   时更新候选集   的方法, 而排除集   的更新方法与

此类似. 同时当   加入   时, 候选集与排除集的更新方法与   加入   时也是类似的. 为了避免重复, 本文省略了针

对上述情况的更新方法. 

4.4   分支优化技术

(S L,S R) v

(S L,S R)

(CL,CR) G(S L∪CL,S R∪CR)

在当前递归分支无法利用定理 1 来产生子递归分支时, 算法 1 将使用传统的分支定界技术以保证递归的继

续. 然而该方法的效率很低, 可能产生大量的冗余分支. 本文发现, 在执行分支定界技术过程中, 若用于扩展候选集

 的顶点   能够使得新的当前解在候选集中具有更多的非邻居, 则可以提升枚举算法的性能. 因为当前解

 在候选集中的非邻居数量越多, 不仅能够减少分支定界枚举的使用, 而且还有利于提高对称集合枚举的效

率. 为此, 当递归分支不满足定理 1的要求时, 本文将从候选集   中选择在   中度数最小的

顶点执行分支定界枚举.

(S L,S R)

除了上述提到的, 在算法 1的 Branch函数中, 本文还发现可以利用排除集中的顶点来判断当前递归是否可以

提前终止, 以进一步减少冗余计算. 其主要思想是, 如果能够确定当前搜索空间中任何包含当前解   的 k-缺
陷二团在原始二部图中一定不是极大的, 则当前递归可以直接终止计算. 为此, 可以得到如下结论.

(XL,XR) v ∈ XL u ∈ XR (S R∪CR) ⊆ Nv(G)

(S L∪CL) ⊆ Nu(G)

定理 8. 在某个递归分支中, 若排除集    中存在顶点    (或者    ) 满足    (或者

 ), 则当前搜索空间中不存在极大解.
(A,B) (S R∪CR) ⊆ Nv(G) (S L∪CL) ⊆ Nu(G)

(A∪{v},B) (A,B∪{u})
证明: 设   是当前递归搜索到的极大 k-缺陷二团, 基于条件   (或者   ), 可

以容易看出   (或者   )一定是一个更大的 k-缺陷二团. 因此, 该递归分支中的任何解都不是极大的.

G≻vi
= (L≻vi

,Rvi ,Evi )

综合上述所有的优化技术, 可以得到一种改进的极大 k-缺陷二团枚举算法, 其具体的伪代码如算法 3所示. 具
体的, 算法 3首先基于排序优化将原始二部图划分成一系列的子图   (第 1–3行), 然后利用上界剪

枝技术以减少子图的规模 (第 4行), 最后在各个子图中调用 Branch函数 (第 5行)枚举极大 k-缺陷二团. 值得注意

的是, 递归调用 Branch加入了上界剪枝技术、线性更新技术以及分支优化技术.
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算法 3. 优化枚举算法.

q ⩾ k+1输入: 二部图 G以及正整数 k与   ;

q输出: 所有不小于   的极大 k-缺陷二团.

O← {v1,v2, . . . ,vn} G1.    为   中顶点的退化排序;
vi ∈ O∧ vi ∈ L2. foreach    then

G≻vi
= (L≻vi

,Rvi ,Evi ) G≻v3.　 构造子图   并利用上界剪枝技术删除   中的冗余顶点;

XL← {v j ∈ Rvi | j < i,dv j (G
≻
vi
) ⩾ q− k}4.　   ;

vi ∅ L≻vi
Rvi XL ∅5.　 Branch(   ,    ,    ,    ,    ,    ); /*该递归加入了上界剪枝技术、线性更新技术以及分支优化技术*/

6. end for

O(nm′γn′
k ) γk x2k+5−2x2k+4+ x3−2x+2 = 0 n′

m′ G≻v k = γk

定理 9. 算法 3 的时间复杂度为   , 其中   为线性方程   的最大实根,    与

 分别为最大子图   的顶点数和边数, 如当   0, 1和 2时,    分别等于 1.544, 1.891和 1.975.

G≻v n G≻v
T (n) G≻v

O(nm′T (n))

O(m′) T (n)

证明: 容易看出算法 3的时间复杂度为处理最大子图   的时间乘以   . 此外, 在处理子图   时, 算法 3的时

间复杂度主要与 Branch的递归数量以及每层递归消耗的时间有关. 为此, 设   为 Branch处理子图   的总递归

次数, 则算法的时间复杂度为    . 因为 Update 的时间复杂度为线性的所以每层递归的时间复杂度为

 . 下面将重点分析   的大小上界.

|CL\N(S R)| > k k+1

T (n) =
k+1∑
i=1

T (n− i)

当   时, 算法将利用对称集合枚举技术搜索极大 k-缺陷二团. 由于该技术最多生成   个子分

支, 则容易得到   的递归关系.

|CL\N(S R)| ⩽ k T (n) = T (n−1)+T (n−1)

v v

T (n−1)

u

k+1 (S L,S R) T (n− k−1) |CL\N(S R)| > k

T (n− k−1) =
k+1∑
i=1

T (n− i− k−1) T (n) =
2k+2∑
i=1

T (n− i)

T (n−2k−2) T (n−2k−2) = 2T (n−2k−4)

T (n) =
2k+1∑
i=1

T (n− i)+ 2T (n−2k−4) T (n)

γn
k γn

k x2k+5−2x2k+4+ x3−2x+2 = 0

当   时, 算法直接使用分支定界算法枚举极大 k-缺陷二团, 容易得到   的

递归关系. 然而, 由于被选择分支的顶点    在当前搜索空间中都具有最小的度. 为此, 在枚举包含    的子分支

 中, 在最坏情况下, 该节点与候选集中的顶点最少存在一个非邻居. 而且, 在该子分支中, 候选集中另外一

个具有最小度的顶点   将用于扩展新的当前解, 从而使得当前解在候选集中的非共同邻居数量进一步增大. 在最

坏情况下, 当   个顶点加入当前解   时, 该子递归分支   中满足条件   . 因此, 可以

得到   . 综上, 可以得到一种更紧的最终递归关系   . 此外, 由于最深

的递归   等价于二团枚举, 可以容易验证, 在该情况下的递归关系为   . 综上,

算法 3的最终的递归关系为      , 基于文献 [33]中的定理 2.1, 可以证明   的大小

与   有关, 其中   为方程   的最大实根. 因此, 得证. 

5   实验分析
 

5.1   实验设置

(1) 算法: 本文实现了 3个算法, 用于枚举给定二部图中的极大 k-缺陷二团, 分别为 iMDCE、MDCE和 Basic.
其中, iMDCE是提出的算法 3, 包含了本文提出的所有优化技术; MDCE是在 iMDCE的基础上去除了第 4.4节分

支优化部分的极大 k-缺陷二团枚举算法; Basic是在MDCE的基础上去除对称集合枚举技术的极大 k-缺陷二团枚

举算法. 值得注意的是, iMDCE与MDCE和 Basic的唯一区别仅在于分支策略上, 3个算法均包含了第 4.1–4.3节
的优化技术. 所有算法均由 C++实现, 并在一台配置为 2.2 GHz CPU和 64 GB内存的服务器中进行测试.

d1max d2max L R

(2) 数据集: 本实验使用了 6个真实的二部图数据以测试所提算法的性能, 数据主要包括了社交网络数据、合

作网络数据以及用户标签网络数据等. 具体统计如表 1 所示, 其中   与   分别表示   与   中顶点的最大度.
所有的数据均可从 http://konect.cc/networks下载.
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表 1　真实二部图数据
 

数据集 |L| |R| m d1max d2max

Youtube 94 238 30 087 293 360 1 035 7 591
ActMovies 127 823 383 640 1 470 404 294 646
IMDB 303 617 896 302 3 782 463 1 334 1 590
Wiki-Cat 1 853 493 182 947 3 795 796 54 11 593
Twitter 175 214 530 418 4 664 605 968 19 805
DBLP 1 953 085 5 624 219 12 282 059 1 386 287

 

q q

(A,B) |A| ⩾ q |B| ⩾ q q

(3) 参数设置: 所有的算法均包含了两个参数 k和   , 其   表示极大 k-缺陷二团的顶点数量的阈值, 即任何所

输出的 k-缺陷二团   均满足   且   . 本文选择 k为 1–4 的整数, 其默认值为 1;    为 8–16 的整数. 由
于 ActMovies和 DBLP中的极大 k-缺陷二团比较小, 本文针对该数据设置 q的取值范围为 5–10的整数. 

5.2   实验结果

k = 1 q = 14

k = 1 q = 14

q = 12

实验 1: 算法的性能分析. 本文首先测试了各个算法枚举大小约束的极大 k-缺陷二团时的性能. 图 5展示了各

个算法在分别变化参数 k和 q时处理不同真实二部图的运行时间. 值得注意的是, 本实验限定各个算法的运行时

间为 24 h, 当超过约束时间时, 其运行时间将设置为 INF. 从图 5的实验结果可以看出, 基准算法 Basic在绝大部分

参数情况下的运行时间均超过了 24 h的时间限制, 而且除了少数参数所有算法均能高效计算外, 所提出的优化分

支算法 iMDCE 的运行时间均远低于所提出的 MDCE 算法. 例如, 在 IMDB 二部图中, 当    以及    时,
iMDCE的运行时间为 37.99 s, 但是MDCE和 Basic在相同条件下的运行时间为 606.83 s和 60 279.2 s. 表明了所

提出的分支技术相较于传统分枝定界方法在减少冗余计算方面具有极大的性能优势. 此外, 当 k较大或者 q较小

时, 所提算法 iMDCE相较于MDCE具有更高的加速比. 例如, 在二部图 IMDB中, 当   ,    时, iMDCE相

较于 MDCE 的加速比为 15.9, 但是当   时, iMDCE 相较于 MDCE 的加速比超过了 300 倍. 该实验进一步表

明提出的优化分支技术在减少冗余分支方面的优越性.
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图 5　不同算法在真实二部图上的运行时间
 

q

实验 2: 优化技术的效果. 为了测试所提优化技术对所提算法性能的影响, 本实验还测试了所提算法在排除各

个优化技术时的运行时间. 表 2和表 3展示了算法 iMDCE在不包含不同优化技术条件下变化参数 k和   时枚举
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k = 3 q = 10

极大 k-缺陷二团的运行时间, 其中“-O”表示无排序优化, “-U”表示无上界优化, “-D”表示线性更新优化, “－”表示

算法在 24 h的限定时间内无法完成计算. 值得注意的是, ActMovies与 DBLP中的极大 k-缺陷二团较小, 本实验对

这两数据集中的大小约束 q设置为 6–10的整数. 从表 2或者表 3中可以看出, 当不包含第 4节中提出的任何一个

优化技术, 所提算法 iMDCE的性能均会有所下降. 首先, 上界优化对所提算法的影响最大, 当不包含此项优化时,
所提算法在所有参数情况下均无法在 24 h内完成计算. 其次, 排序优化在参数 q相对较小或者 k较大时具有明显

的性能优化, 例如, 在 ActMovies中, 当   ,    时, iMDCE相较于不包含排序优化的 iMDCE的运行时间加

速比超过 30倍. 最后, 线性更新优化对枚举算法的影响最小, 但是在许多参数条件下仍然具有明显的加速. 该实验

结果表明所提出的优化技术对提高所提算法具有重要作用.
  

表 2　iMDCE在 k=1时使用不同优化技术的运行时间 (s)
 

数据集
q=8 (6) q=10 (7) q=12 (8) q=14 (9)

-O -U -D -O -U -D -O -U -D -O -U -D

Youtube 2 663.49 － 1 236.39 817.43 － 254.75 214.14 － 66.60 97.95 － 16.92
ActMovies 465.98 － 107.80 154.14 － 35.33 22.83 － 19.90 16.03 － 15.80
IMDB 5 897.60 － 1 352.31 980.88 － 310.12 291.47 － 109.82 57.08 － 39.54
Wiki-Cat 277.29 － 114.16 51.68 － 26.11 8.90 － 6.51 3.01 － 2.91
Twitter － － － － － 13 501.4 10 903.3 － 1 311.30 1 300.95 － 241.04
DBLP 18.64 － 17.86 14.42 － 14.21 14.48 － 14.29 14.08 － 14.03

  

表 3　iMDCE在 q=16 (ActMovies和 DBLP为 10)时使用不同优化技术的运行时间 (s)
 

数据集
k=1 k=2 k=3 k=4

-O -U -D -O -U -D -O -U -D -O -U -D

Youtube 28.95 － 4.91 1 391.11 － 167.98 － － 3 566.09 － － －

ActMovies 12.03 － 11.95 17.53 － 15.80 1 068.90 － 41.30 － － 16 815.2
IMDB 26.63 － 22.61 165.05 － 70.93 1 395.09 － 747.81 15 902.8 － 7 975.75
Wiki-Cat 2.78 － 2.76 3.16 － 2.94 5.68 － 4.82 32.27 － 19.70
Twitter 77.82 － 64.90 19 050.6 － 2 176.75 － － － － － －

DBLP 14.36 － 13.80 14.08 － 13.84 14.21 － 13.90 15.58 － 14.85
 

k = 1

实验 3: 可扩展性分析. 为研究所提算法的可扩展性, 本实验通过对二部图 Twitter随机抽样 20%–80%的顶点

和边以生成 8 个子图, 然后测试各个算法在这些图上的时间性能.图 6 展示了其实验结果. 可以看出, 除了所有算

法均能够快速计算的子图外, 提出的算法 iMDCE和MDCE始终优于基准算法 Basic. 此外, 随着二部图数据的规

模增大, iMDCE的运行时间平稳增长, 然而其他算法 (包括MDCE和 Basic)的运行时间急剧增加. 例如, 在   ,
iMDCE、MDCE以及 Basic在顶点抽样为 60%的子图中的运行时间分别为 47.03 s, 52.32 s以及 885.12 s. 然而当

顶点抽样增加到 80%时, MDCE和 Basic的运行时间分别是 iMDCE的 4.6倍和超过 800倍. 表明所提出的优化算

法具有较高的可扩展性, 可用于真实应用中的较大的二部图数据.
  

(a) k=1 (b) k=1 (c) k=2 (d) k=2 
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图 6　可扩展性分析
 

实验 4: 算法内存消耗. 本实验还测试了各个算法在处理真实二部图数据时的内存消耗. 图 7展示了各个算法

在变化参数 k和 q时最大的内存消耗. 可以看出所有算法 (包括 iMDCE、MDCE 以及 Basic) 的内存消耗几乎相
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同, 这主要是因为所提算法的内存消耗与分支数量无关, 仅与二部图数据的大小成线性关系. 此外所提算法的内存

消耗与二部图的存储大小仅相差数倍, 这是因为算法使用了额外的索引以判断顶点之间的邻居关系. 该实验表明

所提算法具有很高的空间效率.
  

内
存

 (
M

)
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101

Youtube ActMovies Wiki-Cat IMDB Twitter DBLP

Graph size

iMDCE

MDCE

Basic

图 7　内存消耗
 

实验 5: 案例研究. 此外, 本文还进一步展开了一项案例研究以分析所提出的极大 k-缺陷二团在社区挖掘方面

的效果. 本实验利用 DBLP上的数据信息 (https://dblp.uni-trier.de/xml)构建二部图数据, 其中顶点分别表示作者和

文章, 作者与文章之间的关系则表示为边. 本实验基于不同二部图稠密子图社区模型检测了包含“研究者 2”的社

区 (为保护个人隐私, 本文仅以不同编号代替具体作者姓名), 其中参数 k和 q分别设置为 2和 5. 值得注意的是, 极
大 k-biplex模型在此参数条件下难以在限定时间内找出所需结果, (α, β)-核模型所检测的社区规模过于庞大, 顶点

数超过 100个. 为此本实验忽略了这两个模型的搜索结果. 图 8展示了由二团模型和 k-缺陷二团模型的搜索结果.
可以看出, 相较于二团模型, 基于极大 k-缺陷二团模型可以从该数据中搜索到更多具有价值的信息. 具体地, 二团

模型的结果不包含研究者“研究者 1”和“研究者 7”, 然而 k-缺陷二团模型能够成功找出这两名研究者. 通过查找

DBLP原始数据可知, 这两名研究者确实与其他研究者也存在非常密切的合作关系, 表明所提出的极大 k-缺陷二

团在真实二部图中检测社区具有一定的意义.
  

二团

(1) (2) (3) (4) (5) (6)

研究 研究 研究 研究 研究 研究 研究
者 1 者 2 者 3 者 4 者 5 者 6 者 7

k = 2 q = 5图 8　利用 k-缺陷二团搜索包含“研究者 2”的社区结果 (   ,    )
  

6   总　结

O(γk) γk < 2

本文研究了面向二部图数据的稠密子图挖掘问题. 由于传统二团模型的限制过于严格, 为此本文提出了一种

称之为 k-缺陷二团的松弛二团模型. 为解决极大 k-缺陷二团枚举问题, 本文首先提出了一种基于对称集合枚举的

搜索算法. 为进一步提高算法的性能, 本文还提出了一系列的优化方法, 主要包括基于排序的子图划分方法、基于

上界的剪枝方法、线性时间的更新方法以及分支优化方法. 本文证明所提出的优化方法具有非平凡的理论时间复

杂度, 主要与   有关, 其中   . 最后, 大量的实验表明所提出的极大 k-缺陷二团枚举算法在大部分参数情况

下相较于传统枚举方法速度提高了 100倍以上.
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