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摘　要: 因果关系发现旨在从观测数据中发现变量间的因果关系, 是帮助我们理解自然界、社会和技术系统中各

种现象和变化的重要方法. 一种主流的因果发现方法是基于约束的算法, 这类算法通过检验变量间的条件独立性

关系来确定变量之间的因果结构. 然而, 现实世界的数据收集往往受资源或技术的限制, 面临样本量有限, 节点方

差大等挑战. 在这些场景下, 条件独立性检验的正确率受到极大影响, 导致学到的因果图中部分变量的因果边被错

误地删除, 影响了算法输出的准确性. 为此, 提出一种增强的条件独立性检验的方法, 该方法的核心在于尽可能减

少无关外部噪声对于待测试变量的干扰, 从而提高条件独立性检验结果的准确性. 基于该增强的条件独立性检验

方法, 提出一种基于启发式搜索的结构学习算法, 该算法在初始结构图的基础上, 迭代搜索被误删的因果边, 基于

增强的条件独立性检验并结合得分优化的思想, 重构因果结构. 实验结果显示, 相较于现有方法, 所提算法在仿真

数据、贝叶斯网络数据以及真实数据上的 F1值和结构汉明距离 (SHD)均有显著提升, 证明在有限样本和因果结

构中存在高方差节点的条件下更准确地揭示观测数据中潜在的真实因果结构的能力.
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Abstract:  Causal  discovery  aims  to  uncover  causal  relationships  among  variables  from  observational  data,  serving  as  a  crucial  method  for
understanding  various  phenomena  and  changes  in  natural,  social,  and  technological  systems.  A  mainstream  approach  for  causal  discovery  is
a  constraint-based  algorithm,  which  determines  the  causal  structure  among  variables  by  examining  their  conditional  independence.
However,  data  collection  in  the  real  world  often  faces  challenges  such  as  limited  sample  sizes  and  high  variance  among  nodes  due  to
resource  or  technical  constraints.  In  these  scenarios,  the  accuracy  of  conditional  independence  tests  is  greatly  affected,  leading  to  erroneous
deletion  of  causal  edges  of  some  variables  in  learned  causal  graphs,  thereby  impacting  the  accuracy  of  the  algorithm’s  output.  To  address
this  issue,  this  study  proposes  an  enhanced  method  for  conditional  independence  testing,  which  focuses  on  minimizing  the  interference  of
irrelevant  external  noise  on  the  variables  being  tested,  thereby  improving  the  accuracy  of  conditional  independence  tests.  Based  on  this
enhanced  method,  the  paper  introduces  a  structure  learning  algorithm  based  on  heuristic  search,  which  iteratively  searches  for  mistakenly
deleted  causal  edges  on  a  graph  with  an  initial  structure.  This  algorithm  reconstructs  the  causal  structure  by  combining  enhanced
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conditional  independence  tests  with  score  optimization.  Experimental  results  show  that,  compared  to  existing  methods,  the  proposed
algorithm  significantly  improves  both  the  F1  score  and  the  structural  Hamming  distance  (SHD)  on  simulated,  Bayesian  network,  and  real
data,  demonstrating  its  ability  to  more  accurately  reveal  underlying  causal  structures  in  observational  data  with  limited  samples  and  high-
variance nodes.
Key words:  causal structure learning; limited sample size; high-variance node; enhanced conditional independence test

因果关系发现是一种研究复杂系统中变量之间相互作用本质的重要方法之一 [1,2]. 这类方法通常利用统计模

型, 机器学习技术以及随机实验等手段, 分析并识别数据中变量间的因果结构. 通过学习变量之间的因果关系, 能
够帮助我们深入理解系统内部变量的作用机制及其相互之间的作用关系, 进而做出更有效的决策和预测. 近年来,
在生态气候学 [3,4]、生物基因学 [5−9]、社交网络 [10–12]、人工智能 [13−16]以及经济学 [17−19]等多个领域得到广泛的关注

和应用.
为了能够从数据中学习变量间的因果关系, 常用的一类方法是基于约束的因果发现算法, 其中, PC (Peter-

Clark) 算法 [20]是该方法的典型代表. 它通过对数据中的变量执行条件独立性检验 (conditional independence test,
CIT) 来判断变量之间是否存在直接因果边, 并综合结果来学习因果结构 [21,22]. 在这个过程中, CIT 的性能至关重

要, 因为 CIT的准确结果直接影响算法能否得到正确的结果. 其算法的正确性通常基于一个关键假设: 即对数据执

行的所有 CIT都必须是准确的. 然而, 面对现实世界中样本量有限和噪声方差差异大等现实挑战时, CIT的结果往

往变得不可靠, 进而导致因果结构学习算法得到的结果出现错误, 算法输出结果的可靠性受到质疑 [23−25].

为提升基于约束方法在实际场景下的可靠性, 研究者们从高阶 CIT困扰 [26]、条件独立性冲突 [27]和对称性校

验 [28]等方面进行了算法的优化. 在高阶 CIT困扰的研究中, 认为 CIT的结果不可靠是由于执行过程中条件集过大

而导致的 [26,29]. 因此研究者们采取诸如限制条件集大小 [29]、设定数据实例数量 [28,30]等条件, 以降低当条件集过大

时 CIT的错误判断风险. 而条件独立性冲突的研究中认为 CIT执行得到的不确定结果可以通过一种图形推理 [27,31]

的方法纠正, 如 Hyttinen等人 [27]引入了 SAT答案集编码, 通过评估所有可能的结果排除逻辑上不一致的结果, 从

而保留更加可信的关系. 该技术后续被扩展, 以适应更加宽松的假设条件 [31]. 此外, 在对称校验的研究中认为可以

通过结构中因果边的对称性校验的方法纠正错误的关系 [23]. 该方法采用了一种极端的处理策略, 在检测到不对称

性时, 为了减少假阳性关系则拒绝所有不对称因果边 [28,30]或减少假阴性关系接受所有因果边 [32]. 虽然上述方法一

定程度上提升了因果发现算法的性能, 但在真实因果结构中存在高方差节点的情况下, 这些方法仍无法有效解决

CIT结果不可靠的问题.

V1→ V2← V3 Var V3

V2 V1 V3

p V1 V2 V3 V1 V2

p V3

V1 V2

当真实的因果结构中存在高方差节点时, 这些高方差节点会影响其子节点与其他父节点之间执行 CIT检验的

结果, 导致 CIT无法有效检验真实的因果关系, 进而影响因果结构学习的准确性. 以图 1为例, 第 1行表示真实的

因果结构   , 其中   表示节点方差, 所有边系数为 1, 样本量为 1 000. 第 2行描述了在未考虑节点 

的情况下, 其子节点   与节点   的 CIT检验结果. 在图 1(a)中, 当节点   方差为 1时, CIT检验得到相关系数为

0.40,    值为 0.0, 此时有效识别出   与   的因果边. 但在图 1(b)中, 将节点   的方差增加到 10,    和   的相关

系数减小到 0.049,    值上升到 0.09, 此时该因果边就存在被删除的风险. 进而在图 1(c)中, 随着节点   方差继续

增大, CIT判定   与   相互独立, 从而在学习到的因果结构中删除了它们之间的因果边. 当节点数量增加且样本

量受限时, 因果结构中高方差节点的影响会进一步增大, 使得 CIT的准确性大幅下降, 进而导致算法错误地删除在

真实因果结构中的重要因果边.
为了减轻高方差节点对子节点的 CIT 结果的影响, 本文提出了“增强条件独立性检验”方法, 以适当地消除

CIT检验中存在的高方差节点噪声; 并进一步提出在样本受限和真实结构中存在高方差节点的条件下识别和学习

因果结构的算法. 此算法在启发式搜索的框架下, 通过 PC算法得到的部分有向无环图的初始结果, 迭代进行增强

的独立性检验和优化最小结构依赖得分, 逐步恢复 PC 算法输出结果中缺失的因果边, 从而得到关于数据的可靠

因果结构图. 本文从理论保障了基于增强的条件独立性检验和最小化结构依赖可以正确找回结构中丢失的因果

边, 并在仿真数据和真实数据的结果进一步验证了所提出算法的正确性和有效性.
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本文第 1节介绍因果结构学习的相关方法和研究现状. 第 2节介绍本文所需的基础知识, 包括因果模型和问

题定义. 第 3节介绍本文提出的最大最小结构依赖的因果发现算法. 第 4节通过仿真实验、贝叶斯网络数据和真

实数据实验验证了所提模型的有效性. 第 5节全面讨论了本文提出方法的局限性和一些拓展的可能性.
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(a) Var(V1)=1, Var(V3)=1, (b) Var(V1)=1, Var(V3)=10, (c) Var(V1)=1, Var(V3)=50,

图 1　高方差节点对其子结点与其他父节点 CIT结果的影响
  

1   相关工作

针对非时序观测数据的因果结构学习方法主要包括基于约束、基于评分和基于函数因果模型的方法.
基于约束的方法主要分为全局因果结构学习 (global structure learning, GSL)方法和从局部到全局因果结构学

习 (local_to_global structure learning, LGSL)方法. 其中, GSL方法一次性学习整个网络的因果结构. 这类方法从全

连接图开始, 对所有变量使用条件独立性检验确定连通性, 然后应用 V结构 [20]和Meek规则 [21]定向边, 从而构建

表示观测变量的部分有向无环图 (completed partially directed acyclic graph, CPDAG). 代表性算法包括 IC[33]和

PC[20]算法及其变体 PC_Stable[34]等. LGSL方法通过分解学习过程从而学习整个网络的因果结构. 这类方法首先独

立的确定每个变量的马尔可夫毯 (Markov blanket, MB)[35], 并进一步将每个变量的MB集拼接为无向图的骨架, 随
后通过评分或结构识别方法定向因果边. 其代表性算法有 GSBN[23]、SLL+C/G[32]和 GGSL[28]等. 基于评分的方法

如MMHC[30]和 GES[36]等侧重于通过定义和优化评分函数确定最佳的因果结构.
基于函数模型的方法主要包括线性非高斯无环模型 (linear non-Gaussian acyclic model, LiNGAM)[37]和非线性

加性噪声模型 (additive noise model, ANM)[38], 此类方法通常要求噪声项与原因变量独立, 来保证因果方向的可靠

识别性 [39]. 其中, LiNGAM模型通过主成分分析等方法求解, 其假设数据之间的关系是线性的并且噪声相互独立

且服从非高斯分布. ANM模型假设数据之间的关系是非线性的, 并且噪声相互独立 [40].
上述方法对于因果结构学习在理论和实践运用中做出了巨大贡献, 但面对复杂的网络结构, 有限的样本量, 数

据方差差异大等问题, 算法的可靠性常受到质疑 [23−25]. 因此, 后续研究者提出了多种策略以提升算法在上述问题下

的实用性和准确性. 例如, Triantafillou等人 [41]提出 COmbINE算法, 通过对多重干预数据集来生成符合所有输入

数据的因果模型概要, 以提高实际数据适用性和效率. Ng等人 [42]通过引入超结构估计方法和局部搜索策略, 以改

善在大规模线性高斯模型下基于评分的结构学习方法的可扩展性和准确性. Hyttinen等人 [27]引入了 SAT答案集

编码方法来全面探索可能的关系, 通过识别并丢弃于答案集逻辑不一致的结果, 优先保留更可信的检验, 以进一步

扩展到更宽松的假设中 [31]. LGSL方法受到数据样本、噪声等影响, 在骨架拼接过程中遇到了局部结构不对称问
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题, 传统的 LGSL方法通常采用统一的接收或拒绝策略处理局部结构中出现的不对称因果边; 为了改进这一流程,
Guo 等人 [43]基于 MMHC 方法进一步提出 ADL 算法, 该算法在拼接局部结构时引入了自适应的 AND 或 OR 规

则, 优化了局部结构拼接中因果边的保留或移除的决策过程. 

2   因果模型与问题定义

本研究关注在样本受限和真实因果结构中存在高方差节点的条件下, 在基于约束的因果发现框架进行因果结

构学习的问题. 本文的理论结果和可靠性算法建立在因果图模型之上. 因此, 本节首先介绍因果图模型中常用的基

本定义和符号系统 (第 2.1 节), 并进一步说明当真实因果结构中存在高方差节点时, 基于约束的因果发现算法所

存在的问题 (第 2.2节).
其中本文涉及的符号及其含义如表 1所示.

 
 

表 1　符号和对应描述
 

符号 含义

n 表示变量维度/节点个数

m 表示每个变量的样本量大小

D n具有   个随机变量的数据集

V D n中   个随机变量的集合

Vi,V j V (i, j = 1,2, . . . ,n)中的单个变量  

V̂i, V̂ j V̂i, V̂ j Vi,V j表示对   回归后的变量

S V内的条件集

Vi⊥V j | S Vi V j和   给定集合S独立

dSet
(
Vi,V j

)
Vi V j与   的d-分离集

TrueGraph, GT简写  真实因果结构图true graph
DAG G, 简写  有向无环图DAG

CPDAG Gpd, 简写  部分定向 (partially directed)的有向无环图CPDAG

Vtail Gpd Vi→ V j,Vtail = V j对于图   上的有向边 

Pa (G,Vi) Vi Pa (G,Vi) =
{
V j|V j→ Vi

}
在G上的父节点, 表示 

Ad j (G,Vi) Vi Ad j (G,Vi) =
{
V j
∣∣∣V j→ Vi||V j← V ||V j −V

}
在G上的邻接节点, 表示 

Ad j (G,Vi) Vi Ad j (G,Vi) =
{
V j|V j /−Vi

}
在G上的非邻接节点, 表示 

  

2.1   背景知识

G = {V,E} V E
(
V j,Vi

) ∈ E,
(
Vi,V j

)
< E V j Vi

V j→ Vi V j Vi

在因果图模型中, 通常将变量间的因果关系用有向无环图 (direct acyclic graph, DAG)[33]表示, 该图也称为因果

图, 因果图   , 由结点集合   和边集   组成. 因果图中有向边满足   约束, 其中   是 

的父亲节点, 记为   , 边的权重代表   到   的因果强度大小. 一般来说, 基于约束的因果结构学习算法的正

确性在因果充分性、马尔可夫性和因果忠诚性等假设下得到保障 [33].
假设 1. 因果充分性假设 [33]. 当变量集 V 中的任意两个变量的直接原因变量都存在 V 中时, 变量集 V 就被认

为是因果充分的.
假设 2. 因果马尔可夫假设 [33]. 对于具有因果充分性的变量集 V 而言, 在已知变量的父亲节点的条件下, 所有

变量与他们的非后裔节点互相条件独立.

D Vi,V j ∈ V (i , j) S ∈ V

Vi,V j S Vi,V j S

假设 3. 因果忠诚性假设 [33]. 数据集   的分布忠诚于因果图 G, 对于任意的   和集合   , 如果

 在给定集合   的变量下条件独立, 那么   被集合   中的变量 d-分离;
在上述的假设下, 基于约束的因果结构学习算法通过检验数据中变量的条件独立性关系, 来确定因果结构图

4  软件学报  ****年第**卷第**期



中变量之间是否存在直接的因果边. 该概念通常被表示为图上的一种 d-分离关系, 具体定义如定义 1所示.

G = {V,E} G Vi,V j ∈ V

Z

定义 1. d-分离 [33]. 对于给定的有向无环图   , 当   上的非邻接结点   的所有连通路径被集合

 阻断, 那么我们说集合 Z 在图 G 中 d-分离了非邻接节点对, 并且 Z 需要满足:

W ∈ E(1) 路径上的每个非对撞结点   .

W < E(2) 路径上的每个对撞结点或者对撞结点的后代   .
通过迭代地确定变量间的 d-分离关系, Pearl给出了基于约束方法的识别性结果 [33], 即数据的因果结构图可以

被识别为马尔可夫等价类 (Markov equivalence classes).

DAG = {V,E}定义 2. 马尔可夫等价类 [33]. 对于有向无环图   , 若存在一组 DAGs在条件独立性上不可区分, 则这

些 DAGs 构成一个马尔可夫等价类, 所有属于同一马尔可夫等价类的 DAG 具有相同的骨架 (skeleton) 和相同的

V结构 (对撞结构).
马尔可夫等价类可以进一步被表示为一个部分有向无环图 (partially directed acyclic graph, PDAG)的, 其中有

向边表示所有等价类的图都具有相同的因果方向.
定义 3. CPDAG图 [33]. CPDAG是一个图形表示, 用于可视化属于同一马尔可夫等价类的 DAG, 它结合了有向

边和无向边来描绘因果关系, 其中,

V j→ Vi(1) 每个有向边   , 存在于属于等价类的每个 DAG 中.

V j−Vi V j→ Vi V j← Vi(2) 每个无向边   , 存在某个等价类表示为   和某个等价类中表示为   . 

2.2   问题定义

为了研究真实因果结构中存在高方差节点时因果关系发现存在的问题, 在本研究中, 假设数据生成过程遵循

线性无环因果结构方程模型 [37]定义, 表示为: 

Vi =
∑

V j∈Pa(GT ,Vi)
bi jV j+εVi (1)

i = 1,2, . . . ,n; Pa
(
GT ,Vi

)
Vi GT bi j Vi V j

ε

其中,    表示   在真实因果结构图   的父节点.    指   和其父节点   的因果边强度, 噪声

项   互相统计独立.

线性无环因果结构方程模型建模数据的产生过程为一种加性的线性函数方程, 具有易于分析, 简洁有效的特

点, 在基因表达 [7]、生物化学研究 [8]、医疗病理分析 [9]、社会学分析 [10,11]等邻域的建模中都得到了广泛的应用. 特

别地, 在线性模型下, 偏相关检验是常用的条件独立性检验工具. 在偏相关检验中主要涉及计算 Pearson相关系数 [44]

和进行 Fisher_Z检验 [45]两个过程. 本文提供的理论分析与示例都是基于这些过程所获得的结果. 接下来, 通过示

例具体分析图 1结构下 CIT的误差原因.

V1→ V2← V3, V1, V2

V1 = εV1 , V2 = b23V3+b21V1+εV2 , b23 b21 εV1 εV2 V1, V2

例 1: 因果结构中存在高方差节点时 CIT误差. 考虑 (图 1)的真实因果结构    其中   的数据

生成公式为:       和   表示因果边强度,    和   代表独立噪声. 计算       的相

关系数得到公式 (2): 

Corr (V1,V2) =
Cov (V1,V2)
σV1σV2

=
b21

√
Var
(
εV1

)√
Var
(
b23V3+b21V1+εV2

) (2)

Cov (V1,V2) V1,V2 σV1 ,σV2 V1,V2 b21

√
Var
(
εV1

)
V1 V2

b21

√
Var
(
b23V3+b21V1+εV2

)
V2

其中,    是   的协方差,    分别是   的标准差,    表示变量   的标准差和对 

的因果边强度   的乘积,    表示此时节点   的标准差.

V1,V2 V1→ V2

Corr (V1,V2) Corr (V1,V2) b21

√
Var
(
εV1

)√
Var
(
b23V3+b21V1+εV2

)
V3

Corr (V1,V2) V1,V2

一般来说, 相关系数越趋近于 1, 代表变量之间的线性相关性越强; 相关系数趋近于 0, 代表两个变量之间的线

性相关性越差, 即趋近于相互独立. 对图 1(c)结构的变量   有在真实因果结构中有因果边   , 因此在线

性模型下, 两者是线性相关的, 即   的结果趋近于 1. 然而, 由于   的结果同时受到 

与   两项的影响, 随着父节点   方差增大, 会使得公式 (2)中的分母项明显大于分子项, 导

致   的结果反趋向 0, 因此 CIT将很大概率拒绝   的相关关系, 而拒绝这条因果边.
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V1,V2

V1,V2 V1,V2

Vi⊥V j V1/⊥V2|V3

V3

V1,V2

例 1 说明在执行 CIT 检验时, 真实因果结构中的高方差父节点会影响子节点与其方差较小的父节点的 CIT
结果, 错误地判定它们相互独立. 下面进一步讨论基于“条件独立性冲突”“对称性校验”等方法在解决因果结构中

存在高方差节点的场景下所面临的局限性. 如图 2 所示, 真实结构 (图 1(c) 产生过程) 通过 Fisher_Z 检验得到

 的相关关系结果为 0.021, p 值为 0.68. 基于高阶 CIT的方法通常限制条件集 Z=1, 但由于变量在给定空集下

判断为独立, 算法便停止了下一步计算, 如图 2(b)所示. 基于对称性校验的方法通过 CIT获得每个变量的局部结

构, 但由于 CIT错误判断   相互独立, 所以得到的局部结构关系对称, 因此   的因果边不会被对称校验的

方法进一步检验而找回, 如图 2(c) 所示. 基于条件独立性冲突的方法对当前结构执行所有可能的 CIT, 因此得到

 和   两种独立性冲突的结果, 进而通过一些逻辑规则或二次加权计算选择更可信的 CIT 结果. 但这

些复杂的运算和设计难以保证正确的 CIT结果被选中的可能性, 如图 2(d). 其中在真实结构的因果连通路径中 

并不是   的连通节点, 引入它进入约束集实际上不符合 d-分离的定义. 并且这类方法由于涉及复杂的逻辑推

理判断, 节点数量常限制在 10个以内, 算法十分复杂, 难以复现并投入实际应用.
 
 

真实结构 高阶 CIT 对称校验

结构对称性 逻辑规则/二次加权计算

条件独立性冲突

Var=50

(a) (b)

Var=1

V3

V1 V2

条件集限制: Z=1

V1⊥V2|{ϕ}

V1MB
:{ϕ} V2MB

:{V2}

(c) (d)

V1⊥V2

V1⊥V2 V1⊥V2|V3

V1⊥V2|V3

图 2　基本方法的局限性
 

目前的方法无法有效找回被错误删除的因果连接边. 随着网络结构中节点数量增加, 高方差节点对于 CIT结

果准确性的影响逐渐加剧, 这对于准确识别和学习变量间的因果关系带来了困难.
因此, 本文所研究的问题为: 如何在有限样本和真实因果结构存在高方差节点的条件下, 提高 CIT的准确率,

减少因果图中遗漏的关键因果关系, 更准确地揭示观测数据中潜在的真实因果结构. 

3   最大最小依赖的因果结构学习算法

本节针对有限样本和真实因果结构存在高方差节点的条件下, CIT结果不准确导致因果边误删的问题, 提出

了一种基于“增强条件独立性检验”的约束类方法. 该方法的基本思想是利用一次检验得到的部分先验结构信息,
通过线性回归消除潜在的部分高方差父节点影响后, 再次对节点间的因果关系进行检验来增强 CIT 结果的可靠

性 (第 3.1节). 并将这一思想融入启发式搜索框架, 通过优化图结构依赖得分 (第 3.2节), 进一步设计了最大最小

依赖的因果结构学习算法 (max-min dependency causal learning, MMDCL). 下面给出算法框架概述, 随后在第 3.1
节和第 3.2节中对算法的实现细节进行研究和提供必要的理论保证.

MMDCL算法由“领域搜索”和“结构更新”两个阶段组成, 如图 3所示. 在领域搜索阶段, 算法的目标是从当前

结构出发探索可能的候选邻域, 利用增强的条件独立性检验“找回”可能被误删的因果边. 在结构更新阶段, 算法的

目标是从上一阶段获得的候选结构中“选择”最接近潜在真实因果结构的候选结构, 并完成结构更新.
算法 1展示了MMDCL的伪代码, 该算法首先将 PC算法输出的结构作为初始起点, 即 Gpd, 并获得初始化的

非邻接节点集和分离集, 随后进入迭代过程 (第 1–5行). 在每轮迭代中, 算法首先确定所有非邻接变量间可以添加

的因果边作为潜在搜索空间 (第 7行). 对这些潜在因果边进行环路检测, 确保新加入的因果边不会形成环路, 并对

通过二次的增强 CIT判断这些因果边是否应被加入结构中 (第 8行). 算法接着评估候选结构的结构依赖, 寻找具

有最小结构依赖的候选结构 (第 9–14行), 以此更新当前最优结构 (第 19行). 迭代持续进行, 直到没有新的因果边

可以被添加或当前结构不再更新, 此时迭代停止 (第 21 行). 其中, 对于判断环路的部分, 为了尽可能避免出现环

路, 算法将 CPDAG上的无向边视为双向连通的. 接下来本文将在第 3.1节和第 3.2节中详细介绍邻域搜索和结构

更新的完整过程.
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初始化

PC 算法

真实结构

结构更新

V

&

Meek

MImin MIG1

MIGn

领域搜索

候选边

候
选
边

加强 CI 测试

最小结构依赖

图 3　MMDCL算法框架
 

算法 1. MMDCL算法.

输入: 数据 D, 经典算法 Pc;
输出: 因果结构图 G.

PC Ad j
(
Gpd,Vi

)
, i = 1,2, . . . ,n dSet1. 基于   算法学习初步图 Gpd, 保存非邻接节点   和分离集 

min MIGpd =
∑n

i
MIi
(
D,Vi,V j|dSet

(
Vi,V j

))
,V j ∈ Ad j

(
Gpd,Vi

)
2. 初始化图结构 Gpd, 和结构依赖 

Loop = True3. 设置循环标志 

4. Repeat

Loop = False5. 　 

Vi ∈ V6. 　　For  

V j ∈ Ad j (G,Vi) dSet
(
Vi,V j

)7.　　　 For 获取非邻居节点   和分离集 (
Vi,V j

)
CIT8.　　　　 If    无环且通过加强 

Gpd (Vi,Vk) G′pd9. 　　　　　  对   添加无向边   , 利用 V结构和Meek规则定向, 保存为候选图 

MIG′pd , dSet′10. 　　　　　通过最小结构依赖计算     

MIG′pd ⩽min MIG11.　　　　　 If  
min MinG = MIG′pd12.　　　　　　 更新 

mG =G′pd,mAd j Ad j
(
Gpd,Vi

)′
/
(
Vi,V j

)
mdSet = dSet′13. 　　　　　　存储最优邻居   =   ,  

14.　　　　　　 Loop =True
15.　　　　　 End if
16.　　　　 End if
17.　　　 End for /*结束对当前节点的搜索*/
18.　　 End for /*结束对当前结构的搜索*/
19.　 If Loop

Gpd = mG,Ad j
(
Gpd,Vi

)
= mAd j dSet = mdSet20. 　　更新结构   ,  

21.　 End if
22. Until Loop=False /*循环标志无法刷新时停止*/
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3.1   增强条件独立性检验的领域搜索

Gpd在邻域搜索阶段, 算法的核心任务是从当前得到的部分有向无环图    出发, 搜索下一步可能候选结构. 考虑

到在当前结构中可能存在部分节点的因果边因 CIT的错误判断而被误删的问题, 因此, 本阶段对当前结构中所有

非邻接节点进行二次、增强的 CIT检验来重新评估它们之间的因果关系, 从而有效识别并恢复节点间被误删的因

果边.

为了最大可能地找回被误删的因果边, 算法将候选的搜索空间设置为当前结构中所有非邻接节点之间的潜在

因果边, 并通过结构先验信息消除待检验节点存在的外部父节点影响, 进行二次检验判断当前节点之间的因果关

系是否可以被其邻居节点 d-分离. 本文形式化该过程为增强条件独立性检验, 如定义 4所示.

D Gpd = {V,E}
Vi Xi Gpd Vi ∈ V V j ∈ Ad j (G,Vi)(

Vi,V j
)

Vi,V j

定义 4. 增强的条件独立性检验. 数据集   表示因果图结构   的节点和边的集合, 其中图的节点对应

数据中的观测变量, 即   表示   . 在当前的结构   上, 对于任意节点   的非邻接结点   表示为

 , 关于   的增强条件独立性检验定义如下:
 

V̂i ⊥ V̂ j|dSet
(
Vi,V j

)∥V̂i ⊥ V̂ j|dSet
(
Vi,V j

)∪S ,

Vi V j Gpd V̂i V̂ j S Nei Nei Vi V j

S ⊆ Nei,Nei = {(Ad j(Gpd,Vi)∨Ad j(Gpd,V j))−
(Pa(Gpd,Vi)∨Pa(Gpd,V j))}} V̂i V̂ j

其中, 对   和   分别回归图   中已知的父节点得到   和   ;    是   的非空子集,    表示   ,    在当前结构

中排除了已经过回归处理的节点后的邻接节点集合 ,  公式表示为  

 , 其中   和   表示为公式 (3):
 

V̂i = Vi−
∑

Vk∈Pa(Gpd ,Vi)
bikVk, V̂ j = V j−

∑
Vk∈Pa(Gpd ,V j)

bikVk (3)

V1,V2 V2 V3 V̂2

V3 p = 0.68 p = 0.0 V1,V2

通过对待检验节点尽可能消除高方差父节点引入的噪声能有效提升 CIT检验结果的准确性, 如图 4所示, 对

待检验变量   , 当对   通过多元线性回归消除先验父节点   得到   , 此时 CIT 检验的结果从存在高方差节

点   的影响下检验的   恢复至   , 准确率显著提升并成功找到了   之间的因果边.
 
 

Var=50

V3

V3

V1 V2

V1 V2V1 V2

V1=V1−0

V2=V2−b13V3

CI(V1,V2)

V3

Var=1

CI(V1,V2)

Corr=0.021

p=0.68

Corr=0.451

p=0

图 4　消除高方差父节点后的 CIT检验结果
 

V3,V4

V3,V5

然而, 通过回归消除后的二次 CIT检验识别得到的因果关系存在两种可能: (1) 在真实因果结构中存在直接影

响的因果关系, 如图 5(c) 中的变量   . (2) 在真实因果结构中存在连通路径的间接影响的因果关系, 如图 5(d)

中的变量    .
 
 

(a) 真实结构 (b) 当前结构 (c) 直接因果关系 (d) 间接因果关系

图 5　回归检验后得到两种可能因果关系
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Nei

V4

V3,V5 V3,V5

(V̂i⊥V̂ j|dSet
(
Vi,V j

)∪S )

为了区分这些可能存在的因果关系, 算法需要进一步执行给定邻接节点集   的条件独立性检验, 这是为了

保证节点间存在直接因果关系, 即节点在图结构上是直接相连的. 例如, 在图 5(d) 中, 通过节点   阻断了节点

 的连通路径, 从而排除了节点   存在直接因果关系, 并不考虑添加这条因果边, 即定义 4 中的第 2 个条

件   .

通过对所有非邻接节点执行增强的条件独立性检验, 可以有效地找回在当前结构中可能遗漏的因果边. 为了

进一步保证结构更新的准确性, 算法将每个新增了一条因果边的图结构作为一个候选结构, 并针对这些候选结构

进行下一步的最优选择和结构更新. 在处理线性数据时, 本研究采用多元线性回归来消除已知的外部噪声. 尽管本

文的数据生成过程遵循线性模型, 但对于非线性或其他类型的数据, 本文提出的算法框架同样适用, 可以根据数据

特性选择多项式回归、梯度提升回归树 (GBRT)等方法. 

3.2   最小结构依赖的结构更新

在结构更新阶段, 算法的核心任务是从邻域搜索阶段获得的多个候选结构中“选择”最优结构, 并实现结构更

新. 为了评估出最优结构, 算法首先利用定向规则确定候选结构中无向边的方向, 然后通过定义的图结构依赖得分

和最小结构依赖逼近准则实现对于最优结构的选择.
算法首先应用 V结构 [9]和Meek规则 [21]明确图中某些无向边的方向, 从而得到可以唯一表示当前候选邻域结

构的 CPDAG图, 其中 V结构的具体定义如定义 5所示.
G Vi,V j Vk

Vi⊥V j|dSet
(
Vi,V j

)
Vi/⊥V j|(dSet

(
Vi,V j

)∪Vk Vi,V j Vk Vi→ Vk ← V j

定义 5 .  V 结构 [ 9 ] .  在因果图    中 ,  若两个节点    不直接相连 ,  但拥有一个共同邻居     ,  并且满足

 和   ), 则   和   构成 V结构, 记作   .
根据定义 4可知邻域搜索阶段找回的因果边需要尽可能剔除已知先验父节点的噪声, 所以其对应的两端节点

中至少有一端具有已知的先验父节点, 因此该因果边可以通过 V结构定义确定方向, 进而利用Meek规则 [21]可以

进一步定向结构中的剩余无向边, 并获得可以唯一表示该领域结构的 CPDAG图. 下面为了从多个候选结果中选

出最优结构, 定义了图结构依赖得分作为评价指标, 定义如定义 6.
D Gpd, Gpd

Vi ∈ V V j ∈ Ad j
(
Gpd,Vi

)
dSet
(
Vi,V j

)定义 6. 图结构依赖得分. 对数据集   和算法获得的当前结构   的图结构依赖得分表示为对所有结点

 , 与其非邻接结点   , 在给定对应的分离集   下的依赖得分之和, 公式为:
 

MIGpd =
∑n

i
MIi
(
D,Vi,V j|dSet

(
Vi,V j

))
,V j ∈ Ad j

(
Gpd,Vi

)
(4)

基于图结构依赖得分的定义, 本节中通过最小结构依赖逼近准则 (命题 1)检验在每次迭代过程中的候选邻域

结构是否存在更接近于真实的潜在因果结构, 并将最优的候选领域用于当前结构的下一步更新.
m GT D Gpd GT

G′pd Gpd Vi→ V j

Vtail = V j Vi→ V j GT m→∞

命题 1. 最小结构依赖逼近准则. 对于样本量大小为   的因果结构图   及其观测数据   , 令   为图   删除部

分因果边所得到的部分因果结构图,    表示在   上添加了   的有向边而构成的新的因果结构图, 其中

 , 表示该边的尾节点. 如果   在图   中存在, 且   , 则有以下结论成立.
Gpd VX ,VY P

(
Vi→ V j

) ∈ P VX ,VY(1) 对图   上   之间的连通路径   , 其中   , 则    在数据样本上 (条件)相关性下降: 

MIG
′ pd
i

(
D,VX ,VY |dSet (VX ,VY)∪Vtail

)
⩽ MIGpd

i

(
D,VX ,VY |dSet (VX ,VY)

)
(5)

Gpd, G′pd GT(2)相比图   的图结构依赖得分更趋近于真实结构   的图结构依赖得分: 

MIG′pd ⩽ MIGpd (6)

GT m→∞ GT VX ,VY

P P dSet (VX ,VY)

证明: 令   表示真实的因果结构图, 当样本量   , 对于   上任意一对非邻接变量   的所有连通路

径   , 给定可以阻断   的 d-分离变量结合   , 那么这对变量之间的依赖将趋于 0: 

MI
(
D,VX ,VY |dSet (VX ,VY)

)→ 0.

GT因此, 在   上, 所有非邻接变量对的依赖之和也趋于最小, 表示为: 

limm→∞MIGT =
∑n

i
MIi
(
D,VX ,VY |dSet (VX ,VY)

)→ 0.

G Vi→ V j,Vtail = V j G′

GT Vi→ V j P VX ,VY G′
现考虑一种错误的情况, 在当前结构图   上错误地添加了一条有向边的   , 形成新的候选图   .

在   中实际不存在通过   的连通路径   连接变量   . 因此, 在候选图   上通过这条新增边连通的非邻
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VX ,VY (Vi→ V j) < P VX ,VY G接变量   , 这条路径   ; 因为新增的路径不是真实路径的一部分, 所以   的依赖相对于图   而

言不会降低. 

MIG′i

(
D,VX ,VY |dSet (VX ,VY)∪Vtail

)
> MIGi

(
D,VX ,VY |dSet (VX ,VY)

)
.

G Vi→ V j,Vtail = V j G′ GT

Vi→ V j P VX ,VY G′ VX ,VY Vi→ V j Vi→ V j ∈ P

Vi→ V j P dSet (VX ,VY) V j P

dSet (VX ,VY)∪Vtail G′ G

反之, 在当前结构图   上正确的添加了一条有向边   , 形成新的候选图   , 并且在   中存在

通过   的连通路径   连接变量   , 则在候选图   上非邻接变量对   经过   连通,    ;
如果通过   连通的路径   不被当前分离集   阻断, 那么添加   到分离集中可以阻断路径   , 即

 能有效地反映变量间的独立性, 使得   更接近潜在真实因果结构   , 因此: 

MIG′i

(
D,VX ,VY |dSet (VX ,VY)∪Vtail

)
< MIGi

(
D,VX ,VY |dSet (VX ,VY)

)
.

G G′

GT

并且随着分离集的准确搜索, 节点之间的依赖将不断减小. 相对于图   , 图   上将得到更小的依赖之和, 更接

近潜在的真实结构   . 使得: 

limm→∞MIG′ < limm→∞MIG.

G Vi→ V j G′ GT Vi→ V j

Vi→ V j P VX ,VY

在当前结构图   上正确的添加了一条有向边   , 形成新的候选图   , 当在   中存在   的有向边,
但不存在通过   的连通路径   连接变量   , 则该边缘将不属于任何的非邻接变量对的连通路径 P, 图结

构的非邻接结合的图结构依赖得分将保持不变: 

limm→∞MIG′ = limm→∞MIG.

G′ G从而得到最终公式, 即添加正确边缘的候选图   相对于图   将更逼近潜在真实结构: 

limm→∞MIG′ ⩽ limm→∞MIG.

综上, 命题 1得证.
在命题 1的理论保证下, 算法基于最小结构依赖逼近准则可以学习到渐进正确的因果结构. 具体来说, 对候选

结构的依赖得分计算方法如算法 2所示.

算法 2. 计算候选图结构依赖得分.

D G′pd,
(
Vi,V j

) {
Ad j
(
Gpd,VX

)
,VX ∈ V

}
,dSet输入: 数据   , 图   节点对   ,    分离集;

G′ pd的MI dSet输出: 图   , 更新分离集   .

MI = 01. 初始化 

G′pd (
Vi,V j

)
Vtail2. 确定   中   的方向, 将尾节点保存为 

VX ∈ V3. For  
VY ∈ Ad j

(
Gpd,VX

)4.　 For  

(VX ,VY)
(
Vi,V j

)5. IF   通过    连通

dSet (VX ,VY) = dSet (VX ,VY)∪Vtail6.　　　  
7.　　 End if
8. 　End for
9. End for

MIG′pd =
∑n

i
MIi
(
D,Vi,V j|dSet

(
Vi,V j

))
,V j ∈ Ad j

(
Gpd,Vi

)
10. 计算图结构依赖得分 

MIG′ pd dSet11. Return   ,  

G′
(
Vi,V j

)
Vtail

Vi→ V j Vtail V j
(
Vi,V j

)
dSet
(
Vi,V j

)
算法 2 中描述了图结构更新的计算规则. 算法首先确定   更新   边的方向, 并保存尾节点为    (当

 ,    =   )(第 2行). 对于所有在当前结构上非邻接的节点对, 如果有被   连通的路径, 则将尾节点添

加到他们的   集合 (命题 1). 并使用更新的分离集计算依赖, 返回结果后续使用.

通过应用增强条件独立性检验方法恢复可能遗失的因果边, 在最小结构依赖准则下, 可以在多个候选邻域结
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构中挑选出最优结构, 并进行结构更新 (算法 1第 20行). 完成了启发式算法中单次迭代过程的实现. 通过以上方

法, 算法有效地解决了当真实因果结构存在高方差父节点使得 CIT结果准确性下降, 进而导致因果边被误删的问

题, 实现了对这些误删因果边的精确恢复. 

4   实验分析

本节将进一步对MMDCL算法通过仿真数据、贝叶斯网络数据和真实数据进行实验评估. 本节将在 4.1节详

细介绍实验的对比方法, 所用数据集以及评估指标. 在第 4.2节、第 4.3节和第 4.4节针对MMDCL算法与其他 5
种代表性的基于约束的因果结构学习算法分别在仿真数据、贝叶斯网络数据和真实数据这 3个数据集的实验情

况进行分析和评估. 

4.1   实验设置
 

4.1.1    对比方法

在对比方法中, 本文考虑了经典的全局结构学习算法以及从局部到全局的因果结构学习算法共 5种结构学习

算法作为本文的对比方法. 经典的全局结构学习算法有 PC[20]以及其改进版本 PC_Stable[46]和 PC_Maxp[46]算法.
PC_Stable在 PC的基础上引入了稳健的结构学习, 以避免由于特征排序导致的问题. PC_Maxp算法提出了在 PC
的基础上对 V 结构冲突采用最大得分定向的概念. 为避免高阶 CIT 问题, PC 系算法统一将条件集大小限制为 3
个节点以内. 从局部到全局的因果结构学习算法包括 GSBN[23]和 ADL[43]算法, 其中 GSBN 通过学习每个变量的

MB (Markov blanket), 在对称校验方法中通过统一的接收不对称结果来构建骨架, 最后通过条件独立性检验来确

定边的方向. 而 ADL方法则在对称校验中提出了自适应的骨架拼接策略, 并通过MMHC进行因果边定向和扩展

的因果边搜索过程. 

4.1.2    数据介绍

仿真数据: 仿真因果结构数据的生成机制服从线性无环因果结构模型: 

Xi =
∑

X j∈Pa(GT ,Xi)
bi jX j+εXi ,

εXi ∼ N (0,a) ,a ∈ [0,500] bi j ∼ U (−1,0)

∪U (0,1) X j Xi

其中,    表示随机生成的噪声, 用于模拟真实因果结构中存在高方差节点的情况,  
 表示从父变量   指向子变量   的因果边强度. 在实验中, 对 CIT检验中的回归消除部分采用了多元线性

回归方法. 实验的其他参数见表 2, 其中粗体表示对照实验中的默认设置.
 
 

表 2　仿真数据参数设置
 

参数 范围

Dimension (节点维度) {5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40}
Sample size (样本量) {500, 1000, 1500, 2000}

Average in-degree (平均入度) {1, 1.5, 2, 2.5}
 

贝叶斯网络数据: 贝叶斯网络数据使用的是由 Scutari等人 [47]构建的“multiple quantitative trait analysis using
Bayesian networks”数据集, 该系列数据集涵盖了 multiparent advanced generation inter-cross (MAGIC) 冬小麦种群

的信息, 综合了多个定量性状, 每个个体都进行了基因分型, 该数据集收录于 https://www.bnlearn.com/bnrepository/,
其结构来源于真实世界并提供了数据生成的方法, 本文将该数据集分为 3组数据样本量, 分别包含 500、1 000和 2 000
个数据实例. 具体信息如表 3所示.
 
 

表 3　贝叶斯网络数据集结构信息
 

数据集 观察节点 平均入度 最大入度 边数

MAGIC-NIAB 44 3 9 66
MAGIC-IRRI 64 3.19 9.97 230
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真实数据: 真实数据为 Downs 等人 [48]在 1992 年首次提出并在化学工程领域广泛应用的 Tennessee Eastman
(TE) 数据集. 本文使用的是 2022年由Menegozzo修订并公开的版本 [49]. 该数据集模拟了化工过程的正常稳态运

行情况, 并应用中值操作符在 3 min 的滑动窗口上进行子采样, 覆盖了总共 75 h 的过程. 这个修订版本选取了共

33个变量进行分析, 并分为 22个连续测量的变量 (X1–X22)和 11个操纵变量 (X23–X33), 其中在它的数据预处

理阶段, 提前删除了 X27和 X31这两个方差为零的变量, 并给出了基于这些变量的明确因果结构, 如图 6[49]. 数据

来源于 https://github.com/giovanniMen.
本文所有实验均在配备 Intel(R) i7-1070、3.2 GHz CPU和 16 GB内存的计算机上进行. 独立性检验的显著性

水平设置为 0.01, 独立性检验使用 Fisher_Z检验, 其余参数采用默认设置, 每组实验运行 100次以上.
 
 

X33

X10 X13

X22 X12 X5

X7

X27 X25 X23

X32

X26X29

X15

X16X19

X31

X17

X30

X18 X21

X24

X2 X3

X6

X9X8

X1

X28 X14 X20 X4

X11

图 6　TE的真实因果结构
  

4.1.3    评估方法

本文利用准确率 (precision, PRE)、召回率 (recall, RRC)、F1值和结构汉明距离 (structural Hamming distance,
SHD) 这 4 项指标来评估提出的算法性能. 准确率计算正确预测的边与所有预测边的比例, 反映错误因果边的频

率. 召回率衡量正确预测的边相对于网络中实际边的比例, 指出遗漏边的情况. F1值综合考虑准确率和召回率, 全
面评价算法性能. SHD量化算法预测与真实结构之间的差异, 包括缺失的边、多余的边和方向错误的边, SHD越

低, 预测的结构越接近真实. 具体公式如下: 

PRE =
T P

T P+FP
, REC =

T P
T P+FN

, F1 =
2×PRE×REC

PRE+REC
,

其中, TP 表示在学到的邻接矩阵信息中预测正确的定向边的数量; FP 代表将不存在或正/反向预测为存在或反/正
向数量; FN 代表将正/反边预测为不存在或反/正向的数量. 

4.2   仿真数据实验结果

本部分将分析在仿真数据随着网络节点维度、样本量大小和平均入度的变化下, MMDCL算法与其他 5个对

比方法的指标变化. 其中 PRE, REC 和 F1的实验结果见图 7, SHD的结果见表 3.
1) 随着节点维度的上升, MMDCL 算法稳定保持在 PRE 高于 83%, REC 高于 65%, F1 高于 75% (图 7(a1),

(a2), (a3)), 相比之下, PC_Stable, PC_Maxp和 GSBN算法在节点维度超过 15后 PRE 结果略高于本文算法 5%, 但
它们的 REC 则相对降低了 15%以上, 说明这些方法得到的结果中有较多因果边的丢失. 而 PC算法和 ADL算法

在 3 个评价指标上都略低于本文算法. 其中, 虽然 ADL 算法在网络节点数量为 5 时的 F1 值较高, 但随着节点维

度上升, 其方法由于爬山法的局限性, 性能也有所下降.
2)随着样本量大小的上升, MMDCL算法的性能也不断提升, 与其他方法相比, 在所有样本量大小的条件下,
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MMDCL算法的 REC 和 F1与对比方法相比, 提升了 5%–35% (图 7(b1), (b2), (b3)).

3)随着节点平均入度的提高, 网络结构会越来越复杂, 但MMDCL算法的 REC 和 F1值表现依旧稳定 (图 7(c1),

(c2), (c3)), 而且在平均入度为 1.5 时, MMDCL 算法的结果最优, 这是因为由于网络中存在更多的非屏蔽对撞机

(unshielded collider)[33], 使得更多的边缘可以定向. 当平均入度上升为 2.5时, 所有算法的性能均有所下降, 这是由

于网络中符合定向规则的边减小, 但此时 MMDCL 算法相对对比方法 F1 值高于 20% 以上. 而 ADL 算法随着网

络复杂化在有限迭代次数内也难以快速找到最优解, 而导致其识别结果受限.
 
 

5 10

(a1) 不同节点维度下的 PRE

(b1) 不同样本量下的 PRE

(c1) 不同平均入度下的 PRE (c2) 不同平均入度下的 REC (c3) 不同平均入度下的 F1

(b2) 不同样本量下的 REC (b3) 不同样本量下的 F1

(a2) 不同节点维度下的 REC (a3) 不同节点维度下的 F1
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图 7　仿真数据在不同参数下的指标结果
 

总体而言, MMDCL算法在各种参数设置下都表现出显著的性能提升. 尽管在 PRE 上略低于 3种对比方法约

5%, 但其 REC 显著提升超 20%且 F1值在各参数设置上都有显著提升, 这表明算法可能增加了一些错误预测, 但

它能够更有效地纠正误判, 找回更多丢失的因果边.

本文算法在不同参数设置上 SHD学习指标的结果如表 4所示. 首先, 随着节点维度的增加, 本文算法相对于

对比方法而言, 依旧保持相较低的 SHD值的优势. 在 Dimension=35的情况下, 与对比方法相比, 本文算法 SHD可

以提升最多 15个因果边的正确率. 其次, 随着样本量的增加, 本文算法的 SHD值也不断降低, 这说明样本量的提

升可以使得算法输出更优的结果. 而在 Sample size=500的情况下, 本文算法在各维度上的结果表现依旧最优, 这
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也说明了算法在数据有限场景下的稳定性. 而在 Sample size=2000 时, SHD 相对于所有对比方法而言, 可以提高

5–15 个因果边的正确率. 由此可见, 在不同维度和样本量条件下的 SHD 的结果表明了本文算法具备更好的结构

学习性能.
 
 

表 4　仿真数据在节点维度和样本量变化下的 SHD
 

Dimension Method Sample size=500 Sample size=1000 Sample size=2000

15

PC 20.27±4.48 18.60±4.98 16.99±4.88
PC_Stable 16.31±4.58 13.96±4.63 12.43±4.40
PC_Maxp 17.94±5.17 14.86±4.96 13.89±5.02
GSBN 15.55±3.66 14.40±3.85 13.18±5.18
ADL 13.79±3.95 12.21±3.57 11.87±3.81
Ours 13.88±4.89 11.82±5.16 10.08±4.52

25

PC 34.26±6.67 32.91±6.61 29.83±6.81
PC_Stable 27.35±6.92 24.03±7.46 20.88±7.40
PC_Maxp 29.61±7.56 27.40±6.55 23.04±8.06
GSBN 26.18±5.63 24.05±8.56 22.61±8.38
ADL 23.89±5.56 22.20±5.90 21.08±5.08
Ours 23.11±7.65 20.89±8.57 17.06±8.06

35

PC 44.75±7.43 40.75±8.07 37.90±8.97
PC_Stable 36.09±7.28 31.36±7.93 28.38±8.13
PC_Maxp 39.31±8.25 34.47±8.59 30.50±9.02
GSBN 35.43±10.65 33.24±11.62 30.89±14.24
ADL 31.45±5.67 29.17±6.82 27.99±6.95
Ours 31.36±8.31 26.72±8.61 24.00±9.50

  

4.3   贝叶斯网络数据实验结果

本节将详细分析在贝叶斯网络数据下随着 3个不同的样本量 (500、1 000、2 000)设置下, MMDCL算法的性

能表现. 如图 8所示, PRE、REC 和 F1的结果表明, MMDCL在 3个数据样本上均表现出优于对比方法的结果. 具

体来说, 在 MAGIC-NIAB 数据集下, MMDCL 的 PRE, REC, F1 的结果相比于对比方法提升 5%–45%. 而对于

MAGIC-IRRI数据集, MMDCL的 PRE, REC, F1结果均比对比方法提升 10%–25%. 其中, 随着样本量增加, 算法

性能也有所提升. 在样本量 2000 时, 算法在保持高精确率的同时, REC 大于 75%, F1 大于 70%, 这与仿真数据上

得到的结论一致. 即使在样本量仅为 500时, 算法依旧能优于对比方法 5%–30%, 其中在MAGIC-NIAB上, 本文算

法在 REC 的结果上相对对比方法最大可提升接近 50%, 这可能是因为当前数据具有更大的方差差异导致可以恢

复的因果边更多, 也进一步验证了本算法在样本受限条件下的鲁棒性. 通过实验结果有效证实了本文算法在处理

贝叶斯网络数据时的有效性.

表 5中 SHD结果进一步支持MMDCL实验结果的可靠性. 在所有样本量条件下, MMDCL算法在 SHD指标

上均展现出显著的优势. 在MAGIC-NIAB数据集中, 样本量为 500时, MMDCL相较于其他方法减少了 8–20个错

误的因果边, 体现了在小样本下结构学习的可靠性. 随着样本量的增加, MMDCL算法的 SHD降低到 20以内, 这

也说明随着样本量上升, 本算法具备更高的稳定性和准确性. 在 MAGIC-IRRI 数据集上, MMDCL 算法降低了

10–20个错误因果边, 随着样本量增加, SHD值降低到 40, 相对于对比方法, 本算法有明显提升. 这些实验结果表

明了本算法在小样本量条件下具备优秀的性能表现, 并且随着样本量的增加, 其学习效率得到进一步提升, 这说明

了本算法在处理贝叶斯网络数据的准确性. 

4.4   真实数据实验结果

在真实数据集 TE 下, 使用 PC_Stable 算法学习得到的结构与通过 MMDCL 算法执行的因果边恢复结果如

图 9 所示. 图 9 中的节点代表观测变量, 除去 X27 和 X31 之后, 共有 31 个节点参与分析. 其中, 浅灰色的边代表
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CIT(X32− f (X21) ,X9|X6)

CIT(X8,X9− f (32)− f (6))

PC_Stable 算法错误地学习到的因果边, 虚线边表示正确学习到的因果边, 包括了无向边和有向边. 实线边表示

MMDCL算法成功恢复的正确因果边, 而双横线边则代表MMDCL算法恢复的错误因果边. 图 9中, 正确因果边

的两端节点用黑色方块突出表示. 例如, 对于因果边 X32→X9, 考虑到 X32有先验的父节点 X21和 X6, 而 X9有
先验的父节点 X6, 在进一步测量   的情况下, 这条因果边便能被成功恢复. 同理, 在考虑

 的情况下, 又可以恢复出 X8→X9的因果对于错误学习到的因果边, 如 X14→X16, 其中

X14是 X16的潜在祖先, 它们在真实因果结构中通过路径 X14→X29→X15→X16连通, 由于这条连通路径的中间

节点 X29和 X15没有被识别到, 导致 X14–X16因果边未被成功 d-分离, 最后被错误判断为直接相连的因果边而

添加. 类似的, X7→X20, X28→X20也是具有潜在间接因果关系, 但是由于算法在爬边过程中, X11作为关键的连

通路径中的 d-分离节点还未被找回导致这两条边被错误的恢复了, 这也是启发式算法通常所面临的局部最优解问

题. 最后, X13→X11则是由于 V结构定向规则导致的误判问题. 与原始算法相比, 本研究的算法成功恢复了 6条
正确的因果边, 同时误学习了 3条错误的因果边, 以及一条方向错误的因果边, 在真实数据实验中观察到, 尽管存

在部分错误的因果先验节点, 但这些节点并没有直接导致因果识别结果的错误. 相反, 更多的错误是由于未能找到

连通路径中关键节点集造成的. 这说明在真实数据上, 本算法对部分错误先验信息具有一定的抗干扰能力, 进一步

证实了MMDCL算法能够有效地找回潜在因果结构中存在的因果关系.
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图 8　贝叶斯网络数据在不同样本量下的实验结果
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表 5　贝叶斯网络数据在不同样本量下的 SHD
 

Dimension Algorithm Sample size=500 Sample size=1000 Sample size=2000

MAGIC-NIAB

PC 42.55±3.99 29.27±3.50 24.43±2.22
PC_Stable 42.04±4.30 26.24±3.49 21.43±2.74
PC_Maxp 44.90±4.11 31.01±3.57 26.30±2.83
GSBN 54.01±3.71 45.72±3.62 37.33±3.61
ADL 55.51±3.95 49.73±3.57 48.78±3.81
Ours 34.71±4.77 20.26±3.63 19.01±3.23

MAGIC-IRRI

PC 78.72±4.06 63.15±4.61 49.15±3.97
PC_Stable 80.67±4.41 64.5±4.97 50.06±3.86
PC_Maxp 84.24±3.72 70.09±4.97 56.07±4.45
GSBN 81.83±3.65 70.11±3.57 58.17±3.56
ADL 86.61±4.67 76.69±4.48 69.55±4.89
Ours 73.14±5.57 54.23±4.96 40.88±4.27

  

正确的无向边 正确的有向边 正确的有向边 错误的有向边错误的无向边 错误的有向边
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图 9　真实数据下MMDCL的结构学习结果
  

5   讨　论

MMDCL算法旨在通过部分先验结构信息降低高方差节点对 CIT结果的影响, 从而增强条件独立性检验的准

确性, 保证结构学习算法的有效性. 该算法框架建立在线性无环因果结构模型的基础上, 并假设变量间的因果关系

可以被建模为线性关系. 尽管线性因果模型在基因表达 [7]、生物化学研究 [8]、医疗病理分析 [9]、社会学分析 [10,11]

等能够被构建为贝叶斯网络模型的现实数据中得到广泛的应用, 但本文方法的理论结果并不能直接推广到非线

性, 高复杂结构的数据中. 其本质的原因在于, 本算法通过线性回归进行增强的条件独立性检验, 并基于偏相关检

验来量化变量间的条件独立性. 然而偏相关检验并不适用于测试非线性模型下的条件独立性. 一种可能的解决方

案是通过分析条件互信息在消除高方差噪声干扰下的统计特性, 来拓展本文的理论结果到非线性模型上, 这将是

未来需要进一步研究的工作.
此外, 由于本算法在消除高方差节点的影响时需要最大可能的利用已知先验信息, 当先验节点不准的情况下

(例如错误删除了父亲节点), 很可能导致增强独立性检验判断出一些错误的依赖关系, 使得领域搜索阶段得到部

分的错误因果候选边. 为了避免恢复错误的因果边, 算法在进行结构更新时, 通过最小结构依赖测量每次选择候选
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结构中依赖得分最小的结构, 进而避免并减少部分错误的因果边被恢复的情况, 通过这一步骤可以有效避免错误

先验导致的迭代错误问题. 其中, 最小结构依赖测量是一种结构得分的方法, 但相对于经典的得分算法 GES而言,
本算法在进行结构评分之前, 首先通过增强独立性检验对节点间的因果相关关系进行判断, 筛选掉大部分的无关

候选边, 避免了 GES算法需要遍历所有可能的候选边进行最优结构计算的问题. 其次, 本文算法的目标是解决条

件独立性检验在受到高方差节点影响下结构不准确的问题, 算法本质上是对条件独立性检验过程的优化, 最小结

构依赖测量作为辅助验证的方法保证更新结构的准确性, 相对于 GES高度依赖得分方法的结果, 本文算法通过增

强独立性检验和最小结构依赖测量的双重检验步骤有效的中和了假阳性和假阴性结果的输出. 

6   总　结

本研究针对基于约束的因果发现算法在样本受限和真实因果结构存在高方差节点的条件下存在的结构学习性

能下降问题, 通过对经典条件独立性检验方法 (Fisher_Z检验)进行实验分析和理论推导, 揭示了高方差父节点引入

的噪声是影响子结点与其低方差父节点的 CIT结果不可靠, 进而导致结构学习性能下降的主要原因. 为此, 本研究

提出了利用部分已知结构信息来消除已知的高方差父节点引入的噪声, 以提升 CIT结果的可靠性. 紧接着, 基于上

述增强的条件独立性检验方法, 本文提出了MMDCL算法, 并在数据仿真实验、贝叶斯网络数据和真实数据中, 验
证了该算法能有效地恢复因果图中因误判而丢失的因果边. MMDCL算法为在样本受限和真实因果结构存在高方

差节点的条件下的因果关系研究提供了一种更精确、更可靠的方法. 此外, 基于先验信息本研究提出的算法框架还

能适用于更多的场景, 未来的研究可以进一步探索先验信息的准确性, 提升因果结构学习策略的准确性与适用性.
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