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摘　要: 动态规划是一种递归求解问题最优解的方法, 主要通过求解子问题的解并组合这些解来求解原问题. 由于

其子问题之间存在大量依赖关系和约束条件, 所以验证过程繁琐, 尤其对命令式动态规划类算法程序正确性验证

是一个难点. 基于动态规划类算法 Isabelle/HOL 函数式建模与验证, 通过证明命令式动态规划类算法程序与其的

等价性, 避免证明正确性时处理复杂的依赖关系和约束条件, 提出命令式动态规划类算法程序设计框架及其机械

化验证. 首先, 根据动态规划类算法的优化方法 (备忘录方法)和性质 (最优子结构性质和子问题重叠性质)描述问

题规约、归纳递推关系式和形式化构造出循环不变式, 并且基于递推关系式生成 IMP (minimalistic imperative

programming language)代码; 其次, 将问题规约、循环不变式和生成的 IMP代码输入 VCG (verification condition

generator), 自动生成正确性的验证条件; 然后, 在 Isabelle/HOL定理证明器中对验证条件进行机械化验证. 算法首

先设计为命令式动态规划类算法的一般形式, 并进一步实例化得到具体算法. 最后, 例证所提框架的有效性, 为动

态规划类算法的自动化推导和验证提供参考价值.
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Abstract:  As  a  recursive  method  for  finding  the  optimal  solution  to  a  problem,  dynamic  programming  mainly  solves  the  original  problem
by  first  solving  the  subproblems  and  then  combining  their  solutions.  Due  to  a  large  number  of  dependencies  and  constraints  among  its
subproblems,  the  validation  procedure  is  laborious,  and  especially  the  correctness  verification  of  imperative  dynamic  programming
algorithms  is  a  challenge.  Based  on  the  functional  modeling  and  verification  of  dynamic  programming  algorithms  Isabelle/HOL,  this  study
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avoids  dealing  with  complex  dependencies  and  constraints  in  proving  correctness  by  verifying  the  equivalence  of  imperative  dynamic
programming  algorithms  and  their  programs.  Meanwhile,  a  framework  for  the  design  of  imperative  dynamic  programming  algorithmic
programs  and  their  mechanized  verification  are  proposed.  First,  according  to  the  optimization  method  (memo  method)  and  properties
(optimal  substructure  property  and  subproblems  overlapping  property)  of  dynamic  programming  algorithms,  the  problem  specification  is
described,  the  recursive  relations  are  inductively  derived,  and  the  loop  invariants  are  formally  constructed.  Then,  the  IMP  (minimalistic
imperative  programming  language)  code  is  generated  based  on  the  recursive  relations.  Second,  the  problem  specification,  loop  invariants,
and  generated  IMP  code  are  fed  into  VCG  (verification  condition  generator)  to  generate  the  verification  condition  for  correctness
automatically.  Additionally,  the  verification  condition  is  then  mechanically  verified  in  the  Isabelle/HOL  theorem  prover.  The  algorithm  is
initially  designed  in  the  general  form  of  an  imperative  dynamic  programming  algorithm  and  further  instantiated  to  obtain  specific
algorithms.  Finally,  the  effectiveness  of  the  proposed  framework  is  validated  by  case  studies  to  provide  references  for  automated  derivation
and verification of dynamic programming algorithms.
Key words:  Isabelle/HOL; mechanized verification; dynamic programming; imperative; verification condition generator (VCG)

动态规划是一种递归求解问题最优解的算法设计方法, 其在求解问题时, 常将原问题拆解为一系列子问题, 并
通过计算子问题的解来逐步推导出最终问题的解 [1]. 这些子问题之间存在大量依赖关系和约束条件, 导致验证过

程复杂. 尤其, 对于命令式动态规划类算法程序的正确性进行验证是一个难点.
形式化方法是基于严格数学基础, 对计算机硬件和软件进行描述、开发和验证的技术 [2]. 使用形式化方法可

以有效保证动态规划类算法正确性, 近年来已经出现了大量的相关研究工作. 在动态规划类算法形式化推导方面,
文献 [3−5] 关注于 0-1 背包问题及其变形问题的形式化推导, 但未形成适用于一类动态规划问题的通用框架; 文
献 [6−8] 则是对一类算法的实现方法和递推关系式的形式化推导, 但缺乏对推导结果的机械验证. 在动态规划类

算法形式化验证方面, Bortin进行了动态规划 CYK算法的函数式验证 [9], Wimmer等人提供了一个基于 Isabelle/
HOL[10]的轻量级框架 [11,12], 可以对动态规划类算法进行函数式建模与验证. 上述研究主要集中在使用形式化方法

对函数式动态规划类算法进行验证.
然而, 命令式动态规划类算法程序依赖于程序状态导致严重的副作用, 这使得证明命令式动态规划类算

法程序的正确性尤其困难. 命令式程序相较于函数式程序有更为广泛的使用, 因此, 对命令式动态规划类算法

进行验证变得更加紧迫和重要. 为了验证命令式动态规划类算法, 基于Wimmer等人所实现的动态规划类算

法 Isabelle/HOL 函数式建模与验证的研究, 本文通过证明命令式动态规划类算法程序与其等价性, 避免了在

证明正确性时处理复杂的依赖关系和约束条件, 并进一步提出了命令式动态规划类算法程序设计框架及机械

化验证.
具体工作贡献如下.
1) 为了解决命令式动态规划类算法验证困难, 基于Wimmer等人实现的动态规划类算法函数式建模与验证,

通过证明命令式动态规划类算法程序与函数式程序的等价性, 提出了一种命令式动态规划类算法程序设计框架,
避免证明命令式算法程序正确性时处理复杂的依赖关系和约束条件.

2) 提出命令式动态规划类算法程序机械化验证方法. 该验证方法自动生成正确性的验证条件, 对其验证采用

Isabelle/HOL定理证明器, 实现了验证的自动性和机械性, 有效保证算法程序的正确性和可靠性.
3) 基于动态规划类算法设计框架和机械化验证方法, 实例化了 0-1背包问题和最长公共子序列问题的设计和

验证, 从而完成了从一般形式得到两个实例的推导. 检验了所提框架的有效性, 为今后动态规划类算法的自动化推

导和验证提供参考价值.
基于以上分析, 本文给出了命令式动态规划类算法程序推导及机械化验证, 其中设计框架和机械化验证方

法如后文图 1所示. 首先, 命令式动态规划类算法的设计使用动态规划的备忘录性质描述问题规约, 动态规划

的最优子结构性质和子问题重叠性质归纳递推关系式以及动态规划的最优子结构性质构造动态规划类算法的

循环不变式 [13], 并且生成递推关系式对应的 IMP代码 [10]; 然后将上述生成的问题规约、IMP代码和循环不变

式输入 VCG[10], 自动生成验证条件; 最后利用 Isabelle/HOL定理证明器对生成的验证条件进行验证, 保证证明

的可靠性. 
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1   相关工作

动态规划是一种高效的算法设计方法. 它通过将原始问题拆分为子问题, 并利用已经计算过的子问题的结果,
避免了重复计算, 从而显著提高了计算效率. 近年来, 针对动态规划算法的研究, 主要包括设计、形式化推导以及

验证这 3个方面.
 
 

动态规划

优化方法: 备忘录方法 描述

归纳

归纳

构造
循环不变式
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图 1　命令式动态规划类算法程序设计框架及机械化验证
 

● 动态规划算法的设计. 文献 [14]主要工作是通过优化递推关系式, 达到提高动态规划类算法时间效率的目

的, 也探讨动态规划类算法的应用. 文献 [15] 使用并行化技术对动态规划类算法进行优化, 通过交互式的逐步求

精方法, 开发了由 SMT验证求精的应用条件. 文献 [16]介绍如何在 Apache Spark上高效执行动态规划算法, 总结

4 种动态规划类算法的设计方法, 并解释如何将这些算法映射到 Spark 框架上. 文献 [17] 基于半环结构提出了一

种可解释动态规划类算法的方法, 借助半环的代数模型构建 Haskell库, 实现动态规划类算法, 通过保留执行过程

的结果, 来解释做出的最优决策选择. 上述文献关注动态规划一类算法的设计优化, 主要通过测试来检验算法正确

性. 然而, 测试只能发现部分错误, 由于无法对算法的所有可能情况做到全覆盖, 因此无法证明算法无错, 要确保算

法的正确性仍需要增加严格的形式化方法验证.
● 动态规划算法的形式化推导. 文献 [3−5]针对经典 0-1背包问题以及若干变形问题进行手工形式化推导,

并没有推导一类动态规划算法的形式化方法. 文献 [6,7]使用数学符号形式化推导动态规划类算法的递推关系

式, 并且通过具体的问题展示如何根据问题的特点和要求, 建立状态转移方程, 最终得到问题的最优解. 文献 [8]
针对自上而下和自底向上两种动态规划类算法进行形式化推导, 并且介绍了动态规划算法在优化问题中的应

用. 其中, 自上而下方法结合了分治和备忘录的思想, 通过存储实例的解决方案来优化算法性能; 自底向上方法

通过在每一步中生成新的子实例来避免了递归调用的内存和时间开销, 不需要对所有可能的子实例进行解决、

存储和组合. 文献 [6−8] 是对动态规划一类算法关于实现方法和递推关系式的形式化推导, 缺少对算法正确性

进行机械化验证.

● 动态规划算法的验证. Bortin 使用 Isabelle/HOL 定理证明器定义出备忘录表的方式 [9], 对典型动态规划

CYK (Cocke-Younger-Kasami algorithm) 算法进行形式化定义和机械化验证, 辅助函数和验证代码有千余行.

Bortin针对一个典型动态规划问题进行验证, 而Wimmer等人对于一类动态规划问题进行研究 [11,12]. Wimmer等人

介绍基于 Isabelle/HOL定理证明器验证动态规划类算法结果是最优解的正确性, 并且设计了带有自动记忆功能的

递归函数, 给出自动验证正确性的框架, 具体实现见文献 [12]. 文献 [9,11,12]是主要集中在使用形式化方法对函数

式动态规划算法进行验证, 然而命令式程序相较于函数式程序逻辑结构更复杂, 且依赖于程序状态导致严重的副

作用, 因此验证命令式动态规划类算法程序更加困难.

针对以上问题, 本文基于Wimmer等人所实现的动态规划类算法函数式建模与验证, 通过证明命令式动态规

划类算法程序与其等价性, 提出了命令式动态规划类算法程序设计框架及机械化验证. 避免在证明正确性时处理

复杂的依赖关系和约束条件, 解决了命令式代码验证困难的问题. 其中验证条件采用 VCG自动生成, 验证过程采

用 Isabelle/HOL定理证明器对验证条件进行机械化验证; 基于命令式动态规划类算法设计框架和机械验证, 实例
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化了 0-1背包问题和最长公共子序列问题的设计和验证, 完成了从一般形式得到具体实例的推导, 验证了所提框

架的有效性, 为未来动态规划类算法的自动化推导和验证提供了有价值的参考. 

2   动态规划类算法的设计框架

本节主要介绍命令式动态规划类算法程序设计框架. 首先根据动态规划类算法的备忘录方法对问题规约进行

描述, 包括前置条件和后置条件; 其次依据动态规划类算法的子问题重叠性质和最优子结构性质归纳递推关系式;
然后根据动态规划类算法的最优子结构性质构造循环不变式; 最后基于递推关系式生成相应的 IMP代码 [10], 完成

命令式动态规划类算法程序设计.
该设计框架基于 Wimmer 等人所实现的动态规划类算法函数式建模, 并且文献 [12] 直接证明了函数式求解

结果满足最优解. 本节通过在后置条件和循环不变式中分别设计命令式动态规划类算法程序运行结束和过程中的

解与相应函数式程序解是相等的, 间接验证了命令式动态规划类算法程序 IMP代码的正确性. 

2.1   问题规约描述

动态规划法将待求解原问题 P 分解成若干个相互重叠的子问题, 记为 P1, P2,…, Pn, 每个子问题对应决策过

程的一个阶段. 在解决问题的过程中, 为了避免重复计算, 动态规划法引入了备忘录的概念, 用于存储计算结果, 避
免重复计算子问题 [1]. 备忘录将已经求解子问题 Pi 的最优解 f(Pi), 以二维最优决策表 m 的方式进行存储, 这个最

优解可以是最大值、最小值、最长路径、最短路径等不同形式, 根据具体问题而定.
如图 2 所示, 在使用递归算法自顶向下对最优决策表 m 进行求解时, 按照具体算法的步骤, 从左到右、从上

到下依次填写最优决策表 m. 其中, i 表示阶段从 0开始到 u, j 表示状态从 0开始到 v, 最终 i, j 分别到达求解最后

目标问题 m[u, v]的阶段 u 和状态 v, u=length m – 1, v = length (m[i – 1]) – 1[18,19]. i, j 分别作为外循环变量和内循环

变量遍历二维最优决策表 m, 最终外循环变量 i 遍历最优决策表跳出循环, 即结束时 i=length m.
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图 2　动态规划类算法求解过程
 

针对动态规划类算法, 借助形式化的方法来描述解决这类问题的程序规约<P, Q>, 其中 P和 Q分别是该算法

程序的前置条件和后置条件 [20].
(1)前置条件 P是程序执行之前满足的条件, 即在执行动态规划算法之前, 必须满足的条件. 最优决策表 m 作

为动态规划类算法的备忘录, 其行数要满足大于等于 1.

G u v λ

(2)后置条件 Q表示程序终止时应满足的条件, 即在执行动态规划算法之后, 得到的结果应该满足的条件. 算
法终止的时候, 设对应的外循环变量 x 等于跳出循环的值 length l, 即 x=length l, 表示各阶段状态的所有子问题均

已求解. 文献 [12]给出关于函数式动态规划算法的定义 (设为 G), 并且直接证明定义的函数求解结果满足最优解.
因此, 本文主要通过证明函数 G 与命令式动态规划类算法的等价性来间接确保命令式动态规划算法的正确性, 即

证明命令式动态规划类算法求解最优决策表 m 的最后目标问题 m[u, v]与函数式定义的对应位置   相等, 以
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此表示最终得到的结果满足最优解, 从而证明了命令式动态规划类算法的正确性.

综上所述, 基于二维最优决策表 m 作为动态规划类算法的备忘录, 描述可得在 Isabelle/HOL中命令式动态规

划类算法程序规约如下.

■ 前置条件 P: length m ≥1.

x = length l∧m!u!v =G u v λ■ 后置条件 Q:    .

λ

G u v λ

其中, m 表示存储动态规划类算法结果的备忘录, 采用的二维最优决策表的形式存储; x 表示遍历 m 的外循环变

量, x=length l 表示最终计算结束跳出循环时 x 的取值为 length l; u 和 v 分别表示最后目标问题的阶段和状态;

m!u!v 表示在 Isabelle/HOL中对二维最优决策表 m 最后目标问题的取值;    表示文献 [12]定义函数式动态规划类

算法时除去递归变量的其他变量;    表示通过函数式定义对于最后目标问题的求解结果. 

2.2   递推关系式归纳

动态规划类算法通过划分原问题为若干个子问题, 并利用最优子结构和重叠子问题两个性质进行求解. 动态

规划的重叠子问题指在解决原问题 P 的过程中, 会遇到相同的子问题 Pi. 而最优子结构性质指问题 P 的最优解

f(P)由其子问题 Pi 的最优解 f(Pi)组合而成. 为了避免相同子问题的重复求解, 动态规划类算法对每一个子问题只

计算一次, 并将计算结果保存在备忘录中, 以获得较高的求解效率. 递推关系式 (recurrence relation, RC)是根据最

优子结构性质以及已经求解过的子问题结果, 得出整个问题的最优解. 这个过程是从次小的问题开始, 通过将问题

划分为多个子问题, 一步步向较大的问题进行转化, 最终得到原问题 P 的最优解 f(P).

根据动态规划类算法的两个性质, 可知动态规划是多阶段最优化决策解决问题的过程, 是将过程分成若干个

互相联系的阶段, 在它的每一阶段都需要做出决策. 解决问题时, 一般由初始状态 (阶段 i=1)开始, 通过对中间阶

段决策的选择, 达到结束状态 (阶段 i=length m). 这些决策形成了一个决策序列, 同时确定了完成整个过程的一条

最优的活动路线. 依据动态规划多阶段决策的性质, 递推关系式反映阶段之间的依赖关系. 本文提出了动态规划类

算法的递推关系式归纳步骤.

步骤 RC1. 定义阶段和状态. 阶段是问题求解过程的一个时段, 状态表示分析对象在某个阶段的状况, 用变量

i 表示阶段变量, 变量 j 表示状态变量.

步骤 RC2. 确定决策. 当各阶段的状态取定以后, 就可以做出不同的决定, 从而确定允许进入到当前 i 阶段 j 状
态的阶段和状态分别对应 i'和 j'; 主要分为 3种情况: i 减少, j 不变, 即 i'<i, j'=j; i 不变, j 减少, 即 i'=i, j'<j; i 减少, j
也减少, 即 i'<i, j'<j.

(i′, j′) ∈ D(i, j)

步骤 RC3. 给出允许决策集合. 决策的取值往往要限制在一定的范围内, 用 D(i, j)表示允许进入到当前 i 阶段

j 状态的允许决策集合. 则有   .

步骤 RC4. 定义函数.
● 辅助函数. 当前 i 阶段 j 状态下可能的取值不是允许决策之间通过取值直接得出, 还需要根据具体问题允许

决策通过辅助函数 X(i, j)来得出.

● 依赖函数. 依赖关系用函数 t 表示, 即表示允许决策与当前 i 阶段 j 状态之间的取值存在怎样的依赖关系.

● 最优化函数. 用于明确问题的优化目标, 即在问题中达到的最佳结果, 可以表示为 max (最大)或者 min (最

小), 用最优化函数 opt表示.

● 最优指标函数. 用于衡量所选定策略优劣的数量指标称为指标函数, 第 i 阶段第 j 状态的最优指标函数记

作 F(i, j).

● 判断函数. 对于具体问题需要分情况讨论对应的递推关系式, 该分情况指的是关于 i 和 j 的某种关系进行判

断. 设关于 i 的函数是 Ji, 关于 j 的函数是 Jj, 且关于 i 和 j 的函数是 Judge, 不同情况关于 i 和 j 的函数分别是

Judge1, Judge2 等.

步骤 RC5. 归纳动态规划的递推关系式. 
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Judge(Ji(i), J j( j))→ F(i, j) = opt
(i′ , j′)∈D(i, j)

t(F(i′, j′),X(i, j)).

递推关系式和最优决策表的关联如下.
● j 表示第 i 阶段的某个状态, 使用最优指标函数记作 F(i, j)对最优决策表 m[i, j]进行求解.
● 函数 t 用来表示 i 阶段 j 状态的最优指标函数 F(i, j)和 i'阶段 j'状态的最优指标函数 F(i', j')之间的递推关

系, 即用于表示最优决策表 m[i, j]和 m[i', j']的递推关系式, m[i', j']是 m[i, j]的规模更小子问题. 

2.3   循环不变式构造

循环不变式 (loop invariant, INV)指的是每次迭代之前和之后都有效的断言, 这一特性对于验证循环程序具有

至关重要的作用. 给定一个循环 while(C){S}, 一个前置条件 P和一个后置条件 Q, 当验证 while(C){S}涉及找到一

个循环不变式 ρ, 它可以从前置条件得出结论, 并隐含后置条件 [20]. 循环程序的验证必须满足以下 3个条件, 其中

第 2个是描述循环的 Hoare三元组 [21]:
P ⇒ ρ, 　{ρ ∧ C} S {ρ}, 　ρ ∧ ¬C ⇒ Q.

x = length l∧m!u!v =G u v λ

m!u!v =G u v λ

在第 2.1 节中已经给出动态规划类算法的前置条件 P 和后置条件 Q, 前置条件是 length m ≥1, 后置条件是

 . 动态规划类算法循环不变式的构造依据以下两点: 第一, 最优子结构性质, 即求解问

题 P 的最优解 f(P)由其子问题 Pi 的最优解 f(Pi)组合而成; 第二, 循环不变式是隐含后置条件. 综上可以得出循环

不变式满足在循环遍历求解二维最优决策表 m 的每一个子问题时都是最优解, 即可得求解的每个子问题解与函

数 G 对应求解结果相等, 从而可得在求解的过程中命令式动态规划类算法和函数 G 是等价的, 最终可以证明后置

断言满足最优决策表 m 最终目标求解的结果   . 本文给出了动态规划类算法的循环不变式构造过程

如下.

步骤 INV1. 给出循环变量范围. 对二维最优决策表 m 进行更新需要使用更新函数, 更新函数的证明依赖循

环变量 (设 x 为外循环变量, y 为内循环变量) 的范围, 因此需要给出循环变量的范围. 其中循环变量的上界确

定, 依赖于求解 m 时遍历的方式. 例如在前文图 2中自顶向下遍历求解 m, 因此上界确定依据的是二维决策表

m 的大小. 以图 2遍历方式为例, 在双重循环中, 外循环变量 x 即为阶段 i 对应行的长度, 即 i<length m; 内循环

变量 y 即为状态 j 对应列的长度, 即 j<length (m!(i–1)). 但在循环完毕时, 循环变量会进入循环不变式中进行判

断, 所以循环不变式要满足跳出循环的条件, 即外循环不变式 i 的范围要包含 i=length m, 同理内循环不变式 j
的范围要包含 j=length (m!(i–1)). 此外 j 跳出循环会进入到外循环不变式进行判断, 因此在外循环不变式中 j 的
范围要包含 j=length (m!(i–1)); 循环变量的下界确定, 依据递推关系式等式两边所要求解的阶段和状态大于等

于 0, 例如递推关系式是关于 m(i, j)与 m(i–1, j)的关系, 则要满足 i 必须大于等于 1, j 大于等于 0. 可得图 2遍历

方式下外循环不变式的循环变量的范围为 i≥a∧i≤length m∧ j≤length (m!(i–1))∧ j≥b; 内循环不变式的循环变

量的范围为 i≥a∧i<length m∧ j≤length (m!(i–1)) ∧ j≥b. 其中 a, b 分别表示 i, j 的下界, 根据具体问题的取值为

0或 1.
综上所述, 给出双重循环外循环不变式的循环变量的范围为 x≥a下∧x≤a上∧ y≤b上∧y≥b下; 双重循环内循环

不变式的循环变量的范围为 x≥a下∧x<a上∧y≤b上∧y≥b下. 其中 a上, a下分别表示外循环变量 x 的上界和下界;
b上, b下分别表示内循环变量 y 的上界和下界, a下和 b下根据具体问题的取值为 0或 1.

(∀k. k < i)

G k j λ (∀k. k < j)

G i k λ

(∀k. k ⩽ i) G k j λ

(∀k. k < length m→ m!k!0 = 0)

步骤 INV2. 确定求解问题变化规律. 循环遍历 (设 x 为外循环变量, y 为内循环变量) 求解二维最优决策表 m
的每一个子问题都要满足最优解, 则所求结果应满足与函数式求解结果相等. 以图 2遍历方式为例, 阶段 i 即外循

环变量, 状态 j 即内循环变量, 对二维最优决策表 m 进行外循环遍历到第 i 行时, 则有已经求解的 k   行元

素的值都等于   ; 此时对二维最优决策表 m 进行内循环遍历到 j 列, 则有 i 行已经遍历的 k   列元素

的值都等于   . 此外在进入内循环时, 是已知外循环任意 k 小于 i, k 行元素都满足求解的值是最优解, 通过一

次内循环完成 i 行所有元素的求解, 当跳出内循环时, 就可以得到已经遍历的 k   行元素的值都等于   .

对步骤 INV1 求解时, 存在一个特殊情况 b=1. 在这种情况下对于第 0列的初始数据 
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(∀k. k < j→ m!i!k =G i k λ

(∀k. k < i→ (∀ j. j < length(m!(k−1))→ m!k! j =G k j λ (∀k. k < i→ (∀ j. j < length(m!

(k−1))→ m!k! j =G k j λ) )∧ (∀k. k < j→ m!i!k =G i k λ)

(∀k. k < length m→ m!k!0 = 0)

进入不到内循环进行证明   ) , 所以循环不变式需加入第 0列数据. 可得, 图 2遍历方式下

根据 b 的取值将确定求解问题变化规律分为两种情况. 第 1种, b=0时给出外循环不变式的求解问题变化规律为

 ) ), 内循环不变式的变化规律为  

 ; 第 2 种, b=1 时只需要在第 1 种情况 b=0 的内外循环不

变式分别加上   .

(∀k. k < x→ (∀y. y < b上→
m!ii(k,y)! j j(k,y) =G ii(k,y) j j(k,y) λ)) (∀k. k < x→ (∀y. y < b上→ m!ii(k,y)!

j j(k,y) =G ii(k,y) j j(k,y) λ))∧ (∀k. k < y→ m!ii(x,k)! j j(x,k) =G ii(x,k) j j(x,k) λ)

根据图 2 确定求解问题的变化规律, 归纳双重循环外循环不变式求解问题的变化规律. 图 2 中满足阶段 i 即
外循环变量, 状态 j 即内循环变量, 但并非所有动态规划都满足该性质, 因此需设通过当前外循环变量 x 和内循环

变量 y 的值表示此时的阶段 i 和状态 j, 即设 i=ii(x, y), j=jj(x, y). 综上所述, 根据 b下的取值将确定求解问题变化规

律分为两种情况. 第 1种, b下=0时给出双重循环外循环不变式的求解问题变化规律为 

 , 双重循环内循环不变式的变化规律为  

 ; 第 2种, b下=1时只需要在第 1种

情况 b下=0的内外循环不变式分别加上根据遍历方式内循环变量 y=0的初始元素值.

length m ⩾ 1 (∀k. k <

length m→ length (m!k) = length (m!(k−1))∧ length (m!k) ⩾ 1)

length(m!1) = length m

步骤 INV3. 满足二维最优决策表性质. 动态规划类算法的求解结果存放在二维最优决策表 m 中, 因此

循环不变式依赖于二维最优决策表 m 的性质, 其中主要包括二维最优决策表 m 的高度和宽度性质. 高度要满足

大于等于 1, 即   ; 宽度要满足 m 每一列的长度必须是相等的, 并且 m 的宽度必须大于等于 1. 即 

 ; 还存在特殊情况二维最优决策表 m 的高度和宽度

相等, 即   .

length m ⩾ 1∧ (∀k. k < length m→
length(m!k) = length(m!(k−1))∧ length(m!k) ⩾ 1)

length(m!1) = length m

综上所述 ,  给出双重循环内外循环不变式满足二维最优决策表性质为  

  ,  当二维最优决策表 m 的高度和宽度相等时 ,  只需要再加上

 .

INV{INV1∧ INV2∧ INV3}步骤 INV4. 构造动态规划类算法的循环不变式,    . 如表 1所示.
 
 

表 1　动态规划类算法的循环不变式
 

循环不变式构造步骤 外循环不变式构造 内循环不变式构造

步骤INV1. 给出循环变量范围 x ⩾ a下∧ x ⩽ a上∧ y ⩽ b上∧ y ⩾ b下 x ⩾ a下∧ x < a上∧ y ⩽ b上∧ y ⩾ b下

步骤INV2. 确定求解问题变化规律

(∀k. k < x→
(∀y. y < b上→
m!ii(k,y)! j j(k,y) =G ii(k,y) j j(k,y) λ))
∧y = 0情况下的初始值 //b下 = 1时加入

(∀k. k < x→
(∀y. y < b上→
m!ii(k,y)! j j(k,y) =G ii(k,y) j j(k,y) λ) )
∧ (∀k. k < y→
m!ii(x,k)! j j(x,k) =G ii(x,k) j j(x,k) λ)
∧y = 0情况下的初始值// b下 = 1时加入

步骤INV3. 满足二维最优决策表性
质

length m ⩾ 1
∧(∀k. k < length m→
length (m!k) = length (m!(k−1))
∧length (m!k) ⩾ 1)
∧length(m!1) = length m //m的高度和宽度
相等时加入

length m ⩾ 1
∧(∀k. k < length m→
length (m!k) = length (m!(k−1))
∧length (m!k) ⩾ 1)
∧length(m!1) = length m //m的高度和宽度
相等时加入

步骤INV4. 构造动态规划类算法的
循环不变式

INV{INV1∧ INV2∧ INV3} INV{INV1∧ INV2∧ INV3}

 

λ

λ λ

G

λ

λ

基于表 1动态规划类算法的循环不变式, 可以设 INV_DP_E(a上, a下, b上, b下, G,    ) 和 INV_DP_I(a上, a下, b上,

b下, G,    )分别为双重循环的外循环不变式和内循环不变式, 输入参数为 a上、a下、b上、b下, 、G 和   . a上、a下

分别表示外循环变量 x 的上界和下界; b上、b下分别表示内循环变量 y 的上界和下界, a下和 b下, 取值是 0或 1;  
表示动态规划类算法的函数式定义;    表示函数式动态规划类算法除去递归变量的其他变量. 例如 INV_DP_E(a上,

a下, b上, b下, G,    )的定义如下.
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INV_DP_E(a上,a下,b上 ,b下,G,λ) = x ⩾ a下∧ x ⩽ a上∧ y ⩽ b上∧ y ⩾ b下 //INV1

∧(∀k.k < x→ (∀y.y < b上→ m!ii(k,y)! j j(k,y) =G ii(k,y) j j(k,y) λ )) //INV2

∧y = 0情况下的初始值 //b下 = 1时, INV2包含这条语句

∧length m ⩾ 1 //INV3

∧(∀k .k < length m→ length (m!k) = length (m! (k−1)) ∧ length (m!k) ⩾ 1) //INV3

∧length (m!1) = length m //m的高度和宽度相等时, INV3加入
 

2.4   代码生成

本节首先介绍文献 [10] 给出的 IMP 语言的基本结构和语法, 进而提出动态规划问题 IMP 代码的设计步骤.
然后通过 C++代码自动生成系统将抽象的 IMP代码转换为能够在计算机上直接运行的 C++代码 [22]. 

2.4.1    极简命令式编程语言 (IMP)
IMP[10]是一种极简命令式编程语言, 力求简洁, 只保留最少的命令 (command), 包括空语句、赋值语句、顺序

语句、条件语句和循环语句, 其中空语句 SKIP 可以用于构造没有 ELSE 的条件语句等. 在 Isabelle/HOL中, datatype
归纳定义的 com数据类型的 IMP抽象语法如表 2的抽象语法列所示, 其 4个复合构造函数的具体中缀语法如表 2
的具体语法列所示. 其中, Assign vname aexp 表示赋值语句, 将一个算术表达式的值赋给一个变量, 即对应

vname::=aexp; Seq com com 表示顺序语句, 将两个语句按照顺序执行, 即对应 com;;com; If bexp com com 表示条件

语句, 根据一个布尔表达式的值选择性地执行两个语句中的一个, 即对应 IF bexp THEN com ELSE com; While
bexp com 表示循环语句, 当一个布尔表达式的值为真时, 反复执行一个语句, 即对应 WHILE bexp DO com. 编写

IMP代码时, 需要根据这些语句的含义来正确地组合和使用它们从而实现程序的功能.
  

表 2　IMP语言的命令式定义
 

抽象语法 具体语法

datatype com=SKIP
| Assign vname aexp
| Sep com com
| If bexp com com
| While bexp com

com::=SKIP
| vname::=aexp
| com;;com
| IF bexp THEN com ELSE com
| WHILE bexp DO com

  

2.4.2    IMP代码设计

基于文献 [10] 给出的 IMP 语言的基本结构和语法, 本节设计了动态规划 IMP 代码. 其最主要的循环体部分

的编写依赖于第 2.2节归纳的动态规划递推关系式, 设计步骤如下.
步骤 IMP1. 确定初始变量和参数以及赋予初值. 根据递推关系式定义初始变量和参数, 这些变量包括: 循环变

量 (双重循环对应 x, y)、最优二维决策表 m.
步骤 IMP2. 确定循环的起始条件和终止条件. 根据具体问题的定义确定循环变量的起始条件和终止条件, 以

确保循环能够在正确的范围内执行; 在双重循环中循环变量的终止条件对应二维最优决策表 m 的长度和宽度, 初
始条件的确定和循环变量的下界确定相同, 要满足递推关系式两边的阶段和状态大于等于 0, 设置 x 和 y 的初值

为 a下和 b下.
步骤 IMP3. 确定循环体中当前状态的转移. 根据动态规划类算法递推关系式中的转移关系可得, 对于具体问

题需要分类讨论阶段 i 和状态 j 的关系 Judge(Ji(i), Jj(j))以及对应的递推关系式, 例如一个递推关系式包含两种情

况 Judge1(Ji(i), Jj(j))和 Judge2(Ji(i), Jj(j)), 则需要使用对应的递推关系式从已知状态 m[i', j']的值计算得到当前状

态 m[i, j]的值. 具体语法是: 

(IF Judge1(Ji (i) , J j( j)) THEN m[i, j] ::= opt
(i′ , j′)∈D(i, j)

t(m[i′, j′],X(i, j)); ;

ELSE(IF Judge2(Ji (i) , J j( j)) THEN m[i, j] ::= opt
(i′ , j′)∈D(i, j)

t(m[i′, j′],X(i, j)); ;

ELSE SKIP); ; ); ;
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并非所有动态规划都满足阶段 i 即对应外循环变量, 状态 j 即对应外循环变量, 因此需设通过当前外循环变

量 x 和内循环变量 y 的值表示此时的阶段 i 和状态 j, 即设 i=ii(x, y), j=jj(x, y).
步骤 IMP4. 确定更新循环变量的值. 根据循环的定义和问题的要求, 更新循环变量的值, 以便进行下一次循环

迭代或终止循环. 在双重循环中遍历二维最优决策表 m 的循环变量 x 和 y 都是加 1操作进行更新.
步骤 IMP5. 设计动态规划 IMP代码.

 

x ::= a下,y ::= b下, init m; ;
WHILE x ⩽ a上 −1
DO

(y ::= b下; ; //程序片段S 1,根据具体问题要求可进行调整和扩展
WHILE y ⩽ b上−1
DO

((IF Judge1(Ji (i) , J j( j)) THEN m[i, j] ::= opt
(i′ , j′)∈D(i, j)

t(m[i′, j′],X(i, j)); ;

ELSE(IF Judge2(Ji (i) , J j( j)) THEN m[i, j] ::= opt
(i′ , j′)∈D(i, j)

t(m[i′, j′],X(i, j)); ;

ELSE SKIP); ; ); ; //i = ii(x,y), j = j j(x,y)
y ::= y+1; ;
); ; //内循环语句S 2

x ::= x+1;; //程序片段S 3,根据具体问题要求可进行调整和扩展
); ;

 

2.4.3    C++代码生成

通过以上步骤得到的 IMP代码仍然是抽象程序, 无法在计算机上直接编译运行. 需要借助 C++程序自动生成

系统, 将 IMP 代码转换成 C++可执行代码, 并将其交付给第三方编译器进行编译, 从而保证了转换系统的可靠性,
实现了从问题描述到正确开发可执行程序的全过程.

该自动程序转换系统的总体结构如图 3所示, 其主要模块如下.
1) IMP代码输入: 用户通过文件输入或手工输入 IMP代码, 作为问题描述的初始输入.

 
 

IMP 代码

语法、语义分析 规则库

程序转换 C++代码

编译

运行

错误处理

C++可重复部件库

核心转换器

IMP 可重用部件库

图 3　C++生成系统总体结构图
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2) 语法和语义分析: 自动生成系统对 IMP代码进行严格的语法和语义分析, 并提供详细的错误信息, 包括语

法和语义错误等问题.
3) IMP到 C++转换: 利用系统内部的 IMP到 C++的转换规则, 将通过语法和语义分析的正确 IMP代码转换

为相应的 C++代码.
4) 第三方编译器调用: 自动生成系统调用第三方 C++编译器, 直接对生成的 C++代码进行编译; 编译后的可

执行程序被运行.
通过这个系统, 本文在第 4.1.4节给出了对 0-1背包问题和最长公共子序列问题从 IMP代码生成可在计算机

上直接运行的 C++代码的过程. 保证了转换的可靠性和问题求解的有效性. 

3   动态规划类算法的机械化验证

本节首先介绍文献 [10]给出的 VCG的基本原理、工作方式和优势, 进而基于第 2节命令式动态规划类算法

程序的设计, 得出了前后置断言、IMP代码和循环不变式, 将其输入 VCG, 可自动生成程序正确性的验证条件. 然

后通过 Isabelle/HOL定理证明器进行机械验证, 从而保证命令式动态规划类算法的正确性. 

3.1   验证条件自动生成器 (VCG)

VCG (verification condition generator)[10]主要是将 Hoare逻辑的可证明性简化为断言的可证明性, 即给定一个

欲证明的霍尔三元组{P} c {Q}, 从中计算一个断言 A, 使得{P} c {Q}是可证的当且仅当 A是可证的.

⇒

VCG 的工作方式类似于上面概述的 Hoare 逻辑, 其实现基于两个函数 [10]: pre 和 vc. pre 函数类似于 wp

(weakest precondition), vc 函数的作用则是生成验证条件, 它模拟了 Hoare逻辑规则的逆向应用, 并收集过程中出

现的断言之间的蕴涵关系, 然后生成相应的验证条件. pre 和 vc 函数具体实现如表 3所示, 其中, assn[10]表示一个

程序状态映射到布尔值的函数: type_synonym assn = state     bool.
 
 

表 3　pre 和 vc 函数定义
 

pre函数 vc函数

⇒ ⇒fun pre :: acom    assn    assn where
pre SKIP Q = Q
pre (x ::= a) Q = (λs. Q (s[a/x]))
pre (C1;; C2) Q = pre C1 (pre C2 Q)
pre (IF b THEN C1 ELSE C2) Q
= (λs. IF bval b s THEN pre C1 Q s ELSE pre C2 Q s)
pre ({I} WHILE b DO C) Q = I

⇒ ⇒

∀

fun vc :: acom     assn   bool where
vc SKIP Q = True
vc (x ::= a) Q = True
vc (C1;; C2) Q = (vc C1 (pre C2 Q) ∧ vc C2 Q)
vc (IF b THEN C1 ELSE C2) Q = (vc C1 Q ∧ vc C2 Q)
vc ({I} WHILE b DO C) Q =
((    s. (I s ∧ bval b s → pre C I s) ∧ (I s ∧ ¬ bval b s → Q s)) ∧ vc C I)

 

VCG的优势是进行验证程序的开发者不需要了解任何有关 Hoare的逻辑知识, 只需要提供 IMP代码及其前

后置断言和循环不变式, 即可生成程序正确性的验证条件. VCG 支持将 IMP 语言中的“::=”“;; (正式形式)”表示

为“:=”“; (传统形式)”[10]. 

3.2   动态规划类 VCG 代码

运用 VCG需要已知前后置条件、循环不变式以及 IMP代码, 并将这三者作为输入. VCG能够自动生成验证

IMP代码正确性所需的验证条件 [10], 将这三者的输入组合称为 VCG代码 [23]. 基于上述已有研究成果, 我们给出动

态规划类算法的双重循环 VCG代码结构.
首先, 给出在 Isabelle/HOL 中二维数组更新函数. 由于动态规划类算法的求解结果存放在二维最优决策表

m 中, 求解的过程需要更新最优决策表 m, 所以定义函数 list_list_update 对二维最优决策表 m 中的元素进行更新

操作. list_list_update 的代码如下所示. 

definition list_list_update :: “nat list list⇒ nat⇒ nat⇒ nat⇒ nat list list”
where “list_list_update dlist i j value = list_update dlist i

(
list_update (dlist!i) j value

)
”

然后, 给出动态规划类算法的双重循环 VCG代码程序结构.

左正康 等: 命令式动态规划类算法程序推导及机械化验证 4227



 

lemma <算法名称 >:“VARS <变量名 :: 类型 >
{length m ⩾ 1} //前置条件P

x := a下;y := b下; init m; init λ; //初始化参数S _init,函数式定义相关的参数λ
WHILE x ⩽ a上−1 //进入外循环条件Guarde

INV{INV_DP_E(a上,a下,b上,b下,G,λ)} //外循环不变式ρe

DO
y := b下; //程序片段S 1,根据具体问题要求可进行调整和扩展
WHILE y ⩽ b上−1 //进入内循环条件Guardi

INV{INV_DP_I(a上,a下,b上,b下,G,λ)} //内循环不变式ρi

DO
IF Judge1 (Ji (i) , J j ( j))THEN m := list_list_update m i j opt

(i′ , j′)∈D(i, j)
t(m!i′! j′,X(i, j))

ELSE (IF Judge2 (Ji (i) , J j ( j))THEN m := list_list_update m i j opt
(i′ , j′)∈D(i, j)

t(m!i′! j′,X(i, j))

ELSE SKIP
FI) //i = ii(x,y), j = j j(x,y)

FI); //IF分支的多少由递推关系式确定
y := y+1

OD //内循环语句S 2
x := x+1 //程序片段S 3,根据具体问题要求可进行调整和扩展

OD
{x = length l ∧ m!u!v =G u v λ}” //后置条件Q
<证明过程 >

 

3.3   Isabelle/HOL 验证

在应用 VCG 验证动态规划类算法 IMP 程序的正确性时, 证明语句 apply vcg 将模拟 Hoare 逻辑规则的逆向

应用, 并收集过程中出现的断言之间的蕴涵关系, 自动生成对应的验证条件. 然后, 这些验证条件将被传递给

Isabelle/HOL定理证明器 [24,25]. 根据第 3.2节双重循环 VCG代码, 可以归纳出 VCG自动生成的单重循环 (SL)和
双重循环 (DL)验证条件.

■ 如果是 SL, 则对应 3个验证条件.

SL生成对应的 3个验证条件.

⇒验证条件 SL1. P     wp(‘S_init’, ρ)
⇒验证条件 SL2. ρ ∧ Guard     wp(‘S’, ρ)
⇒验证条件 SL3. ρ ∧ ¬ Guard     Q

■ 如果是 DL, 则对应 5个验证条件.

DL生成对应的 5个验证条件

⇒验证条件 DL1. P     wp(‘S_init’, ρe)
⇒验证条件 DL2. ρe ∧ Guarde     wp(‘S1’, ρi)
⇒验证条件 DL3. ρi ∧ Guardi     wp(‘S2’, ρi)
⇒验证条件 DL4. ρi ∧ ¬ Guardi     wp(‘S3’, ρe)
⇒验证条件 DL5. ρe ∧ ¬ Guarde     Q

 

4   典型实例: 0-1 背包问题 (KS) 和最长公共子序列问题 (LCS)

本节基于第 2节命令式动态规划类算法程序设计和第 3节机械化验证, 实例化了 KS和 LCS问题的命令式动
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态规划算法的设计和验证, 从而完成了一般形式得到具体算法的推导. KS和 LCS问题的完整验证脚本可以参阅:
https://github.com/hahahahaha-sh/IMP_DP/tree/IMP_DP_proof 

4.1   算法设计
 

4.1.1    问题规约描述

■ KS问题描述: 给定 n 种物品和一个背包, n 种物品的重量和价值分别使用一维数组 w 和 v 表示, w=[w1, w2,…,
wn], v=[v1, v2,…, vn], 可得第 i 种物品的重量是 wi, 价值是 vi, 背包的容量为 C. 要从 n 种物品中选择若干物品放入

背包中, 使得背包的重量不超过 C, 并且获得的价值最大. 在选择装物品时, 不能将同一种物品装入背包多次, 也不

能将物品分割装入 [1]. 引入二维最优决策表 mks[i, j]记录 i 种物品和所剩容量 j 能获得的最大价值.
■ LCS问题描述: 给定两个序列 A, B, 分别使用一维数组 A=[a1, a2,…, am]和 B=[b1, b2,…, bn]来表示. 求解在

序列 A 和 B 的公共子序列中序列长度最长的公共子序列 Z, 最长公共子序列往往不止一个. 引入二维最优决策表

mlcs[i, j]记录 Ai=[a1, a2,…, ai]和 Bj=[b1, b2,…, bj]的最长公共子序列的长度 [26].
从第 2.1 节中描述的问题规约可以得知, 动态规划类算法的后置条件 Q 依赖于文献 [12] 中给出的动态规划

类算法函数式定义. 因此, 在对 KS和 LCS问题进行后置断言的描述时, 需要运用相应的函数式定义. 求解 KS问

题最大价值函数式定义如下. 

fun knapsack :: “nat ⇒ nat ⇒ nat list ⇒ nat list ⇒ nat”
WHERE “knapsack 0 W w v = 0” |
“knapsack (Suc i) W w v = (IF W < w! (Suc i)THEN knapsack i W w v

ELSE max (knapsack i W w v) (v! (Suc i) + knapsack i (W − w! (Suc i)) w v))”

求解 LCS问题最长公共子序列长度的函数式定义如下. 

fun lcs :: “nat ⇒ nat ⇒ char list ⇒ char list ⇒ nat”
WHERE “lcs 0 _ A B = 0” |
“lcs _ 0 A B = 0” |
“lcs (Suc i) (Suc j) A B = (IF A ! (Suc i) = B ! (Suc j)THEN 1 + lcs i j A B

ELSE max (lcs i ( j + 1) A B) (lcs (i + 1) j A B))”

根据第 2.1节动态规划类算法程序规约的描述, 可以很快得出 KS和 LCS问题的程序规约, 遍历方式如前文

图 2所示, i 是遍历 m 的外循环变量, 即 x 为 i; 最终结束跳出循环时 i 的取值为 length m, 即 l=m; u 和 v 分别表示

最后目标问题的阶段和状态, u=length m–1, v = length (m[i–1])–1. 如表 4所示.
 
 

表 4　程序规约
 

动态规划算法 前置条件P 后置条件Q
KS问题 length mks ⩾ 1 i = length mks∧mks!u!v = knapsack u v w v

LCS问题 length mlcs ⩾ 1 i = length mlcs∧mlcs!u!v = lcs u v A B
  

4.1.2    递推关系式归纳

根据第 2.2节动态规划类算法递推关系式的归纳, 可得 KS和 LCS问题的递推关系式归纳步骤如下.
步骤 RC1. 定义阶段和状态.
■ KS问题: 以物品的种类 n 来划分阶段, 则阶段变量 i 表示的是可选择的物品种类, 状态变量 j 表示容量.
■ LCS 问题: 以序列 A 的字符来划分阶段, 则阶段变量 i 表示 A 的第 i 个字符, 状态变量 j 表示序列 B 的第 j

个字符.
步骤 RC2. 确定决策.
■ KS问题: 能够进入到判断前 i 种物品放进 j 容量的背包中的决策, 用阶段 i', 状态 j'表示.
■ LCS问题: 能够进入到判断序列 A 的第 i 个字符 ai 与序列 B 的第 j 个字符 bj 是否相等的决策, 用阶段 i', 状

态 j'表示.
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步骤 RC3. 给出允许决策集合.

D(i, j) = {(i−1, j), (i−1, j−wi)}

■ KS问题: 当前阶段和状态是把前 i 种物品放进 j 容量的背包中, 仅考虑第 i 件物品, 则把问题转换成 i–1种
物品的问题. ① 如果第 i 个物品放置, 则状态 j'的取值是 j–wi ; ② 如果第 i 个物品不放置, 则状态 j'的取值是 j. 两
种情况对应的允许决策集合   .

D(i, j) = {(i−1, j−1)}

D(i, j) = {(i, j−1), (i−1, j)} D(i, j) = {(i−1, j−1), (i, j−1), (i−1, j)}

■ LCS 问题: 当前阶段和状态是判断序列 A 的第 i 个字符 ai 与序列 B 的第 j 个字符 bj 是否相等. ① 如果 ai

与 bj 相等, Ai–1 和 Bj–1 的最长公共子序列加上 ai(=bj) 即为 Ai 和 Bj 的一个最长公共子序列, 所以阶段 i'的取值是

i–1, 状态 j'的取值是 j–1, 所以阶段 i'和状态 j'的取值在情况①中, 对应的允许决策集合   ; ②如

果 ai 与 bj 不相等, 必须解两个子问题, 即找出 Ai 和 Bj–1 的一个最长公共子序列以及 Ai–1 和 Bj 的一个最长公共子

序列. 这两个公共子序列中较长者即为 Ai 和 Bj 的一个最长公共子序列, 所以阶段 i'和状态 j'的取值在情况②中, 对应

的允许决策集合   . 两种情况对应总的允许决策集合   .
步骤 RC4. 定义函数.
■ KS问题:
● 辅助函数 X(i, j)表示第 i 个物品装入时, 即 i'=i–1, j'=j–wi, 求解 mks[i–1, j–wi]与价值 vi 之和.
● 在考虑第 i 件物品装入情况时, 分为可以装入和不可以装入; 在可以装入情况下, 依赖函数 t 需要进行装入

的价值 (mks[i–1, j–wi]+vi)和未装入的价值 (mks[i–1, j])之间的比较. 在不可以装入情况下, 依赖函数 t 不需要进行

判断, 取未装入的价值 (mks[i–1, j]).
● KS问题求解的是存入背包最大的价值, 所以最优函数 opt表示的是 max.
● F[i, j]表示求解最优决策表 mks[i, j], mks[i, j]表示前 i 种物品放进背包容量为 j 取得的最优解.
● 对于 KS问题分情况讨论递推关系式, 判断的是第 i 种物品重量是否能存入容量为 j 的背包, 因此关于 i 的

函数 Ji 是取第 i 种物品的重量 wi, 关于 j 的函数 Jj 是取 j 的值, 关于 i, j 的判断函数 Judge 是判断 wi 和 j 的大小.
■ LCS问题:
● 辅助函数 X(i, j)表示 ai=bj 时, 即 i'=i–1, j'=j–1, 求解 mlcs[i–1, j–1]与 1之和.
● 在考虑 ai 与 bj 是否相等的时候, 分为相等和不相等. 当 ai≠bj, 依赖函数 t 需要进行 Ai 和 Bj–1 的最长公共子

序列长度 mlcs[i, j–1]与 Ai–1 和 Bj 的最长公共子序列长度 mlcs[i–1, j]之间的比较; 当 ai=bj, 依赖函数 t 不需要进行

判断, 取 mlcs[i–1, j–1]与 1之和.
● LCS问题求解的是序列 A 和 B 的公共子序列中长度最长的公共子序列 Z, 所以最优函数 opt表示的是 max.
● F[i, j]表示求解最优决策表 mlcs[i, j], mlcs[i, j]表示序列 Ai 和 Bj 的公共子序列长度取得的最优解.
● 对于 LCS 问题分情况讨论递推关系式, 判断的是 A 字符串的第 i 个字符是否等于 B 字符串的第 j 个字符,

因此关于 i 的函数 Ji 是取 A 字符串的第 i 个字符 A[i], 关于 j 的函数 Jj 是取 B 字符串的第 j 个字符 B[j], 关于 i, j
的判断函数 Judge 是判断 A[i]和 B[j]是否相等.

通过上述函数的定义, 能够更清晰地理解 KS和 LCS问题的求解过程和关键步骤. 如表 5所示总结了函数在

KS和 LCS问题中的具体实例化.
 
 

表 5　定义函数实例化
 

定义函数 KS问题 LCS问题

辅助函数X(i, j) mks[i–1, j–wi]+vi mlcs[i–1, j–1]+1

依赖函数t
mks[i, j]表示mks[i–1, j–wi]+vi和mks[i–1, j] 之间的比较

or
mks[i, j]=mks[i–1, j]

mlcs[i, j]=mlcs[i–1, j–1]+1
or

mlcs[i, j]表示mlcs[i, j–1]和mlcs[i–1, j]之间比较

最优函数opt max max
最优指标函数F[i, j] mks[i, j] mlcs[i, j]

判断函数Judge j≥wi or 0≤j<wi A[i]=B[j] or A[i]≠B[j]
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Judge(Ji(i), J j( j))→ F(i, j)

= opt
(i′ , j′)∈D(i, j)

t(F(i′, j′),X(i, j))

步骤 RC5. 归纳 KS 和 LCS 问题的递推关系式. 依据第 2.2 节归纳的递推关系式  

 和表 5对函数的实例化, 可得 KS和 LCS问题的递推关系式如表 6所示.
  

表 6　递推关系式
 

动态规划算法 递推关系式

KS问题 mks[i, j] =
{

max(mks[i−1, j−wi]+ vi,mks[i−1, j]),
mks[i−1, j],

j ⩾ w[i]
0 ⩽ j < w[i]

LCS问题 mlcs[i, j] =
{

mlcs[i−1, j−1]+1,
max(mlcs[i, j−1],mlcs[i−1, j]),

A[i] = B[ j]
A[i] , B[ j]

 

表 6中:
● mks[i–1, j–wi]表示前 i–1种物品装入容量为 j–wi 的背包所得价值.
● mks[i–1, j]表示前 i–1种物品装入容量为 j 的背包所得价值.
● max(mks[i–1, j–wi]+vi, mks[i–1, j])表示第 i 种物品两种不同的装入方式, 所取的价值也不同, 所以取两者中的

最大值.
● mlcs[i–1, j–1]、mlcs[i–1, j]和 mlcs[i, j–1]分别求解各自长度对应的 A 和 B 的最长公共子序列的长度. 

4.1.3    循环不变式构造

根据第 2.3 节动态规划类算法循环不变式的构造和第 4.1.1 节给出的 KS 和 LCS 问题函数式定义, 可得 KS
和 LCS问题的内外循环不变式, 如表 7、表 8所示.
  

表 7　KS问题内外循环不变式构造
 

循环不变式构造步骤 KS问题外循环不变式构造 KS问题内循环不变式构造

步骤INV1. 给出循环变量范围
i ⩾ 1∧ i ⩽ length m
∧ j ⩽ length(m!(i−1)) ∧ j ⩾ 0

i ⩾ 1∧ i < length m
∧ j ⩽ length(m!(i−1))∧ j ⩾ 0

步骤INV2. 确定求解问题变化规律

(∀k. k < i→
(∀ j. j < length(m!(k−1))→
m!k! j = knapsack k j w v))

(∀k. k < i→
(∀ j. j < length(m!(k−1))→
m!k! j = knapsack k j w v))

∧ ( ∀k. k < j→ m!i!k = knapsack i k w v)

步骤INV3. 满足二维最优决策表性质
length m ⩾ 1
∧(∀k. k < length m→ length(m!k)
= length(m!(k−1)) ∧ length(m!k) ⩾ 1 )

length m ⩾ 1
∧(∀k. k < length m→ length(m!k)
= length(m!(k−1)) ∧ length(m!k) ⩾ 1 )

步骤INV4. 构造动态规划类算法的循环不变式 INV{INV1∧ INV2∧ INV3} INV{INV1∧ INV2∧ INV3}
  

表 8　LCS问题内外循环不变式构造
 

循环不变式构造步骤 LCS问题外循环不变式构造 LCS问题内循环不变式构造

步骤INV1. 给出循环变量范围
i ⩾ 1∧ i ⩽ length m
∧ j ⩽ length(m!(i−1))∧ j ⩾ 1

i ⩾ 1∧ i < length m
∧ j ⩽ length(m!(i−1))∧ j ⩾ 1

步骤INV2. 确定求解问题变化规律

(∀k. k < i→
(∀ j. j < length(m!(k−1))→
m!k! j = lcs k j A B))

∧(∀k. k < length m→ m!k!0 = 0)

(∀k. k < i→
(∀ j. j < length(m!(k−1))→
m!k! j = lcs k j A B))

∧ ( ∀k. k < j→ m!i!k = lcs i k A B)

∧(∀k. k < length m→ m!k!0 = 0)

步骤INV3. 满足二维最优决策表性质
length m ⩾ 1
∧(∀k.k < length m→ length(m!k)
= length(m!(k−1)) ∧ length(m!k) ⩾ 1 )

length m ⩾ 1
∧(∀k.k < length m→ length(m!k)
= length(m!(k−1)) ∧ length(m!k) ⩾ 1 )

步骤INV4. 构造动态规划类算法的循环不变式 INV{INV1∧ INV2∧ INV3} INV{INV1∧ INV2∧ INV3}
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G i j λ

KS问题的遍历方式如图 2所示, 则阶段 i 即外循环变量, 状态 j 即内循环变量; 在步骤 INV1 中给出循环变量

范围时, 循环变量的下界确定依据的是第 4.2节归纳的 KS问题递推关系式, 要求递推关系式等式两边满足所要求

解的阶段和状态大于等于 0, 可得 i≥1和 j≥0, 即 a下=1, b下=0; 循环变量的下界依据的是二维决策表 m 的大小, 即

i≤length m; j≤length (m!(i–1)), 即 a上=length m, b上=length (m!(i–1)); 在步骤 INV2 中确定求解问题变化规律时, 需

要确定   , 即对应 KS问题的函数式定义 knapsack i j w v; 在步骤 INV 3 中只有满足初始化的背包容量和物品

种类相等时才加入 length   (m !1)= length m .  综上可得 ,  KS 问题的外循环不变式和内循环不变式分别是

INV_DP_E(length m, 1, length (m!(i–1)), 0, knapsack, w, v) 和 INV_DP_I(length m, 1, length (m!(i–1)), 0, knapsack,

w, v).

G i j λ

LCS问题的遍历方式如图 2所示, 则阶段 i 即外循环变量, 状态 j 即内循环变量; 在步骤 INV1 中给出循环变

量范围时, 循环变量的下界确定依据的是第 4.2节归纳的 LCS问题递推关系式, 要求递推关系式等式两边满足所

要求解的阶段和状态大于等于 0, 可得 i≥1 和 j≥1, 即 a下=1, b下=1; 循环变量的下界依据的是二维决策表 m 的大

小, 即 i≤length m;j≤length (m!(i–1)), 即 a上=length m, b上=length (m!(i–1)). 在步骤 INV2 中确定求解问题变化规律

时, 需要确定   , 即对应 LCS问题的函数式定义 lcs i j A B; 在步骤 INV3 中满足两个序列 A、B 长度相等则加

入 length (m!1)=length m. 综上可得, LCS 问题的外循环不变式和内循环不变式分别是 INV_DP_E(length m, 1,

length (m!(i–1)), 1, lcs, A, B)和 INV_DP_I(length m, 1, length (m!(i–1)), 1, lcs, A, B). 

4.1.4    代码生成

根据第 2.4 节编写 IMP 代码的过程和第 4.1.2 节归纳的 KS 和 LCS 问题递推关系式, 可以得到 KS 和后文

LCS问题相应的 IMP 代码, 并且通过 C++程序自动生成系统, 将 IMP 抽象程序自动生成对应的 C++代码. 如图 4和后文

图 5 分别是 KS 和 LCS 问题 IMP 代码转换成 C++代码, 其左边为 IMP 代码, 右边为转换的 C++代码. 对生成的

C++代码运行, 结果正确, 如后文图 6和图 7所示.

 
 

图 4　自动生成 KS问题的 C++代码
  

4.2   算法验证
 

4.2.1    VCG代码

本节通过以上动态规划类算法的问题规约、递推关系式、循环不变式, 在 Isabelle/HOL 中利用 VCG 对 KS

和 LCS问题生成验证条件的关键代码, 分别对应算法 1和算法 2.
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图 5　自动生成 LCS问题的 C++代码
 

算法 1. 0-1背包问题 KS.

1. lemma ks: “VARS m w v i j
2. {length m ≥1} //前置条件

3. i:=1; j:=0; m:=[[0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0], [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0],
4. 　　　　　    [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0], [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0],
5. 　　　　　    [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0], [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]];
6. v:= [(0::nat), 6, 3, 5, 4, 6]; w:= [(0::nat), 2, 2, 6, 5, 4]; //i, j 分别是对二维最优决策表 m 的行列进行遍历, v 表示物

品价值的列表, w 表示物品重量的列表

7. WHILE i ≤ length m – 1
8. INV{INV_DP_E(length m, 1, length (m!(i–1)), 0, knapsack, w, v)} //外循环不变式

9. DO
10.　　　 j:=0;
11.　　　 WHILE j ≤ length (m!i)–1

 

图 6    KS问题的 C++代码运行结果

 

图 7    LCS问题的 C++代码运行结果
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12.　　　 INV{INV_DP_I(length m, 1, length (m!(i–1)), 0, knapsack, w, v)} //内循环不变式

13.　　　 DO
14.　　　　　　 ( IF j<(w!(i)) THEN m:=list_list_update m (i) j (m!(i–1)!j)
15.　　　　　　 ELSE m:=list_list_update m (i) j (max (m!(i–1)!j) ((m!(i–1)!(j–w!(i)))+v!(i)))FI);
16.　　　　　 j:=j+1
17.　　　 OD;
18.　　　 i:=i+1
19. OD
20. {(m!(i–1)!((length (m!(i–1)))–1)) =knapsack (i–1) ((length (m!(i–1)))–1) w v ∧ i=length m}”//后置条件

算法 2. 最长公共子序列问题 LCS.

1. lemma lcs: “VARS m A B i j
2. {length m ≥1}//前置条件

3. j:=1; i:=1; m:=[[0, 0, 0, 0, 0, 0, 0], [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0],
4.　　　　　   [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0], [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0],
5.　　　　　   [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0], [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0],
6.　　　　　   [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0], [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]]; //i, j 分别是对二维最优决策表 m 的行列进行遍历

7. A:=[CHR “#”, CHR “a”, CHR “b”, CHR “c”, CHR “b”, CHR “d”, CHR “a”, CHR “b”];
8. B:=[CHR “#”, CHR “b”, CHR “d”, CHR “c”, CHR “a”, CHR “b”, CHR “a”]; //A和 B表示字符序列

9. WHILE i ≤ length m – 1
10. INV{INV_DP_E(length m, 1, length (m!(i–1)), 1, lcs, A, B)}//外循环不变式

11. DO
12. 　　　 j:=1;
13. 　　　 WHILE j ≤ length (m!i)–1
14. 　　　 INV{INV_DP_I(length m, 1, length (m!(i–1)), 1, lcs, A, B)} //内循环不变式

15. 　　　  DO
16. 　　　　　 IF (A!(i))=(B!j) THEN m:=list_list_update m (i) j (m!(i–1)!(j–1)+1)
17. 　　　　　 ELSE m:=list_list_update m (i) j (max (m!(i)!(j–1)) (m!(i–1)!j)) FI;
18. 　　　　　 j:=j+1
19. 　　　 OD;
20. 　　　 i:=i+1
21. OD
22. { (m!(i–1)!((length (m!(i–1)))–1)) =lcs (i–1) ((length (m!(i–1)))–1) A B ∧ i=length m }”//后置条件
 

4.2.2    Isabelle/HOL验证

根据第 3.3节可知 KS和 LCS问题使用 apply vcg分别自动生成 5个验证条件, 通过 Isabelle/HOL定理证明

器验证其正确性. 

4.2.2.1    KS问题的命令式动态规划算法验证

对于 KS问题的命令式动态规划算法验证, 需要完成 5个验证条件的验证, 才能完成第 4.2.1节中 KS定理的

验证. 如图 8给出了证明定理 KS相关的辅助引理以及它们之间的依赖关系.
由图 8可知, 定理 KS的证明主要由验证条件 1–5来完成, 其定义如下.
验证条件 1. lemma ks_DL1: “length m ≥1
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⇒    wp(‘i:=1; j:=0; m:=[[0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0], [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0],
　　[0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0], [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0],
　　[0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0], [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]];
v:=[(0::nat), 6, 3, 5, 4, 6];[(0::nat), 2, 2, 6, 5, 4]’, INV_DP_E(length m, 1, length (m!(i–1)), 0, knapsack, w, v))”

 
 

ks_DL1 ks_DL2 ks_DL3

ks_DL3_1待验证主要定理
生成验证条件
自定义引理

ks_DL3_2

ks_DL4 ks_DL5

ks

图 8　验证定理 ks相关的辅助引理以及它们之间的依赖关系
 

验证条件 1 表示程序开始满足前置条件 P, 在执行初始化程序后得到的结果满足外循环不变式 INV_DP_E
(length m, 1, length (m!(i–1)), 0, knapsack, w, v)为真.

验证条件 2. lemma ks_DL2: “INV_DP_E(length m, 1, length (m!(i–1)), 0, knapsack, w, v)∧i ≤ length m–1
⇒    wp(‘j:=0’, INV_DP_I(length m, 1, length (m!(i–1)), 0, knapsack, w, v))”
验证条件 2表示外循环不变式 INV_DP_E(length m, 1, length (m!(i–1)), 0, knapsack, w, v)为真时, 满足进入外

循环的条件 i ≤ length m–1, 进入外循环执行 j:=0语句 (即外循环进入内循环之前的语句)之后满足内循环不变式.
验证条件 3. lemma ks_DL3: “INV_DP_I(length m, 1, length (m!(i–1)), 0, knapsack, w, v) ∧ j ≤ length (m!i)–1
⇒    wp(‘( IF j<(w!(i)) THEN m:=list_list_update m (i) j (m!(i–1)!j)
ELSE m:=list_list_update m (i) j (max (m!(i–1)!j) ((m!(i–1)!(j–w!(i)))+v!(i)))FI);
j:=j+1’, INV_DP_I(length m, 1, length (m!(i–1)), 0, knapsack, w, v))”
验证条件 3表示满足进入内循环的条件 j ≤ length (m!i)–1, 进入内循环运行循环体之后依旧满足内循环不变

式. 由于验证条件 3的结论部分根据 j 与 w!i 的大小关系主要分成两部分, 需要对这两部分分别进行证明所求解的

结果与 knapsack 函数求解的结果相等, 从而构造辅助引理 ks_DL3_1和 ks_DL3_2, 其定义如下.
引理 1. lemma ks_DL3_1: “INV_DP_I(length m, 1, length (m!(i–1)), 0, knapsack, w, v) ∧ j ≤ length (m!i)–1
⇒    j < w!i
⇒    (m!i)[j:=m!(i–Suc 0)!j]!j = knapsack i j w v”
引理 1表示在 j < w ! i 的情况下, 二维最优决策表 m 中 m[i, j]更新为 m[i–1, j], 证明其值是否等于函数 knapsack

对应位置所求解的值.
引理 2. lemma ks_DL3_2: “INV_DP_I(length m, 1, length (m!(i–1)), 0, knapsack, w, v) ∧ j ≤ length (m!i)–1
⇒    ¬ j < w ! i
⇒    (m ! i)[j := max (m ! (i – Suc 0) ! j) (m ! (i – Suc 0) ! (j–w!i) + v!i)]!j = knapsack i j w v”
引理 2表示在 ¬ j < w ! i 的情况下, 二维最优决策表 m 中 m[i, j]更新为 max (m [i–1, j], m [i–1, j–w[i]]+v[i]), 证

明其值是否等于函数 knapsack 对应位置所求解的值.
验证条件 4. lemma ks_DL4: “INV_DP_I(length m, 1, length (m!(i–1)), 0, knapsack, w, v)
∧ ¬ j ≤ length (m!i)–1
⇒    wp(‘i:=i+1’, INV_DP_E(length m, 1, length (m!(i–1)), 0, knapsack, w, v))”
验证条件 4表示内循环执行结束¬ j ≤ length (m ! i)–1, 内循环不变式 INV_DP_I(length m, 1, length (m!(i–1)), 0,

knapsack, w, v)为真证明执行 i:=i+1语句 (即内循环结束转入外循环之间的语句)之后外循环不变式依旧为真.
验证条件 5. lemma ks_DL5: “INV_DP_E(length m, 1, length (m!(i–1)), 0, knapsack, w, v)∧¬ i ≤ length m–1
⇒    (m!(i–1)!((length (m!(i–1)))–1)) =knapsack (i–1) ((length (m!(i–1)))–1) w v ∧i=length m”
验证条件 5 表示外循环执行结束¬ i ≤ length m–1, 外循环不变式 INV_DP_E(length m, 1, length (m!(i–1)), 0,
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knapsack, w, v)为真证明后置断言 Q为真.
上述验证条件 1–5 的验证除了基于引理 1 和引理 2, 还依赖于 Sledgehammer 工具可调用另外的定理证明器

寻找定理来辅助证明. 验证条件 1–5在 Isabelle/HOL中被机械证明之后, 定理 KS可被验证. 如图 9给出了验证条

件成功验证后得到的 KS定理.
  

图 9　KS定理
  

4.2.2.2    LCS问题的命令式动态规划算法验证

对于 LCS问题的命令式动态规划算法验证, 需要完成 5个验证条件的验证, 才能完成第 4.2.1节中 LCS定理

的验证. 如图 10给出了证明定理 LCS相关的辅助引理以及它们之间的依赖关系.
  

lcs_DL1 lcs_DL2 lcs_DL3

lcs_DL3_1 lcs_DL3_2

lcs

lcs_DL4 lcs_DL5

待验证主要定理
生成验证条件
自定义引理

图 10　验证定理 LCS相关的辅助引理以及它们之间的依赖关系
 

由图 10可知, 定理 LCS的证明主要由验证条件 6–10来完成, 其定义如下.
验证条件 6. lemma lcs_DL1: “length m ≥1
⇒    wp(‘i:=1; j:=1; m:=[[0, 0, 0, 0, 0, 0, 0], [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0], [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0], [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0],
[0, 0, 0, 0, 0, 0, 0], [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0], [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0], [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0]];
A:=[CHR “#”, CHR “a”, CHR “b”, CHR “c”, CHR “b”, CHR “d”, CHR “a”, CHR “b”];
B:=[CHR “#”, CHR “b”, CHR “d”, CHR “c”, CHR “a”, CHR “b”, CHR “a”]’,
INV_DP_E(length m, 1, length (m!(i–1)), 0, lcs, A, B))”
验证条件 6表示程序开始满足前置条件 P, 在执行程序后得到的结果满足外循环不变式 INV_DP_E(length m,

1, length (m!(i–1)), 1, lcs, A, B)为真.
验证条件 7. lemma lcs_DL2: “INV_DP_E(length m, 1, length (m!(i–1)), 1, lcs, A, B)∧i ≤ length m–1
⇒    wp(‘j:=1’, INV_DP_I(length m, 1, length (m!(i–1)), 1, lcs, A, B))”
验证条件 7表示外循环不变式 INV_DP_E(length m, 1, length (m!(i–1)), 1, lcs, A, B)为真时, 满足进入外循环的

条件 i ≤ length m–1, 进入外循环执行 j:=1 语句 (即外循环进入内循环之前的语句) 之后满足内循环不变式

INV_DP_I(length m, 1, length (m!(i–1)), 1, lcs, A, B).
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验证条件 8. lemma lcs_DL3: “INV_DP_I(length m, 1, length (m!(i–1)), 1, lcs, A, B) ∧ j ≤ length (m!i)–1
⇒    wp(‘IF (A!(i))=(B!j) THEN m:=list_list_update m (i) j (m!(i–1)!(j–1)+1)
ELSE m:=list_list_update m (i) j (max (m!(i)!(j–1)) (m!(i–1)!j)) FI;
j:=j+1’, INV_DP_I(length m, 1, length (m!(i–1)), 1, lcs, A, B) )”
验证条件 8表示满足进入内循环的条件 j ≤ length (m!i)–1, 进入内循环运行循环体之后依旧满足内循环不变

式. 由于验证条件 8的结论部分根据 (A!(i))和 (B!j)的大小关系主要分成两部分, 需要对这两部分分别进行证明所

求解的结果与 LCS函数求解的结果相等, 从而构造辅助引理 lcs_DL3_1和 lcs_DL3_2, 其定义如下.
引理 3. lemma lcs_DL3_1: “INV_DP_I(length m, 1, length (m!(i–1)), 1, lcs, A, B) ∧ j ≤ length (m!i)–1
⇒    A ! i = B ! j
⇒    (m ! i)[j := Suc (m ! (i – Suc 0) ! (j – Suc 0))] ! j = lcs i j A B”
引理 3表示在 A ! i = B ! j 的情况下, 二维最优决策表 m 中 m[i, j]更新为 m [i–1, j–1]+1, 证明其值是否等于函

数 LCS对应位置所求解的值.
引理 4. lemma lcs_DL3_2: “INV_DP_I(length m, 1, length (m!(i–1)), 1, lcs, A, B) ∧ j ≤ length (m!i)–1
⇒    A ! i ≠ B ! j
⇒    (m ! i)[j := max (lcs i (j–Suc 0) A B) (m ! (i–Suc 0) ! j)] ! j = lcs i j A B”
引理 4表示在 A ! i ≠ B ! j 的情况下, 二维最优决策表 m 中 m[i, j]更新的值是否等于函数 lcs 对应位置所求解

的值. 由前提条件可知 m [i, j–1]=lcs i (j–Suc 0) A B, 所以 m[i, j]更新为 max (lcs i (j–Suc 0) A B , m [i–1, j]), 从而判

断是否等于函数 LCS对应位置所求解的值. 使用上述引理 3、引理 4对进行验证, 最终验证成功.
验证条件 9. lemma lcs_DL4: “INV_DP_I(length m, 1, length (m!(i–1)), 1, lcs, A, B) ∧ ¬ j ≤ length (m ! i)–1
⇒    wp(‘i:=i+1’, INV_DP_E(length m, 1, length (m!(i–1)), 1, lcs, A, B))”
验证条件 9表示内循环执行结束¬ j ≤ length (m ! i)–1, 内循环不变式 INV_DP_I(length m, 1, length (m!(i–1)), 1,

lcs, A, B)为真证明执行 i:=i+1语句 (即内循环结束转入外循环之间的语句)之后外循环不变式依旧为真.
验证条件 10. lemma lcs_DL5: “INV_DP_E(length m, 1, length (m!(i–1)), 1, lcs, A, B)∧¬ i ≤ length m–1
⇒    (m!(i–1)!((length (m!(i–1)))–1)) =lcs (i–1) ((length (m!(i–1)))–1) A B ∧i=length m”
验证条件 10表示外循环执行结束¬ i ≤ length m – 1, 外循环不变式 INV_DP_E(length m, 1, length (m!(i–1)), 1,

lcs, A, B)为真证明后置断言 Q为真.
上述验证条件 6–10的验证除了基于引理 3和引理 4, 还依赖于 Sledgehammer工具可调用另外的定理证明器

寻找定理来辅助证明. 验证条件 6–10在 Isabelle/HOL中被机械证明之后, 定理 LCS可被验证. 如图 11给出了验

证条件成功验证后得到的 LCS定理.
  

图 11　LCS定理 
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4.3   框架的适用范围

本文依据提出的命令式动态规划类算法程序设计框架及机械化验证完成了 KS和 LCS问题的验证, 该框架基

于Wimmer等人所实现的动态规划类算法的函数式建模 [12], 通过证明命令式动态规划类算法程序与其等价性, 完
成了命令式动态规划类算法的验证. 因此, 本文的框架主要适用于以下情况.

1)嵌套循环结构. 大多数动态规划问题可以通过双重循环结构有效求解, 除了前文解决的 0-1背包问题、最

长公共子序列问题两个实例之外, 本文所提框架可用于设计与验证斐波那契数列、最短路径问题和最小编辑距离

等其他算法. 例如最小编辑距离算法递推计算出两个字符串 A、B 间的最小编辑距离, 并且使用二维最优决策表

med 记录, 基于本文所提框架可得其递推关系式是: 

med[i, j] =
{

med[i−1, j−1]
max(med[i, j−1]+1,med[i−1, j]+1,med[i−1, j−1]+1)

A[i] = B[ j]
A[i] , B[ j] .

此外, 可拓展框架以应对多重循环结构 (矩阵连乘、最大子段和等)问题, 将问题的状态空间扩展到了 3个或

更多维度, 例如除了本文第 2.1节所提 i 和 j 两个维度, 还可能有步长等更多维度.
2) 非线性数据结构. 该框架除了能够处理数组结构问题以外, 在处理非线性数据结构问题时也具备广泛的适

用性, 例如涉及到图结构或树结构时, 通常可以将问题的求解映射到备忘录, 进而将其转化为数组结构的问题. 该
类问题包括邮局问题、最优二叉搜索树问题等.

mbst

例如证明树结构中最优二叉搜索树算法正确性, 该算法能将非线性数据结构 (二叉搜索树)映射为备忘录 (二
维表   ), 限于篇幅, 详情可参阅 https://github.com/hahahahaha-sh/IMP_DP/tree/IMP_DP_proof/opt_bst. 以下是根

据设计框架给出的前后置断言、递推关系式和循环不变式.
(a) 前后置断言

length mbst ⩾ 1■ 前置条件 P: 

r = length(mbst[1])∧mbst!u!v = min_wpl u v W■ 后置条件 Q:  
(b)递推关系式

依据第 2.2 节动态规划类算法递推关系式的归纳, 可将最优二叉搜索树的定义函数实例化如表 9 所示, 进一

步可得递推关系式如表 10所示.
 
 

表 9　定义函数实例化
 

定义函数 最优二叉搜索树

辅助函数X(i, j) mbst[i, k–1]+mbst[k+1, j]+W[i, j] (i≤k≤j)

依赖函数t

mbst[i, j]=W[i, j]
or

mbst[i, j]表示k所有可能的情况下,
mbst[i, k-1]+mbst[k+1, j]+W[i, j] 之间的比较

最优函数opt min
最优指标函数F[i, j] mbst[i, j]
判断函数Judge i=j or i<j

 

 
 

表 10　递推关系式
 

动态规划算法 递推关系式

最优二叉搜索树 mbst[i, j] =
{

W[i, j],
min(i⩽k⩽ j){mbst[i,k−1]+mbst[k+1, j]+W[i, j]},

i = j
i < j

 

(c)循环不变式

根据第 2.3节动态规划类算法循环不变式的构造, 可得最优二叉搜索树的内外循环不变式, 如表 11所示.
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表 11　最优二叉搜索树内外循环不变式构造
 

循环不变式构造步骤 外循环不变式构造 内循环不变式构造

步骤INV1. 给出循环变量范围
r ⩽ length m!1∧ r ⩾ 1
∧i ⩾ 0∧ i ⩽ length m− r+1

r < length m!1∧ r ⩾ 1
i ⩾ 0∧ i ⩽ length m− r+1

步骤INV2. 确定求解问题变化规律

(∀k. k < r→
(∀i. i < length m− r+1→
m!i!(i+ k−1) = min_wpl i (i + k−1) W))

(∀k. k < r→
(∀i. i < length m− r+1→
m!i!(i+ k−1) = min_wpl i (i + k−1) W))

∧(∀k. k < i→
m!k!(k+ r−1) = min_wpl k (k+ r−1) W)

步骤INV3. 满足二维最优决策表性质

length m ⩾ 1
∧(∀k.k < length m→ length(m!k)
= length(m!(k−1)) ∧ length(m!k) ⩾ 1)
∧length(m!1) = length m

length m ⩾ 1
∧(∀k.k < length m→ length(m!k)
= length(m!(k−1)) ∧ length(m!k) ⩾ 1)
∧length(m!1) = length m

步骤INV4. 构造动态规划类算法的循环不变式 INV{INV1∧ INV2∧ INV3} INV{INV1∧ INV2∧ INV3}
  

5   总结和展望

高效的算法在实际应用中起到重要的作用, 动态规划算法的核心思想是将复杂问题分解为较小的子问题, 并
利用子问题的解构建整体解, 由于子问题之间存在大量依赖关系和约束条件, 导致验证过程复杂, 对于验证命令式

动态规划类算法程序正确性是一个难点.
本文基于Wimmer等人在 Isabelle/HOL中已证明的动态规划算法函数式建模, 提出命令式动态规划类算法程

序设计及验证的框架, 该框架通过证明命令式动态规划类算法与函数式代码等价, 完成命令式动态规划类算法程

序的推导与机械验证, 避免考虑依赖关系和约束条件. 本文主要完成以下工作.
(1) 基于Wimmer等人实现的动态规划类算法函数式建模与验证, 提出命令式动态规划类算法程序设计框架.

该设计框架包含依据第 2.2节归纳的动态规划类算法递推关系式生成第 2.4节 IMP代码以及基于 IMP代码程序

与函数式算法程序的等价性来描述第 2.1节动态规划类算法问题规约和构造第 2.3节循环不变式, 其中问题规约

的后置条件和循环不变式分别表示运行结束和过程中的解与对应函数式解相等, 避免了在证明正确性时处理复杂

的依赖关系和约束条件, 并且解决了命令式代码验证困难的问题.
(2) 提出命令式动态规划类算法程序机械化验证方法. 该验证方法基于工作 (1)获得的问题规约、循环不变式

和 IMP代码输入 VCG, 自动生成正确性的验证条件, 并采用 Isabelle/HOL定理证明器对其进行验证, 实现了命令

式动态规划类算法程序验证的自动性和机械性, 从而有效地保证了算法程序的正确性和可靠性.
(3) 基于工作 (1)(2)命令式动态规划类算法设计框架和机械化验证, 实例化了 0-1背包问题和最长公共子序列

问题的命令式动态规划算法的设计和验证, 并且对于嵌套循环结构 (斐波那契数列、最短路径问题和最小编辑距

离等)和非线性数据结构问题 (图结构或树结构)分析推导框架也同样适用, 完成了从一般形式进而得到具体算法

的推导, 从而确保了本文所提框架能够准确地验证命令式动态规划类算法程序.
本文对命令式动态规划类算法程序进行了设计和验证. 在验证部分, 验证条件能够自动生成且可进行机械化

验证, 然而在设计部分仍然涉及较多手工推导. 在未来的研究工作中, 计划基于本文提出的设计框架, 进一步提高

动态规划算法设计的自动化程度. 同时, 也考虑将本文提出的框架应用到其他算法中, 为它们的设计和验证提供有

益的参考.
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