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摘　要: 近年来, 机器学习一直是被关注和探讨的研究热点, 被应用到各领域并在其中起着重要作用. 但随着数据

量的不断增加, 机器学习算法训练时间越来越长. 与此同时, 量子计算机表现出强大的运算能力. 因此, 有研究人员

尝试用量子计算的方法解决机器学习训练时间长的问题, 量子机器学习这一领域应运而生. 量子主成分分析、量

子支持向量机、量子深度学习等量子机器学习算法相继被提出, 并有实验证明了量子机器学习算法有显著的加速

效果, 使得量子机器学习的研究展现出逐步走高的趋势. 对量子机器学习算法进行综述. 首先介绍量子计算基础;

然后对量子监督学习、量子无监督学习、量子半监督学习、量子强化学习以及量子深度学习 5 类量子机器学习

算法进行介绍; 接着对量子机器学习的相关应用进行介绍并给出了算法实验; 最后进行总结和展望.
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Abstract:  In  recent  years,  machine  learning  has  always  been  a  research  hotspot,  and  has  been  applied  to  various  fields  with  an  important

role  played.  However,  as  the  data  amount  continues  to  increase,  the  training  time  of  machine  learning  algorithms  is  getting  longer.

Meanwhile,  quantum  computers  demonstrate  a  powerful  computing  ability.  Therefore,  researchers  try  to  solve  the  problem  of  long  machine

learning  training  time,  which  leads  to  the  emergence  of  quantum  machine  learning.  Quantum  machine  learning  algorithms  have  been

proposed,  including  quantum  principal  component  analysis,  quantum  support  vector  machine,  and  quantum  deep  learning.  Additionally,

experiments  have  proven  that  quantum  machine  learning  algorithms  have  a  significant  acceleration  effect,  leading  to  a  gradual  upward

trend  in  research  on  quantum  machine  learning.  This  study  reviews  research  on  quantum  machine  learning  algorithms.  First,  the

fundamental  concepts  of  quantum  computing  are  introduced.  Then,  five  quantum  machine  learning  algorithms  are  presented,  including

quantum  supervised  learning,  quantum  unsupervised  learning,  quantum  semi-supervised  learning,  quantum  reinforcement  learning,  and

quantum  deep  learning.  Next,  related  applications  of  quantum  machine  learning  are  demonstrated  with  the  algorithm  experiments  provided.

Finally, the relevant summary and prospect of future study are discussed.
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机器学习是人工智能的重要组成部分, 它研究的是如何让计算机实现自我学习, 从而拥有一定的“智能”. 从
20 世纪 50 年代至 21 世纪初期, 机器学习发展越来越快, 应用越来越广泛, 线性判别分析、人工神经网络、支持

向量机等一个个优秀的算法被提出. 机器学习被广泛应用于我们的生活中, 可以说生活在信息化时代的我们, 身边

存在着大量的机器学习产品.

O(N) N

但是机器学习算法的训练复杂度通常都比较高. K近邻、支持向量机等经典机器学习算法的时间复杂度均在

 以上 (   为样本数量), 尤其是深度学习对算力要求极高, 对于庞大的训练样本, 需要花费大量的时间进行训

练. 随着大数据时代的到来, 信息海量增长, 仅依靠计算机带来的高速运算对如此庞大的数据进行处理已经越来越

困难. 提高算法的效率已经成为机器学习领域重要的研究课题.
量子计算由于叠加、并行等特性大大提升了算法效率, 为解决一些计算困难问题提供了新思路. 20 世纪 80

年代, Feynman[1]最早提出了量子计算的概念, Deutsch[2]研究了图灵机的量子模型——量子图灵机. Shor[3]在 1994
年提出了对大整数进行因式分解的 Shor算法, 相对于经典算法来说该算法能够实现指数级加速, Grover[4]在 1996
年提出了能够在无序数据库中找到复合条件的元素的 Grover搜索算法, 相对于经典算法来说该算法能够实现平

方级加速, 这些算法充分体现了量子计算强大的能力. 1995年, 文献 [5]提出了“Qubit (量子比特)”的概念, 相对于

经典的“0-1”比特, 量子比特的存储性能达到了指数级的提升. 之后一些基础的量子算法被提出, 包括量子相位估

计 [6]、交换测试 [7]、HHL 算法 [8]等. 这些算法为量子计算在各个方面的应用打下了基础, 尤其是量子机器学习

(quantum machine learning, QML)领域. QML是一个集量子力学和机器学习优势于一身的交叉领域 [9−12]. 一些现有

的 QML算法可以解决当前信息社会中数据量大、训练过程慢的问题, 在时间上提供指数级的加速.
由于量子机器学习算法是在机器学习的基础上形成的一个领域, 因此, 与机器学习算法类似, 根据算法的训练

方式和训练时输出的可用性, 量子机器学习主要分为监督学习、无监督学习、半监督学习、强化学习和深度学

习 5 种类型. 监督学习算法中的训练数据带有标注, 训练过程能够根据这些数据得到一个最优模型; 无监督学习

(也叫非监督学习)与监督学习的不同之处在于数据都没有标注, 需要直接对数据进行建模; 半监督学习结合监督

学习和无监督学习的优势, 应用于只拥有少量有标注数据的情况; 强化学习是不需要预先给定数据的第 3种学习

范式, 它通过与环境的交互进行学习. 深度学习是在上述 4种机器学习算法的基础上发展起来的, 其网络结构层次

更深、更复杂.

量子计算和机器学习的结合最早出现在 1995年, Kak[13]考虑到生物信息处理中存在量子效应, 理论上提出了

量子神经网络 (quantum neural network, QNN)的概念. 此后 QNN领域得到了关注. 2000年, Ventura等人 [14]提出

了基于 Grover搜索算法和纠缠神经网络的量子联想神经网络模型, 相对于经典算法来说, 该算法达到了二次加速.

参数化量子神经网络 (parameterized QNN, PQNN)最初由Matsui等人 [15]在 2000年提出, 当时并没有得到重视. 但

是, 参数化量子线路 (parameterized quantum circuit, PQC) 能够在含噪中等规模量子 (noisy intermediate-scale

quantum, NISQ)设备上有效地实现. 随着 NISQ的大规模应用, 基于 PQC的量子神经网络成为近几年来被研究较

多的量子神经网络算法. PQC的初始参数通常是随机生成的, 有时会引起梯度消失. 因此, 2019年, Grant等人 [16]提

出了一种可避免梯度消失的模型, 进而可以有效地对量子神经网络进行训练. 随后, 量子生成对抗网络 (quantum

generative adversarial network, QGAN)、量子玻尔兹曼机等模型被提出.
除了神经网络, 其他监督学习算法的量子版本也被提出. 2014年 Rebentrost等人 [17]提出量子支持向量机, 与

经典的最小二乘支持向量机相比, 它表现出指数加速. Bishwas等人 [18]实现了量子多分类支持向量机. K近邻作为

机器学习中一种常用的分类算法, 在高维特征空间上进行计算需要花费大量的时间, 2014年, Wiebe等人 [19]提出

量子最近邻算法, 相对于经典算法, 该算法达到了二次加速. Chen 等人 [20]利用 Grover 算法寻找最相似的 K 个样

本, 从而实现量子 K近邻算法. 除了上述分类算法之外, 用于预测连续值的量子回归算法也被提出 [21−23].
无监督算法方面, 2007 年, Aïmeur 等人 [24]提出了量子分裂聚类算法和量子 K 中位数算法. Hou 等人 [25]在

2022年提出了 K均值聚类算法, 并将其应用于心脏病检测. 同年, 谱聚类算法被提出 [26]. 此外, 量子降维算法也是

一类重要的无监督机器学习算法, 目前已经提出的算法包括量子主成分分析 (quantum principal component analysis,
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QPCA)[27,28]和量子奇异值阈值算法 (quantum singular value thresholding, QSVT)[29]等.
除此之外, 量子半监督支持向量机 [30]、量子一分类技术 [31]等量子半监督学习被提出, 量子强化学习 [32−34]和量

子深度学习算法 [35−37]也被提出. 表 1给出了量子机器学习算法的分类及其对应的主要参考文献.
 
 

表 1　量子机器学习分类
 

类别 子类别 名称

量子监督学习

量子分类算法

量子神经网络[16]

量子支持向量机[17]

量子K近邻[20]

量子回归算法

量子线性回归[21]

量子岭回归[22]

量子逻辑回归[23]

量子无监督学习

量子聚类算法

量子K均值聚类[25]

量子层次聚类[24]

量子谱聚类[26]

量子降维算法
量子主成分分析[27]

量子奇异值阈值算法[29]

量子半监督学习 －
量子半监督支持向量机[30]

量子一分类算法[31]

量子强化学习
基于经典环境的量子强化学习

基于传统算法[32]

基于情景记忆[33]

基于量子环境的量子强化学习[34] －

量子深度学习

－ 量子玻尔兹曼机[35]

－ 量子生成对抗网络[36]

－ 量子深度强化学习[37]

 

此外, 能够运行量子算法的量子计算机硬件也处在快速发展过程中. 2007年, 加拿大的 D-Wave公司研发出量

子计算机猎户星座. 该量子计算机仅能处理一些最优化问题, 与通用计算机相距较远. 尽管如此, 猎户星座的诞生

对量子计算机领域来说具有里程碑的意义. 此后, IBM推出超导量子计算机 Eagle; 霍尼韦尔发布离子阱量子计算

机 H1; 谷歌推出量子计算机 Sycamore; 本源量子推出超导量子计算机本源悟源. 虽然目前已经有了很多版本的量

子计算机, 但是现在离通用的量子计算机还有一段距离, 目前 NISQ设备是主流的量子计算机.
本文主要综述量子机器学习算法, 对量子算法和相应经典算法之间的复杂度进行对比, 并对相同类型的量子

算法进行分析比较. 第 1节对量子计算基础知识和量子基本算法进行介绍. 第 2–6节分别介绍量子监督学习算法、

量子无监督学习算法、量子半监督学习算法、量子强化学习以及量子深度学习 5类量子机器学习算法. 第 7节为

量子机器学习算法的应用. 第 8节为实验. 第 9节为对该文的总结和对未来工作的展望. 

1   量子基础

本节介绍量子机器学习的基础知识, 包括量子计算基础知识 [6]和量子机器学习中常用的基础算法. 

1.1   量子计算基础知识

|0⟩ |1⟩ |·⟩
|0⟩ |1⟩ |0⟩ = (1 0)T |1⟩ = (0 1)T |ϕ⟩

|ϕ⟩ = γ |0⟩+δ |1⟩ = (γ δ)T γ δ |γ|2+ |δ|2 = 1

|ϕ⟩ |ϕ⟩+ = ⟨ϕ| = (γ∗ δ∗) γ∗ δ∗ γ δ

比特是经典计算机的基本单元, 相应的, 量子计算机的基本单元为量子比特. 一个经典比特的状态只能处于 0
和 1中的一个, 但是量子比特的状态可以是   和   的线性组合, 其中   为右矢, 是用于表示量子态的符号. 数学

上,    和   可以被看作两个基向量, 即   和   . 因此, 任意的单量子比特态   可以表示成:
 , 其中系数   和   为复数, 称为振幅, 满足   , 这种被表示成线性组合的量子态

也被称为叠加态. 右矢   的共轭转置 (用“+”表示)为左矢, 即   , 其中   和   分别表示   和   的
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{|0⟩⊗ |0⟩ , |0⟩⊗ |1⟩ , |1⟩⊗ |0⟩ , |1⟩⊗ |1⟩} = {|00⟩ , |01⟩ , |10⟩ , |11⟩} |x⟩⊗ |y⟩ (x,y ∈ {0,1}) |x⟩ |y⟩
|xy⟩ |x⟩ |y⟩ |x,y⟩ 2n

复共轭. 多个量子比特通过张量积的形式复合为多量子比特系统. 例如由两个量子比特组成的系统的基向量为

 , 式中,        为   和   的张量, 还可以

记为   、   或者   . n 量子比特系统中的量子态是维度为   的列向量.
N ×N U+U = UU+ = IN

U+ 2n×2n

2n×2n 2n×1

Rx (θ) Ry (θ) Rz (θ)

量子门 U (也被称作算子) 是作用于量子比特的酉矩阵, 即 U 是一个   复矩阵, 且满足   ,
其中,    为 U 的共轭转置. 作用于 n 个量子比特上的量子门为   的酉矩阵, 以改变量子态的振幅. 因此, 一个

量子门作用于一个量子态可以看作一个   矩阵乘以一个   向量. 公式 (1)列出了常用的量子门, 在公式 (1)
中 X、Y 和 Z 门通常被称为泡利算子;    、   和   被称为旋转门. CNOT 门作用在双量子比特上, 其余

的量子门均作用在单量子比特上. 

I =
(

1 0
0 1

)
, X =

(
0 1
1 0

)
, Y=

(
0 −i
i 0

)
, Z=

(
1 0
0 −1

)
, H =

1
√

2

(
1 1
1 −1

)
, Rx (θ) =


cos

θ

2
−i sin

θ

2

−i sin
θ

2
cos

θ

2

 ,

Ry (θ) =


cos

θ

2
−sin

θ

2

sin
θ

2
cos

θ

2

 , Rz (θ) =


exp

(
−iθ
2

)
0

0 exp
(

iθ
2

)
 , CNOT =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


(1)

N ×N

M+ = M M =
∑

m
m |m⟩ ⟨m| |m⟩

|φ⟩ P (m) = |⟨m | φ⟩|2
(|m⟩ ⟨m|) |φ⟩

P (m) |φ⟩
(|m⟩ ⟨m|) |φ⟩

P (m)

|φ⟩
|φ⟩

量子门作用于量子比特最终得到的是一个量子态, 为了得到量子态中的信息, 必须对其进行测量. 因此, 测量

在量子计算中起着至关重要的作用. 事实上, 测量算子是一个厄米矩阵, 即测量算子 M 是一个   的复矩阵, 且

满足   . 厄米矩阵 M 可以被分解成   的形式, 其中 m 为 M 的特征值,    为相应的特征向

量. 所有的特征向量组成一组正交完备基. 因此, 对量子态   进行测量时, 得到 m 的概率为   , 对应

的末态为   . 可见, 量子计算中的测量会改变量子比特的状态, 由   变为   . 这种现象被称为

量子态坍缩, 由测量引起, 这是与经典测量非常大的不同. 测量是量子计算中的一把双刃剑, 一方面它不但能得到

末态, 还能同时进行一些操作, 可能会给算法设计带来一些便利; 另一方面, 一次测量, 只能得到多个特征向量中的

一个, 到底能得到哪一个还是随机的, 而且原始状态   也已经不复存在, 因此要想得到所有的特征向量和特征值,
就得一次次重复制备   , 并重复测量, 这将会消耗大量的量子资源 [6]. 

1.2   量子基本算法

在量子机器学习算法中, 通常会用到一些量子基本算法作为程序模块. 它们在量子机器学习中起到了非常重

要的作用, 其量子线路图如图 1所示. 量子线路图是量子算法的一种描述方式, 其中每一条横线表示一个量子比特

或者几个量子比特的集合, 用来存储某个变量, 称为一个寄存器 [6]. 量子线路图中的所有横线从上到下依次记为第

1寄存器、第 2寄存器、… 、第 n 寄存器. 寄存器上的 H、X、QFT、U 等都是量子门或者由多个量子门组成的

模块, 代表了某种操作.
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图 1　量子基本算法线路图
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O(N) O
(√

N
)

|0⟩⊗(n+1) |0⟩⊗n

|0⟩
|0⟩− |1⟩
√

2

1
√

2n

2n−1∑
x=0

|x⟩ |0⟩− |1⟩√
2

(1) Grover 搜索算法 [6]. 假设样本集中共有 N 个无序样本, 经典计算机搜索到符合条件的样本的复杂度为

 . 量子搜索算法是由 Grover在 1995年提出的一种量子算法, 被称为 Grover搜索算法, 其复杂度仅为   .

Grover 搜索算法的量子线路图如图 1(a) 所示, 其输入为   . 首先使用 n 个 H 门作用于第 1 寄存器   演化

出所有样本的下标, 并使用 X 门和 H 门作用于第 2寄存器   演化出   , 则输入态演化为   ;

然后重复执行振幅放大算子 G (能够将量子态的振幅放大的算子) 逐步提高符合条件的解的概率, 使得该概率最

终能够接近或者达到 1, 以便测量时能够以接近 1的概率将符合条件的解提取出来.
e2πiφ |u⟩

U |u⟩ = e2πiφ |u⟩ QFT+ e2πiφ φ

φ φ φ

φ ≈ φ1×2t−1+ . . .+φt ×20

2t |0⟩⊗t |u⟩

|0⟩⊗t 1
2t/ 2

2t−1∑
k=0

|k⟩ |u⟩ U2 j
j = 0,1, . . . , t−1

1
2t/ 2

t
⊗
l=1

(
|0⟩+ e2πiφ2t−l |1⟩

)
|φ1 . . .φt⟩ φ1, . . . ,φt

φ1×2t−1+ . . .+φt ×20

2t

(2) 量子相位估计 (quantum phase estimation, QPE)[6]. 假设酉矩阵 U 的特征值为   , 相应的特征向量为   ,
QPE利用   和逆量子傅里叶变换 (inverse quantum Fourier transform,    )将特征值   的相位   存

储在基态中, 进而通过测量得到   , 由于得到的是   的近似值, 因此称为量子相位估计. 假设用 t 个量子比特表示   ,

则   . QPE 的量子线路图如图 1(b) 所示, 其输入为   . 首先使用 t 个 H 门作用于第 1

寄存器   得到叠加态   ; 然后执行受控   (   )得到   ; 再对第 1寄

存器执行逆量子傅里叶变换得到   ; 最后通过测量得到   , 进而得到   .

|0⟩⊗n |φ⟩ = U |0⟩⊗n = |φ0⟩+ |φ1⟩
|φ1⟩ a = ⟨φ1 | φ1⟩ |0⟩⊗t |φ⟩

1
2t/ 2

2t−1∑
k=0

|k⟩ |φ⟩ Q2 j ( j = 0,1, . . . , t−1)

1
√

2
|2tθa/π⟩eiθa |φ+⟩+

1
√

2
|2t (1− θa/π⟩)e−iθa |φ−⟩ a = sin2θa |φ±⟩ =

1
√

2

(
1

√
1−a

|φ0⟩∓
i
√

a
|φ1⟩

)
|y1⟩ = |2tθa/π⟩ |y2⟩ = |2t (1− θa/π⟩) ã = sin2 (πy/2t) y = y1 y = y2

(3) 量子振幅估计 (quantum amplitude estimation, QAE)[38]. 量子振幅估计是结合 Grover搜索算法中的振幅放

大算子和量子相位估计的一种算法. 给定一个酉变换 U, 作用于量子态   得到量子态   ,
则量子振幅估计算法可以估计出得到   的概率   . QAE的量子线路图如图 1(c)所示, 其输入为   .

首先对第 1寄存器执行 t 个 H 门制备叠加态   ; 然后执行受控       操作和逆量子傅里

叶变换得到   , 其中   ,    ; 最后

进行测量得到   和   , 进而计算出 a 的近似值   , 其中   或   .

U |0⟩ = |a1⟩ V |0⟩ = |a2⟩
|a1⟩ |a2⟩ ⟨a1 | a2⟩

(Re ⟨a1 | a2⟩) (Im ⟨a1 | a2⟩) |0⟩ |0⟩
1
√

2
(|0⟩ |0⟩+ |1⟩ |0⟩) 1

√
2

(|0⟩ |a2⟩+ |1⟩ |a1⟩)
1
2

(|0⟩ (|a2⟩+ |a1⟩)+ |1⟩ (|a2⟩− |a1⟩)) |0⟩

P (0) =
1
2
+

Re ⟨a1 | a2⟩
2 Re ⟨a1 | a2⟩ = 2P (0)−1 Im ⟨a1 | a2⟩ = −Re ⟨a1| i |a2⟩ S =

(
1 0
0 i

)
Im ⟨a1 | a2⟩

(4) 哈达玛测试 (Hadamard-test)[39]. 在经典计算中, 两个向量的内积在很多方面都有应用. 在量子计算中, 一个

向量可以表示成一个量子态, 两个量子态的内积在量子计算中起着至关重要的作用. 令   ,    , 哈
达玛测试可以用于计算两个量子态   和   的内积   , 由于量子态的振幅为复数, 因此内积也是复数, 包括

实部   和虚部   两部分. 计算实部的量子线路图如图 1(d)所示, 其输入为   . 首先使用 H

门作用于第 1寄存器得到   ; 然后执行受控 U 操作和受控 V 操作得到   ; 再使

用 H 门作用于第 1 寄存器可得    ; 最后对第 1 寄存器进行测量得到    的概率为

 . 进而可计算出   . 由于   且算子   ,

因此只需在图 1(d)第 1个 H 门后增加一个算子 S 就可以得到   .
|a1⟩ |a2⟩ |⟨a1 | a2⟩|2

|0⟩ |a1⟩ |a2⟩
1
√

2
(|0⟩ |a1⟩ |a2⟩+ |1⟩ |a1⟩ |a2⟩)

1
√

2
(|0⟩ |a1⟩ |a2⟩+|1⟩ |a2⟩ |a1⟩)

1
2
|0⟩ (|a1⟩ |a2⟩+|a2⟩ |a1⟩)+

1
2
|1⟩ (|a1⟩ |a2⟩−|a2⟩ |a1⟩)

|0⟩ P (0) =
1
2
+

1
2
|⟨a1 | a2⟩|2 |⟨a1 | a2⟩|2 = 2P (0)−1

(5) 交换测试 (Swap-test)[7]. 在量子计算中, 两个量子态   和   的保真度   是用于衡量两个量子态

的相似程度的一种方法. 交换测试可以用来计算保真度, 即内积模的平方. 交换测试的量子线路图如图 1(e)所示,

其输入为   . 首先使用 H 门作用于第 1寄存器得到量子态   ; 然后使用受控交换

门得到量子态   ; 接着使用 H 门得到量子态   ;

最后对辅助量子比特进行测量, 得到   的概率为   , 进而可以计算出   .

N ×N

N ×1 N ×1 Ax = b
O

(
N3) O

(
log(N)

) |0⟩ |0⟩⊗l |b⟩

|0⟩
N−1∑
i=0

βi

∣∣∣λ̃i

⟩
|ui⟩ |b⟩ =

N−1∑
i=0

βi |ui⟩ λ̃i

(6) HHL 算法 [8]. HHL 算法是由 Harrow 等人提出的, 他们利用量子特性来求解线性方程组. 给定一个 

的可逆方阵 A 和一个   的向量 b, 要找到一个   的向量 x, 使其满足   . 经典计算中求解线性方程组的

复杂度为   , 而 HHL 算法的复杂度仅为   . HHL 的量子线路图如图 1(f) 所示, 其输入为   .

首先对第 2 和第 3 寄存器使用量子相位估计将特征值存储在基态中, 即:    , 其中   ,  
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是 A 的特征值   的近似值,    (   )是相应的特征向量; 然后以   作为控制比特, 对辅助量子比特

进行旋转可得   ; 接着执行逆量子相位估计   解除第 2寄存器与其余两个寄

存器的纠缠, 可得   . 最后进行测量, 如果测量结果为   , 则得到量子态   .

由谱分解 [6]可知, 除去归一化因子 C, 该结果正是线性方程组的解   .

|x⟩

(7) 参数化量子线路 [40]. 参数化量子线路通常包含两层量子门: 单量子比特旋转层和双量子比特纠缠层, 其中

单量子比特旋转层通常由旋转门组成, 双量子比特纠缠层通常由受控非门和受控旋转门组成. 图 1(g)为 PQC的一

种形式, 其输入为表示样本的量子态   , 含参量子线路可以表示为: 

UnU (θ) |x⟩ = Un (Un−1 (θn−1)⊗Un−2 (θn−2)⊗ . . .⊗U1 (θ1)⊗U0 (θ0)) |x⟩ (2)

U (θ) = Un−1 (θn−1)⊗Un−2 (θn−2)⊗ . . .⊗U1 (θ1)⊗U0 (θ0) θ

θi i = 0, 1, . . . ,n−1 Un

其中,    表示单量子比特旋转层,    包括参数化量子线路中的所有

参数   (   ).    表示双量子比特纠缠层, 其中不含参数. 参数化量子线路能够在 NISQ设备上有效地

实现, 因此成为量子神经网络中采用的主要方法.

Grover 搜索算法能够快速在非结构化无序数据库中找到符合条件的元素, 被应用于量子 K 近邻等聚类算法

中; 用于估计特征值相位的 QPE 和用于估计量子态振幅的 QAE 都是量子估计算法, 被应用于量子支持向量机、

量子主成分分析等算法中; Hadamard-test和 Swap-test能够分别以内积和内积模两种方式估计两个量子态之间的

相似度, 是量子机器学习中常用的基本算法; HHL算法利用量子特性求解线性方程组, 是量子支持向量机、量子

线性回归等算法的核心; PQC 是量子神经网络的基础, 通过训练参数达到分类的目的. 表 2 总结了量子基本算法

的功能及其在量子机器学习算法中的应用.
 
 

表 2　量子基本算法的功能及其应用总结
 

算法 功能 应用

Grover搜索算法
能够快速在非结构化无序数据库中找到符合
条件的元素

量子支持向量机、量子K近邻、量子K均值、量子层次
聚类、量子谱聚类、量子强化学习

QPE e2πiφ φ用于估计算子U的特征值   的相位 
量子支持向量机、量子回归、量子谱聚类、量子主成分
分析、量子奇异值阈值算法、量子半监督支持向量机

QAE 用于估计包含解的概率 量子K近邻、量子回归

Hadamard-test 用于计算两个量子态的内积 量子支持向量机、量子回归

Swap-test 用于计算两个量子态的内积的模平方
量子支持向量机、量子K近邻、量子回归、量子奇异值
阈值算法、量子半监督支持向量机

HHL算法 用于求解线性方程组 量子支持向量机、量子回归、量子半监督支持向量机

PQC
量子神经网络通过训练参数化量子线路中的
参数达到对样本进行正确分类的目的

量子神经网络、量子支持向量机、量子生成对抗网络、
量子强化学习

  

2   量子监督学习算法

监督学习针对的是有标签的数据集, 也就是需要根据训练数据集及其标签进行学习得到一个模型, 然后将此

模型应用于对新数据进行预测. 根据预测结果是否为连续值, 将量子监督学习算法分为量子分类算法和量子回归

算法. 量子分类算法包括量子神经网络、量子支持向量机以及量子 K近邻等; 现有的量子回归主要包括 3个算法:

量子线性回归、量子岭回归以及量子逻辑回归. 

2.1   量子分类算法

量子分类算法能够提高分类学习算法的运行效率, 有效解决当前环境下数据量巨大以及维度高导致的计算困
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难问题. 本节介绍以下 3种量子分类算法: 量子神经网络、量子支持向量机以及量子 K近邻. 

2.1.1    量子神经网络

x0, x1, . . . , xM−1

w j ( j = 0,1, . . . ,M−1) x j wM

xM = 1 a =
∑M

j=0
w jx j

φ φ y = φ (a)

神经网络是应用广泛的分类模型 [41,42] , 它通过对人脑神经元的建模来模拟人脑神经系统. M-P神经元是比较

简单、常用的神经元, Zhang等人 [43]给出了 FT (flexible transmitter)模型, 它是一种具备灵活可塑性的新型生物拟

真神经元. 图 2(a) 给出了最简单的 M-P 神经元. 在该模型中, 输入信号有 M 个特征   , 用于刺激该神

经元, 各个输入的刺激程度不同, 权重系数      用于表示信号   对神经元的刺激程度,    表示

偏置, 可以理解为哑元   所作贡献的大小. 因此, 所有输入信号对神经元的激活值为   . a 经过一

个非线性函数   产生神经元的输出 y. 这里   称为神经元的激活函数. 故一个神经元的输出为   .
 
 

...

x0

x1

w0

w1

y

xM

wM

 ∑wj xj

xM−1

wM−1

输入层

输出层

隐含层

(a) M-P神经元模型

φ

(b) 3层神经网络

图 2　神经网络模型
 

符号函数是有代表性的不连续激活函数, 其定义为: 

φ (a) = sign (a) =
{
+1, a ⩾ 0
−1, a < 0 (3)

+1 −1

w0, w1, . . . ,wM−1 wM

这里假设公式 (3) 中   表示激活了神经元,    表示没有激活神经元. 神经网络的目标是找到合适的权重系

数   和偏置   使得神经元能有正确的输出. 一个神经网络是由若干神经元按照一定的方式连接组

成的网络, 图 2(b)是一个 3层神经网络.
相对于经典神经网络, QNN在运行速度、资源消耗等方面具有很大的优势. 1995年 Kak[13]最先提出了基于测

量的 QNN模型. 他主要考虑到意识具有不可分割性, 而任何不可分割的现象都可以用波函数 (波函数是量子力学

中描写系统状态的函数 [6])来描述, 那么就能够以量子力学的方式对其进行建模.

|ϕi⟩ = ai |0⟩+bi |1⟩ =
(

ai bi

)T
x j =

(
x j0 x j1 . . . x j(M−1)

)T
y = B ·

∑M−1

i=0
x jiRi |ϕi⟩ · B =

(
1 1

)T
Ri |ϕi⟩

同年, 量子衍生神经网络被提出 [44], 该算法利用量子叠加性, 同时训练多个网络, 提升了训练效率. 与经典神

经网络类似, 量子衍生神经网络的基本单元为量子衍生神经元. 在量子衍生神经元中, 第 i 个权重的量子比特为

 , 输入样本为   , y 为输出, 量子衍生神经元的输入输出

关系为 [44]:    , 其中   是点积,    ,    是用于更新   的旋转门. 进而给出了隐层神经

元和多层神经网络的输出, 最后根据损失函数更新参数. 而时间累积效应能够将单个样本映射为一个矩阵 [45,46]. 此
时神经网络的输入为一个序列, 简称序列输入. 文献 [47] 提出基于序列输入的量子衍生神经网络, 该算法在预测

数据集准确率时要优于相应的经典算法.
之后参数化量子神经网络 [16,40,48−53]、量子细胞神经网络 [54,55]等模型被提出. 下面介绍近几年比较流行的参数

化量子神经网络 PQNN.
PQNN最初由Matsui等人在 2000年提出 [15]. 该量子神经网络在不同学习率的设置下都表现出非常高的收敛

速度, 学习能力与传统网络相当. 近几年来, 由于通用量子计算机的研究方兴未艾, 将浅层参数化量子线路和简单

非线性函数组合在一起, 适用于 NISQ计算机的 PQNN是被研究较多的量子神经网络模型.
与经典神经网络类似, PQNN通过训练 PQC中的参数达到对样本进行正确分类的目的. PQNN的基础流程共

分为 5步.

|x⟩第 1步: 将经典数据编码为量子态   .

U (θ) |x⟩ U (θ) |x⟩第 2步: 将酉变换   作用于   得到   .

U (θ) |x⟩ ⟨x|U(θ)+MU (θ) |x⟩第 3步: 使用测量算子 M 对   进行测量得到期望值   .
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第 4步: 根据期望值定义目标函数, 并使用梯度下降法等优化方法调整参数.

第 5步: 将新的参数设置到 PQC中, 并重复第 2–5步直至达到期望的结果.

⟨x|U(θ)+MU (θ) |x⟩ f (θ)

U (θ) = e−iaθG |x⟩
∂ f
∂θi

∂ f
∂θi
= r

(
f
(
θi+

π
4r

)
− f (θi−

π
4r

))
r =

a
2

(e1− e0) e1 e0

从上述步骤可以看出除了 PQC的设计之外, 最主要的就是如何对参数进行优化. 目前使用最多的优化方法为

梯度下降法 [56−59]. 目标函数是与测量得到的期望值   有关的函数, 假设目标函数为   , 文献 [56]

给出当 PQC的量子门可以表示成   的形式时, 梯度算子   的表示方法为 

 , 其中 G 是参数化量子线路中用到的量子门,    , a 是一个实常数,    和   是 G 的两个特征值.

McClean等人 [51]的研究表明 PQNN经过随机初始化参数的梯度可能会随量子比特数和线路深度的增加而消

失, 这种现象也被称为梯度消失或贫瘠高原. Grant等人 [16]设计了一种在含参量子门后添加伴随矩阵的优化策略,

可避免随机初始化 PQC中的参数引起的梯度消失, 进而有效地对量子神经网络进行训练. Skolik等人 [52]设计了一

种分层训练策略, 即在训练 PQC参数的过程中每次只更新其中的部分参数. 实验结果表明, 这种策略可以帮助参

数化量子线路避免梯度消失问题, 这主要是因为分层训练需要训练的参数数量少, 每个参数能获得的梯度值更大.

但是, 以上针对参数化量子线路梯度消失现象的研究并没有考虑量子硬件上噪声对参数化量子线路模型训练优化

的影响. Wang 等人 [53]的研究表明 NISQ 设备上的噪声也会造成 PQNN 的梯度消失, 而且由于 NISQ 设备上噪声

导致的梯度消失问题难以通过上述的优化策略解决. 

2.1.2    量子支持向量机

{ (xi,yi) |xi ∈ RM,

yi ∈ {1,−1} }i=0,1,...,N−1

支持向量机主要是通过寻找最优超平面实现分类任务 [60,61]. 对于一个线性可分的数据集  

 , 标准支持向量机的基本思想就是找到一个最优超平面 (图 3 中的粗实线) 使得两个类的支持

向量 (图 3中位于虚线上的样本)到超平面的距离最大.
 
 

−2 2 6

最优超平面

超平面2

超平面1

图 3　支持向量机原理示意图
 

最小二乘支持向量机可将寻找最优超平面的问题转化为求解下列线性方程组的问题: 

F
(

b
α

)
=

(
0 eT

e K +γ−1I

)(
b
α

)
=

(
0
y

)
(4)

α = (α0 α1 . . . αN−1)T e = (1 1 . . . 1)T y = (y0 y1 . . .

yN−1)T Ki j = xT
i x j

其中, b 是位移项,    是拉格朗日乘子,    , I 是单位矩阵,  

 , K 中的元素   为最简单的线性核, 此外还有高斯核、多项式核等形式.

α通过求解公式 (4)得到参数 b 和   , 进而可以使用公式 (5)完成对待分类样本 x的分类任务. 

y (x) = sign
N−1∑

i=0

αixT
i x+b

 (5)

|b,α⟩ = 1
√

C

(
b |0⟩+

∑N−1

i=0
αi |i+1⟩

)
|b, α⟩

|x⟩

2014 年, Rebentrost 等人 [17]给出了最小二乘支持向量机的量子版本——最小二乘量子支持向量机 (least-

squares quantum support vector machine, LS-QSVM). 该算法使用 HHL算法求解公式 (4)中的线性方程组, 得到参

数的量子形式   , 其中 C 是归一化因子. 然后根据超平面量子态   和待分类样

本   分别构造下述量子态: 
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|ũ⟩ = 1
√

Nũ

b |0⟩ |0⟩+ N−1∑
i=0

αi |xi| |i+1⟩ |xi⟩
 , |x̃⟩ = 1

√
Nx̃

|0⟩ |0⟩+ N−1∑
i=0

|x| |i+1⟩ |x⟩
 (6)

Nũ=b2+
∑N−1

i=0
α2

i |xi|2 Nx̃=1+N|x|2 ⟨ũ | x̃⟩= 1
√

Nx̃Nũ

(
b+

∑N−1

i=0
αi |xi| |x| ⟨xi | x⟩

)
|1⟩ P (1) =

1
2

(1−⟨ũ | x̃⟩) P (1) <
1
2 ⟨ũ | x̃⟩ > 0

+1 −1 O
(
log(MN)

)
O

(
N3)

其中,    ,    为归一化因子. 使用交换测试可得   .

由于对辅助比特进行测量得到   的概率为   , 因此当   时, 内积   , 可将 x分类

为   ; 否则, 分类为   . 上述最小二乘量子支持向量机的复杂度为   , 与经典算法   的复杂度相

比, 达到了指数加速.
事实上, 早在 2003年, Anguita等人 [62]提出了用 Grover量子搜索算法加速支持向量机 (quantum support vector

machine based on Grover, GQSVM)的训练过程, 但是该算法仅达到了二次加速. LS-QSVM的出现打破了量子支持

向量机的研究僵局, 为后续量子支持向量机的研究提供了基础和思路.
LS-QSVM算法仅适合于二分类问题, Bishwas等人 [18]通过一对一技术实现量子多分类支持向量机, 并将其时

间复杂度控制在对数时间. 之后 Li等人 [63]在 4位核磁共振测试台上实现手写数字识别, 从实验上验证了量子支持

向量机的可行性.

F =
∑m

i=1
δiPi Pi

上述算法都是使用 HHL算法训练量子支持向量机, 该算法的量子线路具有较高深度, 因此需要在容错性较好

的量子计算机上实现. 但是现在的量子计算机都是 NISQ 设备. 而 PQC 能够在 NISQ 上有效地实现. 因此, Xu 等

人 [64]在 2022年提出了基于参数化量子线路的变分量子支持向量机 (parameterized LS-QSVM, LS-PQSVM). 将公

式 (4)中的 F 分解为   , 其中   是由泡利算子张量得到的, 则训练最小二乘量子支持向量机可以通过

最小化损失函数 L 来得到. 

L = 1− 1∣∣∣∣( 0 yT
)∣∣∣∣ |Fd|

(
0 yT

)T
Fd = 1−

m∑
i=1

1
|Fd|δi ⟨0 . . .0|UyPiV (θ) |0 . . .0⟩ (7)

⟨0 . . .0|Uy |0,y⟩ = 1 d = V (θ) |0 . . .0⟩ V (θ)其中,    ,    . 这里   就是用于训练最小二乘支持向量机的参数化量子线路. 最后

使用哈达玛测试得到最优参数和待分类样本的内积, 完成分类任务.

Ki j =(
xT

i x j
)d

在经典算法中, 有些样本集在原始空间中不能进行线性分割, 核函数将样本从原始空间映射到高维空间, 从而

使得样本能够在高维空间中线性可分. 在量子支持向量机中, 量子核函数同样有至关重要的作用. 多项式核 

 的量子形式被提出 [17], 即:
 

Ki j = φ (xi) ·φ
(
x j

)
= ⟨φ (xi)| φ

(
x j
)⟩
=

⟨
xi

∣∣∣ x j

⟩
⊗ . . .⊗

⟨
xi

∣∣∣ x j

⟩
=

⟨
xi

∣∣∣ x j

⟩d
(8)

|φ (xi)⟩ ≡ |xi⟩⊗ · · · ⊗ |xi⟩其中,    . 此时, 量子支持向量机演变为优化 d 次张量积空间中的线性超平面. 利用公式 (8)的
技巧可以构造任意多项式核. Chatterjee等人 [65]用量子径向核替换多项式型核, 在对数时间复杂度内, 实现了量子

支持向量机从简单的多项式型核向非线性核的扩展. 为了能够有效地在 NISQ 量子计算机上实现量子核函数,
Havlíček等人 [66]提出了基于 PQC的量子核函数, 该算法利用参数化量子线路的特点实现特征映射, 进而得到核函

数, 解决了经典算法中特征空间大导致的计算困难的问题.
此外, Li 等人 [67]提出任意非线性核的量子支持向量机, 并将其应用于脑电图信号特征提取和分类. Zhang 等

人 [68]提出基于标准支持向量机的量子算法用于解决 LS-QSVM缺乏稀疏性核鲁棒性的问题. Li等人 [69]提出基于

梯度下降法的量子支持向量机模型, 并完成了同时对多个样本将进行分类的任务. 

2.1.3    量子 K近邻

K 近邻是一种简单有效的有监督学习算法. 图 4 给出 K 近邻原理的示意图. 训练样本有两个类别, 分别用三

角形和正方形表示. 对于新输入的待分类样本 (用圆形表示), 计算所有训练样本与待分类样本的距离, 找到与待分

类样本最近的 K 个邻居. 当 K=3时, 邻居中包括 2个三角形和 1个正方形, 因此分类为三角形; 当 K=5时, 邻居中

包括 2个三角形和 3个正方形, 因此分类为正方形. 总体来说, 与待分类样本最邻近的 K 个样本中, 多数属于哪一

类, 就将待分类样本就划分到哪一类.
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K=3

K=5

图 4　K近邻示意图
 

与经典算法一样, 量子 K近邻的主要任务也分成两项: 距离计算和确定最近的 K 个值. 通常情况下使用 Grover
搜索算法寻找最近邻的 K 个值, 能够达到二次加速. 下面根据距离计算方式的不同, 将量子 K近邻算法分成 3类.

(1) 基于欧氏距离的量子 K近邻算法

xi =
(

xi0 xi1 . . . xi(M−1)

)T
x j =

(
x j0 x j1 . . . x j(M−1)

)T
d
(
xi, x j

)
=

∣∣∣xi− x j

∣∣∣ = √∑M−1

k=0

(
xik − x jk

)2

假设两个样本的向量表示为   和   , 其中 M 表示单个

样本的 M 个特征, 则它们的欧氏距离为   . 欧氏距离指的是绝对距离, 也就是

我们常说的点与点之间的直线距离.

1
√

N

∑N−1

l=0
|l⟩

( √
1− |x− xl| |0⟩+

√
|x− xl| |1⟩

)
|x− xl|

1
√

N

∑N−1

l=0
|l⟩ ||x− xl|⟩

|x− xl| |x− xl|

基于欧氏距离的量子 K近邻算法 (quantum K-nearest neighbors based on Euclidean distance, Ed-QKNN)主要是

使用量子算法计算向量之间的欧氏距离 [19,70]. Wiebe等人 [19]提出的 Ed-QKNN算法主要分为 3步: 首先使用量子

随机存取存储器 (quantum random access memory, QRAM)得到量子态   ,

然后使用振幅估计算法将   存储在量子态中, 即   , 最后使用 Dürr提出的最小值搜索算法 [71]

搜索到最小的   . 相对于经典算法来说, 该算法达到了二次加速. 由于该算法每次只找到最小的   , 因此

它实际上是一个量子最近邻算法.
(2) 基于汉明距离的量子 K近邻算法

汉明距离指的是两个二进制字符串 (或向量)之间对应位取值不同的个数. 例如: 0010和 0001之间后两位不

同, 因此汉明距离为 2; 0110和 1110之间只有第 1位不同, 因此汉明距离为 1.

O
((

log M
)3
)

2017年, Ruan等人 [72]提出了计算测试样本与训练集中每个特征向量之间的汉明距离的量子方法. 同时, 利用

这种距离计算方法实现了基于汉明距离的量子 K 近邻算法 (quantum K-nearest neighbors based on Hamming
distance, Hd-QKNN). 不同于 Ed-QKNN算法, Hd-QKNN的时间开销只与特征向量的维数 M 相关, 与数据集大小

N 无关, 其时间复杂度为   , 当数据集特别大而特征向量维数较小时, 此算法优势显著. 但是上述算法通

过设置阈值 t 来选择 K 个最近邻的样本, 因此该算法除了设置 K 之外, 还需要设置参数 t, 增加了计算量.
(3) 基于保真度的量子 K近邻算法

F
(
xi, x j

)
=

∣∣∣∣⟨xi

∣∣∣ x j

⟩∣∣∣∣2 |xi⟩ |x j⟩

O
(
RK
√

N
)

O
(
R
√

KN
)

在量子计算中, 保真度   常被用于计算两个样本   和   之间的距离. 2015年, Chen等人 [20]

将Wiebe等人 [19]的量子最近邻算法扩展到量子 K近邻算法, 利用 Dürr等人 [71]提出的求 K 个最小值的量子算法,
找到 K 个与待分类样本最相似的样本, 实现基于保真度的量子 K近邻算法 (quantum K-nearest neighbors based on
fidelity similarity, Fs-QKNN). 该算法时间复杂度较Wiebe等人的   降低至   , 其中 R 为 Oracle

算子的执行次数. 当数据很多而且 K 值很大时, Fs-QKNN的优化效果更加明显.
上述量子 K近邻算法仅能达到二次加速, Ma等人 [73]提出基于分类张量网络态的量子 K近邻算法, 该算法基

于图数据结构描述量子线路的量子态 (被称为分类张量网络态), 使用的距离度量也是保真度, 使得该算法达到了

指数加速. 

2.2   量子回归算法

回归算法研究的是自变量和因变量的关系, 属于预测性的算法. 这种类型的算法主要包括线性回归、岭回归、

逻辑回归等类别. 相应的, 本节首先介绍常用的量子线性回归算法, 然后介绍量子岭回归和量子逻辑回归. 
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2.2.1    量子线性回归

xi =
(

xi0 xi1 . . . xi(M−1)

)T
xiM = 1 ŷ (xi,w) =

∑M−1

j=0
w jxi j+wM =

∑M

j=0
w jxi j =

wT x̄i x̄i =
(

xi0 xi1 . . . xi(M−1) 1
)T

w = (w0,w1, . . . ,wM)T

(ŷ (x0,w) , ŷ (x1,w) , . . . , ŷ (xN−1,w)) y = (y0,y1, . . . ,yN−1)

w J (w) =
1
2

n∑
i=1

ε2
i =

1
2
∥y−Xw∥22

线性回归要做的是找到最好的“一条直线”对数据集进行拟合, 也就是利用数据集, 训练一个线性回归函数. 对于

样本   , 令   , 则线性回归函数可以定义为,  

 , 其中   ,    是需要从数据中学习的拟合参数. 估计参数通常

利用无偏估计去最小化模型预测值   与真实值   之间的最小二乘

误差, 也就是要求   使得   最小, 其中 X 为:
 

X =


x̄T

0

x̄T
1
...

x̄T
N−1


=


x00 . . . x0(M−1) 1

x10 . . . x1(M−1) 1
...

. . .
...

...

x(N−1)0 . . . x(N−1)(M−1) 1


(9)

J (w) w 0为此, 求   对   的导数, 并令其等于   , 得到: 

XTXw = XTy (10)

A = XTX b = XTy

|w⟩ w |w⟩ w

Dutta等人 [21]提出量子线性回归 (quantum linear regression, QLR), 令   ,    , 则利用 HHL算法可

求得参数   , 进而得到经典形式的   , 最后预测新样本的值. 但是要通过测量由量子态   得到经典形式的   , 需
要付出指数级的代价, 因此相对经典算法来说, 这种算法的优势并不明显. 但是如果只考虑训练过程的复杂度,
QLR还是具有指数级优势.

|w⟩
|w⟩ Xw y

|Xw− y|2 X̃ |w⟩ |y⟩
∣∣∣X̃ |w⟩− |y⟩∣∣∣2 = 2−2 ⟨y| X̃ |w⟩ =

2−2 ⟨y| X̃Ã−1 |b⟩ Ã =
(

XTX 0
0 XXT

)
X̃ =

(
0 X

XT 0

)
X̃ Ã

X |y⟩

Wiebe 等人 [74]指出要提取出使用 HHL 算法求得的拟合参数   的信息需要付出很大的代价, 因此他们的目

的并不在于得到   , 而是利用该结果估计拟合质量, 在经典计算中, 通常使用预测值   和真实值   之间的距离

 进行估计. 相应的, 在量子算法中, 要看预测值   与真实值   之间的距离 

 是否足够小, 其中   ,    , 这里之所以用   和   而不直接用 X 和 A 是

因为公式 (9)中的 X 可能不是一个方阵, 无法直接使用 HHL算法计算   .

|w⟩ = XTXXT |y⟩
|w⟩

O
(
1
/
ε2)

O(1/ε)

但是, HHL 算法要求矩阵 A 必须是低秩、良态矩阵, 当 A 不满足这些要求时, 上述算法将无法进行. 因此,
Wang等人 [75]提出利用文献 [76]的奇异值分解方法来求拟合参数   , 并使用类似Wiebe等人 [74]提出

的方法来估计拟合质量. 除此之外, Wang等人还提出可以创建拟合参数   的副本并使用振幅估计方法将拟合参

数以经典数据的形式输出, 从而对新样本进行分类. 统计抽样的方法得到经典数据需要   个副本, 而振幅估

计的方法只需要   个副本, 因此大大减少了计算量. 

2.2.2    量子岭回归

XTXw = XTy XTX

XTX

在线性回归算法中, 要求解公式 (10)中线性方程组   . 但是, 有时   不可逆, 造成无法求解; 或者

有时   条件数较大, 线性方程组解的稳定性不好, 当计算精度受限时造成解的误差较大. 这两个问题均可以通

过添加正则化约束条件来解决, 此时的线性回归就称为正则化线性回归或岭回归. 相应地, 量子岭回归 (quantum
ridge regression, QRR)被提出 [22,77].

α
(
XTX+αI

)
w = XTy w =

(
XTX+αI

)−1XTy

α

X̃ =
(

0 X
XT 0

)

log(M+N) log(N)

对公式 (10) 添加岭参数   之后可得   , 则岭回归模型中的参数矢量为   .

Yu等人 [77]提出使用并行哈密顿模拟方法模拟矩阵 X, 并使用量子 K 折交叉验证求解出最优的   . 该算法能够有效

地处理非稀疏矩阵, 相对于经典算法来说, QRR达到了指数加速. 但是该算法主要是通过扩展矩阵的形式来处理

非稀疏矩阵, 即如果矩阵 X 是非稀疏的, 则将其扩展为   . 这样做会成倍地增加计算量. Chen等人 [22]

提出使用非稀疏矩阵的哈密顿模拟技术直接模拟矩阵 X, 并将整个训练过程并行处理, 这样大大减少了时间复杂

度. 文献 [77]的复杂度为   , 而文献 [22]的复杂度仅为   . 

2.2.3    量子逻辑回归

逻辑回归尽管有“回归”一词, 却是一种分类模型. 该算法以线性回归为基础, 使用逻辑函数的特性实现分类任
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∇w j =
∑N−1

i=0
(P (yi|w)− yi) xi j =

∑N−1

i=0

(
1

1+ e−wT x̄i
− yi

)
xi j yi {0,1}

∇w j

(
P (y0|w)− y0 . . . P (yN−1|w)− yN−1

) (
x0 j . . . x(N−1) j

)
(

P (y0|w) . . . P (yN−1|w)
) 1

√
N

∑N−1

i=0
|i⟩ |P (yi|w)⟩ = 1

√
N∑N−1

i=0
|i⟩

∣∣∣∣∣ 1
1+ e−wT x̄i

⟩ (
P (y0|w)− y0 . . . P (yN−1|w)− yN−1

)
∇w j

务. Liu等人 [23]给出了量子逻辑回归 (quantum logistic regression, QLoR), 该算法主要是使用量子算法求解逻辑回

归损失函数的偏导数   , 其中   不再是实数, 而是属于   , 表示

样本的类别.    可以被看成   和   的内积. 因此该算法共

分为 3步: 第 1步将   存储在量子态中, 即要得到中间量子态 

 ; 第 2步使用受控旋转将   存储在振幅中; 第 3步使用哈达

玛测试得到   .
上述量子逻辑回归算法只适用于线性分类, 很难处理非线性分类问题. 可以通过将核函数引入到逻辑回归中

用于解决非线性分类问题, 被称为核逻辑回归. 2023 年, Ning 等人 [78]提出了量子核逻辑回归, 相对于经典算法来

说, 该量子算法达到了指数加速. 

2.3   量子监督学习算法总结和比较

表 3对量子监督学习算法进行总结和比较, 给出各个量子算法的时间复杂度和其相对应的经典算法的时间复

杂度, 并给出该算法是否为量子-经典混合算法, 是否存在对应的算法实现, 以及用到的量子基本算法.
  

表 3　量子监督学习算法对比
 

算法 参考文献 量子复杂度 经典复杂度 是否为混合算法 是否实现 量子基本算法

量子神经网络 PQNN [40] O
(
N log(M)

)
O

(
M2N

)
是 是 PQC

量子支持向量机

LS-QSVM [17] O
(
log(MN)

)
O

(
M3N

)
否 是 HHL、QPE、Swap-test

GQSVM [62] O
(
M log(N)

)
O(MN) 是 否 Grover

LS-PQSVM [64] O
(
N log(M+1)

)
O(MN) 是 是 PQC、Hadamard-test

量子K近邻

Ed-QKNN [19] O
(√

MN log(N)
)

O(MN) 是 否 QAE、Grover、Swap-test

Hd-QKNN [72] O
((

log(M)
)3

)
O

(
M3

)
是 否 Swap-test

Fs-QKNN [20] O
(
R
√

KN
)

O(N) 是 否 QAE、Grover、Swap-test

量子回归

QLR [21] O
(
log(N)

)
O

(
M3N

)
否 是 HHL、QPE、Swap-test

QRR [22] O
(
log(N)

)
O(N) 否 否 QPE、Swap-test

QLoR [23] O
(
log(MN)

)
O(MN) 否 否 QAE、QPE、Hadamard-test

 

量子监督学习算法主要分为量子分类和量子回归两类算法. 由表 3可以看出相对于经典算法来说, 量子监督学

习算法的复杂度达到了指数级降低或二次降低. 在这些算法中, 只有最小二乘量子支持向量机和量子回归算法为纯

量子算法, 其他算法皆为量子-经典混合算法. 这里纯量子算法指的是只使用量子算法就可以得到最终的结果, 而量

子-经典混合算法指的是在完整的算法中, 只有一部分使用量子算法, 其余部分仍需要借助经典算法来完成. 量子神

经网络和基于参数化量子线路的变分量子支持向量机使用了量子基本算法 PQC; 量子支持向量机和量子回归算法

都将求解最优参数的问题转化为求解线性方程组 (或转化为矩阵向量相乘的形式), 进而使用 HHL算法及其衍生算

法进行求解. 而量子 K近邻算法主要是使用 Grover搜索寻找最近邻的 K 个样本. 此外, Swap-test和 Hadamard-test
是监督学习算法中用到最多的量子基本算法, 主要用于监督学习算法的最后阶段, 即实现新样本的分类和预测. 

3   量子无监督学习算法

根据无标注数据集进行学习的方法被称为无监督学习算法. 无监督学习学习的是特征之间的关系, 主要用于

聚类和降维. 本节介绍相应的量子算法: 量子聚类和量子降维. 

3.1   量子聚类

聚类算法的主要任务是将样本集划分为若干个不相交的子集, 每个子集称为一个“簇”. 划分依据为样本间的
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相似度, 将相似度高的样本划分到同一簇中, 相似度低的样本划分到不同的簇中. 在量子算法中, 存储在量子态中

的样本的相似度通常用保真度表示. 本节介绍的量子聚类算法主要包括量子 K 均值聚类、量子层次聚类以及量

子谱聚类. 

3.1.1    量子 K均值聚类

{x0, x1, . . . , xN−1}

xi

K均值聚类是最简单的聚类算法之一, 它将样本集划分为 K 个簇. 对于给定的 K, 首先从样本集 

中随机选择 K 个样本点分别作为 K 个簇, 这些样本点也被称为质心. 然后计算剩余样本与 K 个质心的相似度, 如
果剩余样本中的   和某个质心的相似度最大, 则将该样本划分到该质心所代表的簇中. 所有样本分配完成后, 取
各个簇中所有样本点的平均值作为新的质心, 再次进行分配. 依次更新迭代下去直到质心不再发生改变, 或者达到

指定的迭代次数, 则算法结束. K均值聚类需要计算相似度, 并找到相似度最大的值, 当遇到海量样本数据时, 需要

消耗巨大的成本.
vt Ci

Ci wl l = 0,1, . . . ,L−1 vt Ci∣∣∣∣∣vt −
1
L

∑L−1

l=0
wl

∣∣∣∣∣
量子 K均值聚类算法虽然在原理上与经典算法大致相同, 要计算待聚类样本   与簇   的质心的距离, 但是可

以利用量子特性降低复杂度 .  假设簇    中有 L 个样本    (    ),  则样本    与簇    质心的距离为

 . 2013年, Lloyd等人 [70]给出基于最近质心算法的量子 K均值聚类算法 (quantum K-means based on

nearest-centroid, nc-QK-means), 该算法首先使用辅助量子比特构建量子态: 

|ψ⟩ = 1
√

2

|0⟩ |vt⟩+
1
√

L

L−1∑
l=0

|l⟩ |wl⟩
 (11)

|ϕ⟩ = 1
√

Z

(
|vt | |0⟩−1

/√
L
∑L−1

l=0
|wl| |l⟩

)
vt Ci

∣∣∣∣∣vt −
1
L

∑L−1

l=0
wl

∣∣∣∣∣2 = Z|⟨ψ | ϕ⟩|2 Z = |vt |2+
1
L

∑L−1

l=0
|wl|2

O
(
K log KMN

)
然后使用交换测试, 并对辅助量子比特进行测量, 当辅助量子比特处于状态 

时可以得到样本   与簇   质心的距离   , 其中   . 该算法的复杂度

为   .

O
(
M
√

K log K
)2014 年 Wiebe 等人 [19]指出在很多实际问题中, 最近质心法的分类准确率较低, 因此给出了最近邻的量子 K

均值聚类算法 (quantum K-means based on nearest-neighbor, nn-QK-means). 该算法的复杂度为   .

但是, 该算法只达到了二次加速. 2018年, Kerenidis等人 [79]提出的量子均值算法 (quantum means, q-means)能够达

到对数的多项式加速. 此外, Wu等人 [80]在 2023年提出的基于曼哈顿距离的量子 K均值聚类算法在路径规划中起

着至关重要的作用. 

3.1.2    量子层次聚类

O
(
N3)
层次聚类能产生高质量的分类效果, 分为两种类型: 凝聚层次聚类和分裂层次聚类. 如果先将每一个样本都看

作是一个簇, 然后依次合并距离最近的簇, 则称为凝聚层次聚类. 如果先将所有样本看成一个簇, 然后根据某种原

则分成两个子簇, 依次进行下去, 则称为分裂层次聚类. 无论凝聚层次聚类还是分裂层次聚类, 其时间复杂度均高

达   , 量子层次聚类能够利用量子特性降低层次聚类的复杂度. 相应地, 量子层次聚类分为量子分裂层次聚

类 (quantum divisive hierarchical clustering, QDHC)和量子凝聚层次聚类.

O(N)

O
(
N2)

Aïmeur等人 [24]在 2007年提出的量子分裂聚类算法 (QDHC1)与经典的分裂聚类算法的思想大致相同, 首先

将所有样本视为一类, 然后选择相距最远的两个数据点作为子类代表, 递归的采用这种划分技术不断分裂簇, 直至

包含在聚类内的所有样本足够相似. 该算法的核心是构建用来寻找数据集中相距最远的两个样本点的子程序, 受
Dürr的量子最小值搜索算法 [71]启发, 实现了在   时间找到 N 个数据点中最远的两个样本点, 相对于经典搜索

最远点算法   的时间复杂度来说, 算法复杂度大大降低.

O
(
KN log N

)
xi x j Dmax Dmax

|0⟩ |1⟩ xi x j

|1⟩
Dmax

2 |0⟩
Dmax

2
|0⟩ |1⟩

2023年, Patil等人 [81]提出总复杂度为   的量子分裂层次聚类算法 (QDHC2). 该算法首先找到距离

最远的两个样本点   和   , 将距离记为   , 然后将用十进制表示的距离   转化为二进制表示, 这也是该量子

算法的核心点, 它根据二进制中最高位量子比特为   或   判断待聚类样本与   和   的距离: 如果最高位量子比

特为   , 则表示距离大于   ; 如果最高位量子比特为   , 则表示距离小于   . 最后添加辅助量子比特, 依次

根据最高位, 次高位等量子比特为   或   , 设计酉算子, 并多次执行该过程直到完成聚类任务. 
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3.1.3    量子谱聚类

u0,u1, . . . ,uK−1

yi ∈ RK i = 0,1, . . . ,N −1 {yi}N−1
i=0

谱聚类对样本分布具有很强的适应能力. 它通过连接的方式将样本集转化为带权图, 然后对图进行划分, 进而

根据子图间的距离完成聚类. 谱聚类算法需要计算由样本集构造的拉普拉斯矩阵 L 的特征值, 取其前 K 个最小特

征值对应的特征向量   , 组成一个新的矩阵 A, 矩阵 A 的第 i 行代表第 i 个样本降维后的特征, 并标记

A 的每一行为   (   ). 此时, 使用简单的聚类算法 (如 K均值聚类算法)对   进行聚类就可

以完成对所有样本的聚类.
2017年, Daskin[82]提出基于量子相位估计和振幅放大算子的量子谱聚类算法. 但是, 该算法需要预先对聚类结

果有一个猜测, 将其制备为量子态并输入到量子计算机中得到测量的期望值, 通过不断尝试以获得最大期望值, 当
期望值达到最大时对应的量子初态指示着聚类结果. 目前, 使用 QRAM制备初始量子态的复杂度仍然非常高. 其
次在量子计算机处理的过程中, 振幅放大算法需要不断测量以判断是否达到想要的结果, 因此整个算法效率并不

高, 而且会消耗巨大的资源.

λi |ui⟩ i =

0,1, . . . ,N −1 U = e2πiL e2πiλi |ui⟩

2022年, Li等人 [26]提出一个可行的量子谱聚类算法 (quantum spectral cluster, QSC), 该算法不需要 QRAM的

辅助, 使用量子相位估计和 Grover 搜索算法中的振幅放大算子得到 L 的特征值    和相应的特征向量    (  
 ). 与 HHL算法类似, 令   , 则 U 的特征值和特征向量分别为   和   , 因此使用相位估计算

法可以得到 L 的特征值和相应的特征向量. 再使用 Grover搜索算法找到小于阈值的特征值及其对应的特征向量.
量子线路图如图 5所示. 最后, 采用近似算法或启发式算法得到聚类结果.
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图 5　量子谱聚类的线路图
 

Lsym = D−
1⧸2 LD−

1⧸2 = I−D−
1⧸2 WD−

1⧸2 wi j i, j = 0, 1, . . . ,N −1

di =
∑N−1

j=0
wi j

上述 QSC算法都只适用于无向图, 无向图的相似度矩阵都是对称的, 其特征值都是实数. 但是对于有向图和

混合图来说, 其相似度矩阵不再是对称的, 从而导致拉普拉斯矩阵的特征值可能是复数. 复数无法比较大小, 从而

无法适用于谱聚类算法中找到 K 个最小的特征值这一目标. 因此 Volya 等人提出混合图的 QSC 算法 [83]. 该算法

通过对称标准化拉普拉斯矩阵   (W 为相似度, 矩阵元素为   ,    ;

D 是一个对角矩阵, 矩阵元素为   )来解决矩阵非对称的问题.
 

3.1.4    其他量子聚类算法

除上述量子聚类算法之外, 量子 K中值、量子支持向量聚类、基于薛定谔方程的聚类等聚类算法被提出.
K 中值算法类似于 K 均值算法, 只是在选取聚类中心时, 选取的是中值, 而不是均值. 量子 K 中值 (quantum

K-medians, QK-medians)算法是 Aïmeur等人 [24]在 2007年提出的. 该算法首先选取 K 个样本点作为质心; 然后使

用黑箱算子计算两个量子态之间的距离, 并使用 Grover搜索算法找到最小的距离; 完成一轮聚类之后, 重新计算

质心; 重复上述过程, 当质心稳定时, 算法停止. QK-medians相比于经典算法在时间复杂度上获得了二次加速. 遗
憾的是, 他并没有给出对应的量子线路模型以及如何设计 Grover算法中的黑箱算子.

O
(√

M3+ log MN
)

O
(
M2N

)
Bishwas等人 [84]在 2020年提出量子支持向量聚类算法 (quantum support vector clustering, QSVC), 它是基于量

子支持向量机和量子核函数提出的. 首先使用量子支持向量机找到支持向量数据, 进而找到簇边界; 然后进行簇标

定; 最后找到聚类数. 该算法复杂度为   , 而经典算法复杂度为   .

上述量子聚类算法都是针对数值型数据的, 可以计算数据间的距离. 但是, 在实际应用中很多聚类对象数据是

分类属性数据, 如旅客性别分类数据 (男、女), 不能比较大小, 因此上述算法不能用于处理这类数据. 分类属性数
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据分布不平衡、分布与空间距离无关的特性, 与量子机制所描述的能量场中的特征相似: 微观粒子能量决定其分

布状态、不同粒子具有不同的能量、粒子间的分布具有不平衡性. 因此, 基于薛定谔方程的量子聚类算法被提

出 [85], 用于处理分类属性数据. 

3.2   量子降维

在机器学习算法中, 数据维数的增大会让学习过程变得困难. 如果能够降低数据的维度, 还几乎不影响训练效

果, 则可以提高机器学习的效率. 对高维数据进行降维是机器学习中一个基本的学习任务, 但是经典算法的复杂度

为超线性的. 为了降低算法的复杂度, 用于降维的量子主成分分析和量子奇异值阈值算法被提出. 

3.2.1    量子主成分分析

主成分分析是将数据向低维投影, 使投影尽可能分开, 即投影后的样本点的方差和最大化. 实现方法是通过对

数据的协方差矩阵进行特征分解, 求得该矩阵的特征值与特征向量, 选取前 k 个最大的特征值, 其对应的特征向量

就是主成分, 这样就可达到对数据降维的目的. 2014年, 文献 [86]提出了基于量子编码技术和 Grover算法的用于

人脸识别的 QPCA 算法, 提高了主成分分析在相似性测度方面的效率, 相对于经典算法来说, 该算法达到了二次

加速. 随后, 各种量子主成分分析算法被提出 [87,88].

ρ ρ =
∑

i
γi |σi⟩ ⟨σi| γi ρ |σi⟩

U = eiρt U |σi⟩ = e2πiγi |σi⟩ γi

|σ⟩ |0⟩⊗l |0⟩⊗l γi∑
i
ϕi |γi⟩ |σi⟩ ϕi = ⟨σi | σ⟩ ρ

Lloyd等人 [27]在经典 PCA算法思路的启发下, 给出了针对低秩矩阵的 QPCA , 使得在低秩矩阵的情况下实现

了指数加速. 该算法将协方差矩阵转化为密度算子   , 则其谱分解为   , 其中   为   的特征值,  

是相应的特征向量. 与 HHL算法一样, 令   , 则相位估计算法可通过公式   提取特征值   . 算
法输入为   以及辅助量子比特   , 其中   用于存储特征值   . 执行量子相位估计算法之后, 得到的量子态为

 , 其中   . 如图 6所示, 当输入为密度算子   时, 量子相位估计算法的输出为:
  ∑

i

γi |γi⟩ ⟨γi| ⊗ |σi⟩ ⟨σi| (12)

由公式 (12)可以看出这种 QPCA算法最后得到的是全部特征成分, 通过采样可以得到最大的特征值, 即主特

征值.
 
 

/
l

ρ

0 0 H○l QFT+×

U2 
j

图 6　文献 [27]给出的量子主成分分析算法的线路图
 

ρ e−iρtQPCA的一个关键步骤是根据   得到受控酉算子   , 具体方法如下. 

trpe−iS∆tρ⊗σeiS∆t =
(
cos2∆t

)
σ+

(
sin2
∆t

)
ρ− i sin∆t cos∆t

[
ρ,σ

]
= σ− i∆t

[
ρ,σ

]
+O

(
∆t2

)
(13)

ρ实现公式 (13)需要足够多的   的副本, 需要大量辅助量子比特, 使得相关的实验难以实现. Li等人 [28]提出了

共振 QPCA, 该算法只需要 1个辅助量子比特, 使实验变得简单易操作. 

3.2.2    量子奇异值阈值算法

矩阵的奇异值和特征值都是矩阵本身固有属性的表现, 它们都可以用来描述矩阵的特征和信息. 文献 [27]的
QPCA算法最终将得到所有的特征值和特征向量, 这些信息都存储在叠加态中, 测量过程需要大量的资源才能提

取到想要的主成分. 为了避免该问题, 奇异值阈值算法被提出. 在奇异值阈值算法中需要计算奇异值和奇异向量,
并将奇异值按重要性排列, 舍弃不重要的特征值及其特征向量, 达到降维的目的, 从而避免了测量带来的资源消耗.

A =
R−1∑
r=0

λrurvT
r S =

R−1∑
r=0

(λr −τ)+urvT
r

λr ur vr τ (λr −τ)+ =
{
λr −τ, 如果λr −τ > 0
0, 如果λr −τ ⩽ 0 r =

0,1, . . . ,R−1 M×N MN ×1

2019年以来, 各种 QSVT 被提出 [29,89,90]. 如图 7所示, QSVT与经典算法之间存在着对应关系, 都是以奇异值分

解为基础 [91]. 但是又有不同: 经典奇异值阈值算法的输入是矩阵   , 输出是低秩矩阵   ,

其中    是奇异值,     和    分别是左奇异向量和右奇异向量,     为阈值,     ,   

 ; 而 Duan等人 [29]提出的 QSVT (记为 QSVT1)是将   的矩阵 A 转化为一个   的列向量, 并
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|φ⟩ =
∑R−1

r=0
λr |ur⟩ |vr⟩ |ϕ⟩ =

∑R−1

r=0
(λr −τ)+ |ur⟩ |vr⟩

O
(
log MN

)将该列向量以量子态   的形式输入, 并最终演化为输出量子态   . 该算

法的复杂度为   , 相对于经典算法来说, 达到了指数加速.
  

输入

经典

量子

经典SVT

量子SVT

输出

A= ∑ λrurvrT
R−1

r=0
S= ∑ (λr−τ)+urvr

T
R−1

r=0

ϕ = ∑ (λr−τ)+ ur    vr

R−1

r=0

φ = ∑ λr  ur    vr

R−1

r=0

∑ λrur○vr
R−1

r=0

×

图 7　SVT和 QSVT的对应图
 

τ |ϕ′⟩ =
∑R′−1

r=0
λr |ur⟩ |vr⟩ R′ |ϕ′⟩ λr

(λr −τ)+ O
(
R′ log N

)
3
5

Lin等人 [90]提出的基于量子奇异值阈值算法的主成分分析算法 (improved QSVT, IQSVT)使用哈达玛测试消

除阈值   , 使得算法的输出为   , 其中   为主要特征的个数. 此时   中的特征值就是   , 也就

是主要的特征值, 而不是   . 该算法的复杂度为   . IQSVT 算法一共需要使用 5 次相位估计算法,
这将消耗大量的量子资源, 因此 He等人 [92]提出使用受控非门代替受控旋转门, 仅使用 3次相位估计算法就达到

目的, 将复杂度降低至 IQSVT算法的   .
 

3.3   量子无监督学习算法总结和比较

表 4 对量子无监督学习算法进行总结和比较, 给出算法的时间复杂度和其相对应的经典算法的时间复杂度,
并给出该算法是否为量子-经典混合算法, 是否存在对应的算法实现, 以及用到的量子基本算法.
  

表 4　量子无监督学习算法对比
 

算法
参考
文献

量子复杂度 经典复杂度
是否为
混合算法

是否实现 量子基本算法

量子
K均值

nc-QK-means [70] O
(
K log(KMN)

)
O(KMN) 是 否 Swap-test

nn-QK-means [19] O
(
N
√

K log(K)
)

O(KMN) 是 否 Swap-test、Grover

量子层次聚类
QDHC1 [24] O(N) O

(
N2

)
是 否 Grover

QDHC2 [81] O
(
KN log(N)

)
O

(
2N

)
是 否

量子谱聚类 QSC [26] O
(
N

5
2
√

K log(N)
)

O
(
N3K

)
是 否 Grover、QPE

其他量子聚类

QK-medians [24] O
 N
√

N
√

K

 O
(

N2

K

)
是 否 Grover

QSVC [84] O
( √

N3 log N + log(MN)
)

O
(
N2M

)
是 否

Swap-test、
Grover、
QPE、HHL

量子主成分分析 QPCA [27] O
(
log(M)

)
O

(
M2

)
否 否 QPE

量子奇异值阈值
QSVT1 [29] O

(
log(MN)

)
O

(
N2M

)
否 是 QPE

IQSVT [90] O
(
R′ log N

)
O

(
N2M

)
否 是 Swap-test、QPE

 

量子无监督学习算法主要分为量子聚类和量子降维两种算法. 由表 4可以看出相对于经典算法来说, 量子无

监督学习算法的复杂度达到了指数级降低或二次降低. 量子聚类算法皆为量子-经典混合算法, 而量子降维算法皆

为纯量子算法. 量子聚类算法主要是将 Swap-test用于求两个样本之间的相似度, Grover算法用于搜索最近或最远

的距离. 而量子降维算法都是使用 QPE提取特征值. 

4   量子半监督学习算法

在经典算法中, 半监督机器学习算法可以有效解决对不完全标记样本进行有效分类的问题. 量子半监督机器
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学习算法不仅能解决不完全标记的问题, 还能降低算法复杂度. 目前关于量子半监督机器学习算法的研究较少, 本
节首先介绍量子半监督支持向量机, 然后介绍其他量子半监督机器学习算法.

N +L {xi}i=0,1,...,N+L−1 xi ∈
RM {x0, x1, . . . , xN−1} {y0, y1, . . . ,yN−1}

{xN , xN+1, . . . , xN+L−1}

量子半监督学习算法针对的是不完全标记的样本集. 本节假设样本集中共有   个样本   ( 
 表示数据集的维数为 M 维), 其中前 N 个样本   有标签, 其对应的标签为   ; 后 L 个

样本   没有标签. 

4.1   量子半监督支持向量机

量子半监督支持向量机是被研究最多的量子半监督机器学习算法. Saeedi等人 [30]提出了基于半监督核支持向

量机的量子版本 (semi-quantum support vector machine based on kernel, KS-QSVM), 该算法主要是基于经典的拉普

拉斯支持向量机 [93]提出的. 拉普拉斯支持向量机的训练过程可以被转化为求解下述线性方程组的问题:  (
1
γ

K +KK +
1
γ

KLK
)
α = Ky (14)

γ α =
(
α0 α1 . . . αN−1

)T

{yi = 0}N+L−1
i=N y =

(
y0 y1 . . . yN−1 0 0 . . . 0

)T

其中,    是正则化参数, K 是核矩阵, L 是拉普拉斯矩阵,    是待确定的参数, 这里无标签

样本的标签记为 0, 即:    , 因此   .

L =GGT N ×Q gie

该算法与第 2.1.2 节的支持向量机 [17]最大的不同在于该算法多了由图关联矩阵 G[93]得到的拉普拉斯矩阵

 , 其中图关联矩阵是由 Q 个边连接 N 个样本得到的   矩阵, 矩阵元素记为   . 该算法首先使用黑箱

制备量子态: 

|G⟩ = 1
√

N

N−1∑
i=0

|i⟩ |vi⟩ =
1
√

N

N−1∑
i=0

1
√

di

Q−1∑
e=0

|gie⟩ |i⟩ |e⟩ (15)

|vi⟩ =
1
√

di

∑Q−1

e=0
|gie⟩ |e⟩ di di |G⟩ ⟨G|其中,    ,    指的是有   个样本与第 i 个样本有边连接. 最后通过对   的第 2个寄存器求

偏迹得到 L 的量子表示, 即: 

L = tr2 (|G⟩ ⟨G|) = 1
N

N−1∑
i, j=0

|i⟩ ⟨ j|⊗ 1√
did j

⟨
vi

∣∣∣ v j

⟩
=

1
N

N−1∑
i, j=0

1√
did j

⟨
vi

∣∣∣ v j

⟩
|i⟩ ⟨ j| (16)

O
(
log(MN)

)
该算法的复杂度为   .

一分类支持向量机通常用于异常检测 [94], 在该算法中, 它的训练集只包含 N 个正常的样本, 然后将新的样本

与正常样本进行比较, 以判断其是否为异常值. 这种训练集只包含正常样本不包含异常样本的学习方法也被称为

半监督机器学习算法.

|φ0⟩ , |φ1⟩ , . . . , |φN−1⟩
Liu等人 [95]提出量子一分类支持向量机 (quantum one class support vector machine, QOCSVM). 对于正常的 N

个量子态   , 其训练过程可以被转化为求解下述线性方程组的问题:  (
0 eT

e K +PT NI

)(
b
α

)
=

(
1
0

)
(17)

PT K=
∑N−1

i, j=0

∣∣∣∣⟨φi

∣∣∣ φ j

⟩∣∣∣∣ |i⟩ ⟨ j| b=1 (K +PT NI)α = e

|α⟩ =
∑N−1

i=0
αi |i⟩ |φ0⟩

其中,    是接受概率阈值,    为核矩阵. 该算法假设   , 则公式 (17)可简化为   .

QOCSVM使用 HHL算法求得   . 对于要检测的量子态   , 需要构建量子态:
 

|ψ1⟩ =
1
√

N

N−1∑
i=0

|φi⟩ |i⟩ |φ0⟩, |ψ2⟩ =
1

√
N

√∑N−1

i=0
|αi|2
|φ0⟩

N−1∑
i=0

αi |i⟩ |φi⟩ (18)

f (φ0) = |⟨ψ1 | ψ2⟩| =
∣∣∣∣∣∑N−1

i=0
αi|⟨φi | φ0⟩|2−1

∣∣∣∣∣ f (φ0) |φ0⟩

f (φ0) |φ0⟩

并使用哈达玛测试得到   , 进而根据   的值判断   是否异常. 该算法

指出当   的值非常大时, 代表   异常, 但是未给出“非常大”的判断标准. 

4.2   其他量子半监督学习算法

Park等人 [31]提出基于 PQC的一分类器 (variational quantum one-class classifier, VQOCC), 以 6量子比特为例,

王健 等: 量子机器学习综述 3859



其量子线路图如图 8所示. 该量子线路中量子比特被分成两种类型: 垃圾量子比特和隐藏量子比特, 其中垃圾比特

用于完成分类任务, 隐藏量子比特为辅助量子比特. VQOCC模型主要分为 3步.
 
 

参数化量子线路:
解纠缠

0

0

制备正
常样本

垃圾量子比特

隐藏量子比特

／

／
4

2

图 8　基于参数化量子线路的一分类器的量子线路图
 

|φ⟩第 1步: 将正常的样本存储在量子态   中.
第 2步: 执行 PQC.

loss =
1
2

∑nt

j=1

(
1− ⟨

Z j
⟩)

nt
⟨
Z j

⟩
第 3 步: 对垃圾量子比特进行测量得到损失函数   , 其中   为垃圾比特数量,    为对

第 j 个垃圾比特使用泡利算子 Z 进行测量得到的期望.

|0⟩
O

(
log M

)
VQOCC的目标就是通过参数化量子线路将垃圾量子比特和隐藏量子比特进行解纠缠, 也就是通过参数化量

子线路之后, 使得垃圾量子比特的状态都处于   . 这里使用梯度下降法对 PQC进行训练. 当损失函数为 0时, 得
到最优参数. 对于新输入的异常样本, 其损失函数会远大于 0. 该算法复杂度为   .

P = {|xi⟩ |yi⟩}N−1
i=0 Q =

{∣∣∣x j
⟩}N+L−1

j=N

d2 (xi, x j
) |xi⟩ |i⟩

∣∣∣x j
⟩ | j⟩ |0⟩ → |xi⟩ |i⟩

∣∣∣x j
⟩ | j⟩ ∣∣∣d2 (xi, x j

)⟩
d2 (xi′ , x j

)∣∣∣y j
⟩
= |yi′⟩

∣∣∣x j
⟩

上述量子半监督学习算法皆为归纳式半监督学习, 也就是说要进行预测的样本为新样本. 另一类半监督学习

算法要进行预测的样本为训练样本中未标记标签的样本, 称为传递式半监督学习. Zhou[96]提出两个量子传递式半

监督学习算法: 量子传递最近邻分类和量子半监督 K 均值. 两种量子算法都是以经典算法为基础, 从理论上给出

了算法框架, 但是没有给出具体的做法. 这里对第 1 种量子算法做简单介绍. 量子传递最近邻分类器 (quantum
propagating nearest-neighbor classifier, QPNNC)首先使用 QRAM将 N 个有标签样本和 L 个无标签样本分别存储

在量子态中, 记有标签样本集合为   , 无标签样本集合为   ; 然后使用量子算法计算 P 中

元素和 Q 中元素的距离    , 即    , 并找到最小的距离    , 则

 , 然后将   从集合 Q 移到集合 P. 重复上述距离计算至样本移动的步骤, 直到无标签样本集合为空.
 

4.3   量子半监督学习算法总结和比较

量子半监督学习算法主要分为量子半监督支持向量机和其他一些量子半监督学习算法. 由表 5可以看出, 除
QPNNC之外, 相对于经典算法来说, 其他算法的复杂度都达到了指数级降低. 量子半监督支持向量机是基于最小

二乘量子支持向量机实现的, 使用的量子基本算法包括 HHL、QPE和 Swap-test. VQOCC算法以 QPC算法为基

础, 能够有效地实现. 而 QPNNC只是一个框架, 并没有给出具体的做法.
 
 

表 5　量子半监督学习算法对比
 

算法 参考文献 量子复杂度 经典复杂度 是否为混合算法 是否实现 量子基本算法

量子半监督支持向量机
KS-QSVM [30] O

(
log(MN)

)
O(MN) 是 否 HHL、QPE、Swap-test

QOCSVM [95] O
(
N2 log(M)

)
O

(
N3

)
否 否 HHL、QPE、Swap-test

其他量子半监督
VQOCC [31] O

(
log(M)

)
O(M) 是 是 PQC

QPNNC [96] O(LN) O(LNM) 是 否 Swap-test
 

表 5对量子半监督学习算法进行总结和比较, 给出各个量子算法的时间复杂度和其相对应的经典算法的时间

复杂度, 并给出该算法是否为量子-经典混合算法, 是否存在对应的算法实现, 以及用到的量子基本算法. 

5   量子强化学习

强化学习 (reinforcement learning, RL)是一种机器学习方法, 它研究的是如何使得智能体基于对环境的认知做

出使奖励最大化的动作.
如图 9所示, 智能体通过与环境的交互, 感知当前环境的状态并获得当前环境的奖励, 决策要采取的动作, 以
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S t
∏

At At

S t+1 Rt+1 t = 0

达到最大化长期收益的预期目标 [97]. 将智能体从开始到结束的过程称为一次试验, 一次试验可以由 T 步完成, 被
称为一幕. 假设 t 时刻, 智能体感知到当前的环境状态为   . RL的目标是为智能体学习一个策略   , 由其确定智

能体在当前状态下要选择的动作   , 完成   后, 状态转移概率函数 P 使得环境从当前状态按照某种概率转移到状

态   ; 此时, 环境给智能体反馈一个奖励   . 若从   开始记录, 则得到一个“状态、动作、奖励”的序列, 即: 

{S 0, A0, R1, S 1, A1, R2, . . . ,S t, At, Rt+1, S t+1, At+1, . . . , S T−1, AT−1, RT , S T } (19)

S T其中,    为终止状态, T 为终止时刻.
 
 

状态 动作奖励

智能体

环境

图 9　强化学习的基本结构模型
 

在 RL的交互过程中, 要尽最大努力平衡好利用当前经验和探索未知状态, 以防利用 (探索)不足或过度, 这个

平衡被称为探索与利用.
量子强化学习 (quantum RL, QRL)是量子计算和 RL的交叉领域, 主要被分成两类: 一类是将智能体量子化,

利用量子特性对传统 RL的智能体的效率进行改进, 称为基于经典环境的量子强化学习; 另一类将环境量子化, 使
得智能体以量子化的形式同环境进行交互, 称为基于量子环境的量子强化学习. 本节的内容分为两部分: 基于经典

环境的量子强化学习和基于量子环境的量子强化学习. 

5.1   基于经典环境的量子强化学习

基于经典环境的 QRL算法中智能体是量子的, 而环境是经典的. 本节分为基于传统算法的量子强化学习算法

和基于情景记忆的量子强化学习算法. 

5.1.1    基于传统算法的量子强化学习算法

2008年, Dong等人 [32]最先使用量子叠加性和并行性提出了 QRL的概念. 在该算法中, 将动作集合中的所有

动作和状态集合中的所有状态都存储在叠加态中, 并利用量子特性提升算法的效率. 主要体现在两个方面.
s0, s1, . . . , s2m−1

|s0⟩ , |s1⟩ , . . . , |s2m−1⟩ |s⟩

|s⟩ =
2m−1∑
u=0

αu |su⟩
2m−1∑
u=0

|αu|2 = 1

一方面通过量子并行性提高效率. 将所有的状态   表示成希尔伯特空间的一组基, 其量子形式记

为特征状态    . 因此在 QRL 算法中, 任意的状态    都可以表示为特征状态的线性组合, 即

 , 其中系数满足   . 该算法基于时序差分方法更新值函数, 即:
 

V (s)← V (s)+α (R+γV (s′)−V (s)) (20)

α |s⟩其中,    是学习率. 这里, 状态   为叠加态形式, 由量子并行性可知, 单个酉算子作用于公式 (20)可以同时更新所

有特征状态的值函数.
a0, a1, . . . ,a2n−1

|a0⟩ , |a1⟩ , . . . , |a2n−1⟩ |a⟩

|a⟩ =
2n−1∑
v=0

βv |av⟩
2n−1∑
v=0

|βv|2 = 1

|a⟩ |βv|2 |av⟩ |av⟩

另一方面使用振幅放大算子提高效率. 所有的动作   表示成希尔伯特空间的一组基, 其量子形式

记为特征动作    . 因此在 QRL 算法中, 任意的动作    都可以表示为特征动作的线性组合, 即

 , 其中系数满足   . 但是, 智能体在给定状态下的动作只能通过测量来决定, 这导致它根据

相关的振幅只能塌缩到   的一个特征动作, 此时以概率   坍缩到动作   . 在动作   执行之后, QRL 算法使

用 Grover搜索算法中的幅度放大算子来增加获得更高奖励的动作的概率.
传统 RL中的智能体主动地选择动作, 而该 QRL中的智能体利用量子坍缩特性, 因此是以概率的形式达到探

索与利用之间的平衡.
U2U1 U1 =

I−2 |av⟩ ⟨av| U2 = 2 |a⟩ ⟨a| − I U2U1

U1 U2 U ′
1 = I− (

1− eiϕ1
) |av⟩ ⟨av| U ′

2 =
(
1− eiϕ2

) |a⟩ ⟨a| − I ϕ1 = ϕ2 = π U ′
1 = U1

U ′
2 = U2 U ′

1 U ′
2

上述算法使用 Grover 搜索算法中的振幅放大算子    来增加获得更高奖励的动作的概率, 其中  

 ,    . Li等人 [98]提出将 QRL应用于人类决策, 他们提出算子   限制了振幅放大的连续

性, 将算子   和   修改为   和   . 事实上, 当   时, 有 

和   , 因此具有连续性的振幅放大算子被称为广义的振幅放大算子.    和   的设计不仅增加了振幅放大的
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−1 U2U1

U ′
2U
′
1

连续性, 而且使得不好的动作得到了惩罚, 例如当动作不好时, 智能体得到的奖励应该为   .    只能增加好的

动作的概率, 使好动作增加奖励; 而   可以使算法不仅能使好动作增加奖励, 还能使不好的动作得到惩罚 [99].
除此之外, Li等人 [100]提出了基于广义振幅放大算子的 RL方法, 并将其应用于无人机的传输. 相对于上述量

子算法而言, 该算法利用量子特性使所有可能的动作按照概率大小逐步更新学习, 从本质上平衡了探索与利用, 从
而免去了超参数的学习. 

5.1.2    基于情景记忆的量子强化学习算法

基于传统 RL算法的 QRL需要和环境进行交互从而学习到好的策略, 当交互次数非常多时, 测量会使算法付

出沉重的代价. 因此, 基于情景记忆的 QRL算法被提出 [33,101,102].

ci ci ∈ S ∪A

2012 年, Brieqel 等人 [33]提出了基于投影模拟的 QRL 算法, 投影模拟的核心为智能体的经验组合记忆. 如
图 10所示, 经验组合记忆可以被看成一个由 clip组成的随机网络. 如果将所有的状态集合和动作集合分别记作 S
和 A, 第 i 个 clip被标记为   , 则   . 在真实的环境中执行动作之前, 智能体根据之前的记忆对动作进行模

拟, 由模拟结果可知哪个动作使智能体获得的奖励最大, 将该动作作为在真实的环境中要执行的动作. 基于投影模

拟的 QRL算法使用量子随机游走找到最优的动作. 虽然 Brieqel等人将算法扩展到了量子领域, 但是该量子算法

并没有展现出相对于经典算法的优势.
 
 

c1

c2

c2'

c3

c4

p12

p12'

p23

p34

...

...

图 10　经验组合记忆模型
 

1
δ

1
ε

δ

ε
1
√
δε

Paparo等人 [101]给投影模拟的经验组合记忆网络增加情感标记, 当动作 clip遇到负奖励时, 随机游走过程将会

被迭代, 该过程被称为反射, 因此这种类型的强化学习模型被称为基于反射投影模拟的强化学习. 在此基础上提出

了基于反射投影模拟的量子强化学习. 并且指出经典算法的思考时间与   和   成正比, 其中   是马尔可夫链的谱

隙,    表示采取动作的概率, 而量子算法的思考时间为   .
 

5.2   基于量子环境的量子强化学习

RC RA RE

RC
{
MA

1 , MA
2 , . . . , MA

t

} {
ME

1 , ME
2 , . . . , ME

t

} {
MA

i

}
(i = 1,2, . . . , t)

RC RA RC
{
ME

i

}
RC RE RC

RC

基于量子环境的 QRL 是将量子智能体在与量子环境进行交互的过程中进行学习. 2015 年, 量子智能体在量

子环境中学习的框架被提出 [103], 其核心是构建和经典环境交互等价的量子式交互. 图 11给出了经典交互和量子

交互的对应, 图 11(a)为经典智能体和经典环境的交互过程. 图 11(b)和 (c)是量子智能体和量子环境的交互过程.
图 11(b)中, 智能体和环境共用一个通信寄存器   , 又有各自的寄存器   和   . 智能体和环境交互作用在通信寄

存器   和私有寄存器上, 得到算子序列   和   , 其中      为作用在

通信寄存器   和智能体寄存器   上的酉变换, 改变智能体的动作, 使得新动作存储在通讯寄存器   上;    为

作用在通信寄存器   和环境寄存器   上的酉变换, 改变环境状态, 使得新状态存储在通讯寄存器   上. 这样一

来, 每次新的动作和状态都会覆盖之前的量子态, 由于量子叠加性和测量后的坍缩性, 不能直接对通讯寄存器 

进行操作, 这样就无法知道中间过程的动作和状态.
RT

UT
i

如图 11(c) 所示, Dunjko 等人 [34]进一步提出通过增加测试寄存器   来记录中间的动作和状态, 将测试算子

 定义为: 

UT
i

(
|x⟩RC
|φ⟩RT

)
= |x⟩RC

U x
i |φ⟩RT

(21)

x ∈ S ∪A U x
i RT其中,    ,    为作用于测试寄存器   上的算子. 对于一个严格周期性、单一奖励的环境, 该环境可以量子

化为一个相位翻转黑箱, 利用此黑箱, 结合 Grover搜索算法给出 QRL算法, 该量子算法在理论上对学习效率具有

二次加速. 但是, 该算法仅适用于一些简单的棋类游戏. 并且没有给出可行的实验方案.
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图 11　经典交互和量子交互的对应
 

此外, 对于交互式的 RL 来说, 智能体的学习效率不仅和交互效率有关, 还取决于它自身的参数. 能够自动调

整参数的强化学习称为元强化学习. 2017年, 元强化学习的量子版本, 即量子元学习被提出 [104]. 量子元学习将交

互过程看作一个系统, 利用量子离散优化技术找到该系统的最优状态, 进而实现量子元学习. 2022年Wan等人 [105]

提出了更复杂的强化学习的量子版本: 量子多臂老虎机和量子随机线性老虎机, 该量子算法达到了二次加速. 

5.3   量子强化学习算法总结

不管是基于经典环境的量子强化学习算法还是基于量子环境的量子强化学习算法, 使用的量子基本算法都

是 Grover搜索算法中振幅放大算子, 因此相对于经典算法来说, 这些算法皆达到了二次加速. 这些算法不能单次

在量子计算机完成完整的算法, 因此都属于量子-经典混合算法. 此外, Saggio等人 [106]和 Sriarunothai等人 [102]从实

验上验证了量子强化学习的优越性. 

6   量子深度学习

深度学习是机器学习中非常火热且实用的研究方向 [107,108]. 2006 年, Hinton 等人 [109]提出了深度学习的概念,
开启了深度学习的研究潮. 2016年, Wiebe等人 [35]最先提出了基于深度玻尔兹曼机的量子算法. 近两年比较流行

的是基于参数化量子线路的量子生成对抗网络和量子深度强化学习等算法. 本节分别对这些算法进行介绍. 

6.1   量子玻尔兹曼机

hi (i = 1, 2, . . . ,q) x j ( j = 1, 2, . . . , p)

玻尔兹曼机是一种“基于能量”的神经网络模型, 能量最小时网络达到理想状态. 常见结构如图 12所示, 其神

经元分为两层: 显层和隐层. 其中显层      用于表示数据的输入和输出; 隐层      则被

理解为数据的内在表达; 显层和隐层通过权重来连接.
  

显层

隐层

x1 x2 xp

h1 h2 hq...

...

图 12　玻尔兹曼机
 

Ez = −zTW z− aT z = −
∑

k,l
wklzkzl−

∑
k
akzk z =

( z1 z2 . . . zN )T N = p+q {hi}qi=1

{
x j
}p

j=1 W = {wkl}Nk,l=1 a = {ak}Nk=1

网络的训练目标是最小化玻尔兹曼机的能量函数     ,  其中  

 (    ) 为包含    和    的向量,     和    为要训练的参数矩阵和

向量. 利用该能量函数可以给出状态 (h, x)的联合概率分布, 进而得到边缘分布, 然后由边缘分布得到似然函数, 最
后使用优化方法求似然函数的最值.
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通常情况下, 经典的玻尔兹曼机模型复杂, 包含大量的变量, 使用优化方法求最值时难以计算出梯度值. 量子

深度玻尔兹曼机最早由Wiebe等人 [35]提出, 他们使用量子采样和量子概率幅估计两种方法来更新梯度, 能够有效

解决计算量大的问题, 对于具有多层或使用大量训练集的玻尔兹曼机在训练效率和模型质量方面都优于经典的深

度学习算法.
Ez

H = −
∑

k,l
wklσ

z
kσ

z
l −

∑
k
akσ

z
k

σz
k =

k−1︷    ︸︸    ︷
I⊗ . . .⊗ I⊗σz⊗

N−1︷    ︸︸    ︷
I⊗ . . .⊗ I

Amin等人 [110]提出了一种基于量子哈密顿量的量子玻尔兹曼机. 该算法使用哈密顿量 H 代替能量函数   . 定

义   , 其中   , 从而得到对应于经典模型中的似然函数, 利用

精确对角化的方法, 通过最大化对数似然及其下界来训练具有横场哈密顿量 (对哈密顿量 H 增加横场项 [110])的量

子玻尔兹曼机, 最后求得最优参数.

log M

尽管 Amin等人 [110]提出的模型是可训练的, 但是该模型中的横场项并不能从量子数据中学习, 而要通过蛮力

技术找到, 这使得找到完整的哈密顿量非常困难, 因此该算法并没有明显的量子优势. 此外, 该算法需要复制量子

态, 因此无法在当前流行的 NISQ 设备上实现. 因此, Shingu 等人 [111]提出基于参数化量子线路的玻尔兹曼机.
2023年, Coopmans等人 [112]指出量子玻尔兹曼机的一个重要步骤是估计吉布斯态的期望, 他们提出了结合热化纯

态 [113]和经典的阴影层析成像 [114]的算法, 和变分量子算法相比, 该算法减少了测量次数, 从而将量子态的制备次数

从 M 减少到了   . 此外, 该算法使用热化纯态的方法, 将需要的量子比特的数量减少了一半. 

6.2   量子生成对抗网络

z

2014 年, Goodfellow 等人 [115]提出生成对抗网络, 该模型由两部分构成: 生成器和判别器. 生成器 (generator
network, G)的输入是一个随机向量   , 输出为合成样本; 判别器 (discriminator network, D)的输入为一个样本 (真
实的或合成的), 输出为对该样本的判断: 是合成样本还是真实样本. 随着训练的进行, 生成器能够逐渐生成越来越

逼真的样本, 以至于判别器无法区分. 与此同时, 判别器的鉴别能力也在逐渐提高. QGAN最早在 2018年由 Lloyd
等人 [36]提出. 但是并没有给出具体的算法. 目前被广泛研究的主要有两种类型的 QGAN: 数据、生成器和判别器

都是量子的; 数据和判别器是经典的而生成器是量子的. 

6.2.1    数据、生成器和判别器都是量子的

z |z⟩
G (θG) |φ⟩ |x⟩ |φ⟩ D (θD)

|y⟩ G (θG) D (θD)

这种类型的 QGAN算法被称为全 QGAN (full QGAN, FQGAN)算法. 如图 13(a)所示, FQGAN算法生成器和

判别器都是由参数化量子线路组成, 这里数据以量子形式存储, 也可以将经典数据制备到量子态中, 进而使用该算

法处理经典数据. 由随机向量   组成的空间称为隐空间. 在图 13(a)中, 隐空间使得量子系统处于状态   , 通过量

子生成器   之后, 演化为   , 此时将真实数据   和生成数据   同时输入量子判别器   , 根据判别器的输

出   定义损失函数, 进而更新   和   的参数.
 
 

隐空间

量子
生成器
G (θG)

量子
判别器
D (θD)

经典
判别器
D (θD)

损失
函数

损失
函数

更新θG

更新θD

量子
数据

隐空间 测量

经典
数据

(a) FQGAN (b) HQCGAN

量子
生成器
G (θG)

更新θG

更新θD

图 13　量子生成对抗网络框架
 

2018年, Dallaire-Demers等人 [116]提出了基于条件分布的 FQGAN, 该算法利用量子线路构建量子生成对抗网

络和计算模型的梯度. 但是, 由于通过量子电路估计参数梯度的方法需要执行复杂的受控操作和误差纠错, 因此很
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难在 NISQ设备上实现. 2019年, 清华大学孙麓岩团队 [117]提出在超导量子电路中实现 FQGAN, 其生成量子态的

保真度为 98.8%. 该团队还通过实验证明了 FQGAN比经典 GAN存在的指数优势. 此外, Niu等人 [118]提出了一种

纠缠量子生成对抗网络算法, 利用量子电路的纠缠能力, 通过在生成器的输出和真实量子数据之间执行纠缠操作,

可以保证模型在判别器和生成器电路的极小极大优化下收敛到纳什均衡点. 上述算法都是基于参数化量子线路实

现判别器和生成器, 但是参数化量子线路容易出现贫瘠高原问题, 也就是随着电路量子比特数的增加或电路深度

的增加, 梯度的期望值趋于零. 为此, Liu等人 [119]在 2022年提出了基于瑞丽散度的 FQGAN算法, 该算法避免了训

练过程出现的贫瘠高原问题. 此外基于Wasserstein距离 (也被称为推土机距离)的 FQGAN算法被提出 [120,121], 该

算法提高了模型在 NISQ设备上生成量子数据的鲁棒性和可扩展性. 

6.2.2    数据和判别器是经典的而生成器是量子的

G (θG)

D (θD) G (θG) D (θD)

这种类型的 QGAN 通常被称为混合量子-经典 GAN (hybrid quantum-classical GAN, HQCGAN), 如图 13(b)
所示. 由于判别器是经典的网络, 因此经过量子生成器   之后需要通过测量得到相应的经典信息 v, 此时将真

实数据 x 和生成数据 v 同时输入经典判别器   , 根据判别器的输出 y 定义损失函数, 进而更新   和 

的参数.

O(poly (n))

O(2n)

2n

Zoufal等人 [122]提出了一个 HQCGAN算法, 该算法使用相对熵和 Kolmogorov-Smirnov统计量计算生成器生

成的数据与真实数据之间的距离, 该算法将 n 量子比特的随机分布加载到量子态上仅需要   个量子门,
相对于之前算法需要   个量子门来说, 极大地减少了需要的量子门的数量, 提高了量子态制备效率. 2023 年,
Zhou等人 [123]给出了能够产生高分辨率图像的 HQCGAN, 由于 n 个量子比特可以存储   个离散值, 因此该算法中

分辨率的高低受量子比特数量的影响. 

6.3   量子深度强化学习

在强化学习算法中, 需要计算所有状态 (或状态-动作组合)值函数的方法被称为表格方法. 但是当状态或动作

空间数据量巨大甚至连续时, 表格方法将不再适用. 因此深度强化学习被提出 [124], 该算法将强化学习与深度学习

相结合, 用深度神经网络逼近值函数或者策略函数.

S t Uϕ(s)

U (θ) ⟨O⟩s,θ ⟨O⟩s,θ VΠ (s) Π (a|s)

2020年, Chen等人 [37]提出基于 Q-学习的量子深度强化学习算法, 该算法遵循经典深度强化学习的基本规则,
使用参数化量子线路代替经典算法中的网络, 与经典算法相比, 该量子算法减少了需要学习的参数. 如图 14所示,
智能体观察环境当前的状态   , 对其进行预处理, 使用算子   将其存储在量子态中. 然后使用参数化量子线路

 , 并对其进行测量, 得到期望值   . 对   进行后处理用于表示值函数   或者策略   , 据此, 智能

体选择一个动作作用于环境. 为了对模型参数进行更新, 参数位移规则被提出用于计算梯度信息 [56,125]. 此外, 文献 [126]
研究量子算法在具有连续动作空间的强化学习问题中的应用, 提出了一种基于量子神经网络的深度确定性策略梯

度方法的量子版本, 该方法将状态信息编码为量子状态幅度以解决维度灾难问题.
 
 

环境

V∏ (s), ∏ (a|s)，...

后处理近似的参数化量子线路

Uφ(s) U (θ)
s,θ

On0

图 14　量子深度强化学习框架图
  

6.4   其他量子深度学习算法

卷积神经网络 (convolutional neural network, CNN)是一种自带特征提取和分类功能的深度学习模型. CNN尤

其适用于处理具有网格结构的数据, 量子卷积神经网络 (quantum CNN, QCNN)结合量子计算的优势和神经网络

强大的特征提取能力完成分类任务. 2019年, Cong等人 [127]提出基于参数化量子线路的 QCNN模型, 类似于经典
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的卷积神经网络结构, 量子卷积神经网络由量子卷积层、量子池化层和量子全连接层组成, 每一层都是由参数化

量子线路组成. 该量子算法能够被用于量子纠错. 2020年, Li等人 [128]采用更加精细的量子线路计算量子内积以及

近似激活函数, 从而实现 QCNN算法. 2022年, Hur等人 [129]将 QCNN应用于二分类任务. 但是量子卷积神经网络

在处理高维、多分类任务时仍然面临着很大的挑战.
自编码器是一种由编码器和解码器组成的无监督学习算法, 其中编码器用于学习输入数据的隐含特征, 解码

器用学习到的特征重构出输入数据. 因此, 自编码器常用于数据压缩. 2017年, Romero等人 [130]针对量子数据提出

基于参数化量子线路的量子自编码器, 该算法主要是为了使用自编码器压缩量子态. 此外, Zhang等人 [131]将量子

自编码器应用于隐形传态, 他们使用量子自编码器将高维量子态进行压缩, 然后进行传输, 为高维量子计算提供了

新思路.
此外, 量子图神经网络 [132]和量子循环神经网络 [133]也被提出, 这些算法也是在不改变经典算法结构的基础上,

利用量子特性对其进行改进. 

6.5   量子深度学习算法总结

量子深度学习算法主要是将经典深度学习中的神经网络组件用 PQC代替, 通过训练 PQC中的参数, 完成任

务. 本节介绍了量子玻尔兹曼机、量子生成对抗网络、量子卷积神经网络等量子深度学习模型. 这些算法使用的

量子基本算法为参数化量子线路, 因此可以在 NISQ设备上有效实现. 此外, 这些算法需要在量子设备和经典设备

之间转换得到最优参数, 因此都属于量子-经典混合算法. 

7   量子机器学习算法的应用

量子机器学习算法已经得到了广泛研究, 从理论和实验验证了算法的可行性和优越性. 现在量子机器学习算

法也已经被应用于图像处理、疾病诊断、金融等领域. 本节对量子机器学习的应用进行讨论. 

7.1   图像处理

n

Ruan等人 [86]根据经典主成分分析算法提出了应用于人脸识别的量子主成分分析算法. 该算法首先设计了一

种人脸特征编码方案, 并使用阈值判定两幅人脸的相似性. 然后根据所设计的特征脸的量子表示, 将数据库中的 

张人脸构成一个数据库, 应用 Grover算法进行搜索识别, 使得算法的时间效率有了显著提高. 但该算法只在搜索

识别阶段使用了量子算法, 这部分是该算法获取加速的来源.
Li 等人 [63]在核磁共振设备上实现使用量子支持向量机进行手写数字识别的实验. 该模型使用二维向量表示

手写数子图像 6 和 9, 将其制备在量子态中. 最终使用 4 个量子比特以 100% 的准确率完成了分类任务. Wang 等

人 [134]使用量子 K近邻算法实现了该类算法的手写数字识别. Zhang等人 [135]提出不需要迭代的量子支持向量机模

型, 并在量子计算机上完成了手写数字的识别任务.
Dang等人 [136]使用量子 K近邻算法, 在自然图像数据集进行了图像分类. 首先在经典计算机上提取图像的特征

向量; 然后将特征向量输入到一个量子叠加态中, 实现相似度的并行计算; 再采用 Dürr的量子最小值搜索算法加速

相似性的搜索过程. 最后对图像进行量子测量分类. 该算法较经典算法, 在提高算法效率的前提下, 保证了准确性. 

7.2   疾病诊断

生物标志物是指能被客观测量和评价, 反映生理或病理过程, 以及对暴露或治疗干预措施产生生物学效应的

指标. 2020年, Dwivedi等人 [137]提出在量子计算机模型上实现深层玻尔兹曼机很容易, 因此提供了一种量子玻尔

兹曼机模型, 该模型能够识别疾病相关的生物标志物并对新样本进行预测. 2023年, Dong等人 [138]提出将量子卷

积层作为预处理来提取浅层特征, 并利用经典算法完成分类, 该算法对脑部肿瘤进行分类, 使用参数化量子线路使

得四分类的准确率达到了 97.85%. 

7.3   金　融

近年来, 随着金融领域向数字化转型, 金融系统对算力的要求也越来越高. 量子机器学习凭借其强大的计算能
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力被应用于金融领域的各个分支. 欺诈检测是金融领域一个重要技术, 它的主要任务是快速适应变化的欺诈模式,
并且及时发现新的欺诈方法. Zoufal等人 [139]给出量子玻尔兹曼机算法, 并将其应用于欺诈检测, 实验结果表明量

子算法在准确率、召回率等方面都要优于经典算法. 期权定价通过考虑股价的波动给出未来股价的分布, 进而估

计出未来股价的各种可能性. Stamatopoulos等人 [140]利用量子振幅估计算法实现了对经典蒙特卡洛算法的二次加

速, 并在 IBM量子设备上完成了期权定价的实验. 

7.4   其他应用

2014年, 量子 BP神经网络被 Li 等人应用于发动机故障诊断 [141]. 该算法首先将实数值训练样本变换为量子态

训练样本, 然后计算量子态权值并更新网络参数, 使得参数达到最优. 最后, 利用最优模型对故障进行诊断. 实验结果

表明, 与经典 BP神经网络相比, 量子 BP神经网络算法为发动机故障诊断提供了一种更为快速、有效的分析方法.
此外, Batra等人 [142]将量子支持向量机算法用于药物研发. 勃林格殷格翰与谷歌量子人工智能实验室将量子

算法用于药物设计 [143]. 2023年 3月世界顶级医疗机构克利夫兰医学中心和 IBM正式公布了第 1台专门用于医疗

机构的量子计算机 IBM Quantum System One, 主要用于帮助克利夫兰医学中心加速生物医药发现 [144]. Nicesio等
人 [145]将量子神经网络应用于网络入侵检测. Li等人 [146]将量子神经网络应用于语音增强. 

8   实　验

本节给出 4个量子机器学习相关实验. 通过这 4个例子, 介绍量子机器学习相关的实验方法和实验进展. 4个
实验共分为两部分: 前两个为量子基本算法实验; 后两个为量子机器学习中的分类实验. 实验在 IBM量子云平台

上进行. 

8.1   量子基本算法相关实验

(1) Swap-test算法实验
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Swap-test用于计算两个量子态的相似度, 也就是两个量子态内积模的平方. 本实验计算的是量子态 

 和   的内积模的平方   , 以反映它们的相似度.
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实现的量子线路图如图 15(a)所示. 由于实验环境中所有量子比特的初始态都是   , 因此第 1步使用 H 门和

X 门分别在   和   上制备量子态   和   . 第 2步为交换测试, 最后对   进行测量. 测量结果如图 15(b)所示. 图
中横坐标的 3个量子比特, 从上到下分别对应   , 由于未对   和   进行测量, 因此它们的状态均为 0. 对于   ,

测量为   的概率是   , 测量为   的概率是   , 因此可得 
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(a) Swap-test的量子线路图 (b) Swap-test的实验结果

图 15　Swap-test量子线路图及实验结果
 

需要注意的是, 实验给出的 0.746、0.254 等实际上是多次测量得到的频率, 而非真实概率. 因此计算出的

实验值 0.492与理论值 0.5有一定的误差. 几乎所有的量子机器学习算法的实验最终都是通过频率给出实验结
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果, 因此误差在所难免, 可以通过增加实验次数减小误差. 而且一般来讲, 不严格区分概率和频率两个概念, 统
称为概率.

(2) HHL算法实验
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HHL 算法用于求解线性方程组, 但是实际上 HHL 得到的是各个解之间的比. 本节以求解二维线性方程组

 为例进行实验, 其中   ,    . 量子线路图如图 16所示, 其中   是受控

旋转的辅助量子比特,    和   存储矩阵 A 的特征值,    存储 b. 第 1步在   上制备 b; 第 2步为量子相位估计; 第
3步为受控旋转; 第 4步为逆量子相位估计; 最后是测量.
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图 16　求解线性方程组的量子线路图
 

为了更好地分析结果, 本实验输出 200 000次测量的结果统计: 

{‘0000’ : 0, ‘1001’ : 271, ‘0001’ : 30, ‘1000’ : 199699} (22)∣∣∣∣∣ x1

x2

∣∣∣∣∣2 = 30
271∣∣∣∣∣ x1

x2

∣∣∣∣∣2 = 1
9

这说明, 200 000 次实验中, 0001 与 1001 分别被测得 30 次和 271 次. 因此解的平方的比为   . 理论

结果为   , 实验结果与理论结果基本吻合, 这主要是由量子测量结果的概率性引起的.
 

8.2   量子机器学习算法实验

本节使用量子机器学习算法分别对二维和四维数据进行分类, 其中用量子支持向量机对二维数据进行分类,
用量子神经网络对四维数据进行分类.

(1) 量子支持向量机算法实验
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本实验利用量子支持向量机对手写数字 6 和 9 进行分类. 训练集为一个 6 和一个 9, 它们对应的二维特征向

量分别为   和   , 标签分别为   和   . 测试集 6 和 9 的特征向

量分别为   和   . 考虑公式 (4)中   的情况, 令   , 则公式 (4)退化为

 . 量子线路图如图 17(a)所示, 其中   门 (图 17(b))用于构造待分类样本,    门 (图 17(c))

实现了 HHL算法以及训练样本的构造, 最后通过 Swap-test对数据进行分类. 分类结果如图 18(a)和图 18(b)所示.
当输入待测数据为 6 时, 由图 18(a) 可知, 测量    得到    的概率为 0.475; 当输入待测数据为 9 时, 由图 18(b)
可知, 测量   得到   的概率为 0.524. 根据第 2.1.3节对量子支持向量机的分析可得分类结果正确.

(2) 量子神经网络算法实验

本实验旨在使用量子神经网络对有标签的数据进行训练得到合适的参数, 进而对输入样本进行分类. 输入样

本的特征向量组成的矩阵 X 如公式 (23)所示, X 的每一行为一个样本的特征向量, 其对应的标签为 y的元素. 

X =


0.80377 0.55161 0.22064 0.03152
0.71414 0.26647 0.61821 0.19186
0.77611 0.54975 0.30721 0.03234
0.86094 0.44004 0.24872 0.05740
0.69053 0.32145 0.60719 0.22621

 , y =


0
1
0
0
1

 (23)

量子神经网络的量子线路图共分成两部分: 参数化量子线路图 (图 19(a))和用于求解参数梯度的量子线路图
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(图 19(b)). 图 19(a)中第 1步是为了制备特征向量; 第 2步为参数化量子线路, 其中 10个参数的初始值随机生成.
图 19(b)为使用 Hadamard-test计算目标函数的量子线路图.
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图 17　量子支持向量机线路图
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(b) 测试数据为9

图 18　量子支持向量机实验结果
 

  
q0

q1

c
2 1

Z

X X

第1步 第2步

RY

0.336

RY

0.656

RY

0.117

RY

0.462

RY

0.180

RY

0.569

RY

0.211

RY

0.144

RY

0.872
RY

0.602
RY

0.714

RY

0.571
RY

1.410
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图 19　量子神经网络线路图
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(b) 求解参数梯度的量子线路图

图 19　量子神经网络线路图 (续)
 

由梯度下降法可得最优参数 0.534 8、0.835 8、0.108 0、0.175 1、0.533 6、0.142 9、0.426 1、0.081 1、0.619 9、
0.300 4和偏置项 b=0.0712. 将矩阵 X 内的数据分别输入到神经网络中再加上偏置项得到预测值 0.197 2、0.652 2、
0.277 2、0.243 2、0.635 2. 当预测值小于 0.5时, 预测结果为 0; 当预测值大于等于 0.5时, 预测结果为 1. 因此对样

本的预测值结果分别为 0、1、0、0、1, 与真实标签一致. 

9   结论和展望

量子机器学习是一个交叉领域, 推动这一领域出现有两方面的原因. 一方面是因为面对越来越庞大的数据, 机
器学习算法的训练时间变得越来越长, 仅依靠传统计算机带来的高运算速度已经无法对其进行处理, 提高机器学

习算法的效率迫在眉睫. 另一方面则是量子计算展现的强大运算能力, 同时 Swap-test、量子相位估计、Grover搜
索算法和 HHL算法等量子基本算法的发展为量子机器学习提供了工具. 两方面共同推动了量子计算和机器学习

的结合, 促进了量子机器学习这一个交叉领域的诞生, 为提高算法效率提供了一条新思路.
量子机器学习的概念虽然从 1995年就被提出, 但它仍然稚嫩, 还有大片空白等着学者们研究填补. 一方面, 经

典机器学习算法还未全部实现量子迁移; 另一方面, 当前的量子算法还有进步的空间. 下面对量子机器学习算法的

发展前景及发展方向进行展望.

Ax = b

eiAt eiAt

(1) HHL算法是量子支持向量机、量子线性回归以及量子聚类等算法的核心, 用于求解这些量子机器学习算

法转化的线性方程组. 但是, 使用 HHL 算法求解方程组   时, 需要执行量子相位估计. 在现有的量子设备上

实现这个任务并不是一件容易的事情, 这主要是因为需要模拟   . 但是, 文献 [76]提出了一种新的模拟   的技

术, 用于 HHL时可以提升它的性能. 将新的 HHL算法应用于量子支持向量机等量子机器学习算法是一个研究方

向. 此外, 目前比较流行的参数化量子线路能够在 NISQ设备上有效地实现, 因此实现基于参数化量子线路的量子

支持向量机、量子线性回归以及量子聚类等量子算法是一个重要研究方向.
(2) 量子深度强化学习主要是以参数化量子线路为基础逼近值函数或者策略函数, 将量子算法和经典算法相

结合使得智能体基于对环境的认知做出使奖励最大化的动作. 但是, 在当现有量子深度强化学习和相应地经典算

法相比较时, 量子算法的优势并不明显 [10]. 因此, 如何有效地利用参数化量子线路部署量子强化学习算法是一个

值得思考的问题.
(3) 参数化量子神经网络是目前比较流行的量子神经网络. 但是, 和经典神经网络一样, 这种类型的算法需要

重复量子-经典算法直到得到能够正确分类的参数, 每一次训练的每一个参数都会影响到整个模型. 因此, 参数化

量子线路也依赖于大量的数值研究, 这将和经典深度学习一样, 陷入巨大的计算量的漩涡中 [40]. 因此, 探索更加合

理的方式连接量子-经典算法是一个值得研究的方向.
(4) 当前的绝大多数量子机器学习算法虽然能够实现量子加速, 但是, 这些加速大部分是由于使用量子算法替

换了经典算法的子程序达到的. 这说明, 量子机器学习算法仍然受到传统机器学习算法的约束, 其真正潜力可能仍

然没有得到充分开发. 利用量子计算特点, 从完全不同于传统机器学习方法的全新角度解决经典机器学习悬而未

决的问题, 充分挖掘量子算法的潜能, 实现量子加速的同时带来新的解决方法或许是研究者们更期待的.
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(5) 智能时代的到来对学习效率、计算资源等都有了更高的要求, 但是, 传统的机器学习方法对大规模的数据

处理和复杂环境的快速适应方面, 还面临着学习效率低、计算资源不足等问题. 量子计算和机器学习的结合发展,
将在这些方面产生重大影响, 带来高效地大规模数据处理能力以及极低延迟的实时智能交互. 尽管目前只有少部

分量子机器学习算法被应用于现实生活. 但是, 随着该领域研究的不断深入, 将对包括物联网、智能控制、智慧城

市、产业升级等众多领域产生重大影响, 促进智能时代的到来.
虽然, 当前的量子机器学习算法大多还在理论研究阶段, 也没有完善的理论框架进行指导, 如何优化算法的输

入与输出、量子态的使用、算法的稳定性等等问题还都需要进一步地优化和加强. 挑战虽在, 但时间会给研究者

们机会来解决这些问题, 当量子硬件和量子计算机研制成熟时, 量子机器学习算法必定会展现其应有的力量.
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