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摘　要: 间歇实时任务的分区 DM (deadline-monotonic)调度是一个经典的研究问题, 针对约束截止期间歇任务, 提

出一种具有更高处理器利用率的多核分区调度算法 PDM-FFD (partitioned deadline-monotonic first-fit decrease). 在

PDM-FFD 中, 首先将任务按照其相对截止期以非递减顺序进行排序, 然后采用 first-fit 策略选择处理器核分配任

务, 且在各处理器核上采用 DM调度策略进行任务调度. 最后通过对任务干扰时间的分析, 得出一种更为紧凑的可

调度性判定方法, 并通过该可调度性方法来判定任务的可调度性. 证明 PDM-FFD的加速因子为   ,

时间复杂度为   , 其中   ,    为任务集   中的任务,    为该任务最差执行时间,    为

该任务利用率,    为   中的最大相对截止期, n为   的任务数, m为处理器核数. 该加速因子严格小于   , 优

于已有多核分区调度算法 FBB-FFD. 实验表明, PDM-FFD 算法在 4 核处理器上的处理器利用率比其他算法提高

了 18.5%, 且 PDM-FFD的性能优势随着处理器核数、任务集利用率和任务数的增加而进一步扩大. 由于 PDM-FFD

算法具有高性能特性, 因此该算法可以广泛应用于资源受限的航天器、自动驾驶汽车、工业机器人等典型实时系

统中.
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Abstract:  Partitioned  DM  (deadline-monotonic)  scheduling  of  sporadic  real-time  tasks  is  a  classic  research  problem.  This  study  proposes  a
partitioned scheduling algorithm PDM-FFD (partitioned deadline-monotonic first-fit decrease) with higher processor utilization for constrained-
deadline sporadic tasks. In PDM-FFD, firstly tasks are sorted in non-decreasing order according to the relative deadline, then the first-fit strategy
is  utilized  to  select  the  processor  core  to  allocate  tasks,  and  each  core  adopts  DM  scheduling  policy.  Finally,  a  tighter  schedulability
determination method is obtained by analyzing the task interference time to determine the task schedulability. This study proves that the speedup
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factor  of  PDM-FFD  is     and  the  time  complexity  is     .     where     belongs  to  the

task set    ,    is the worst-case execution time,    is the utilization, Dmax is the maximum relative deadline, n is the task number, and m is the
processor  core number.  The speedup factor  of  PDM-FFD is  strictly less  than     ,  which outperforms the existing multi-core partitioned
scheduling  algorithm  FBB-FFD.  Experiments  show  that  PDM-FFD  improves  processor  utilization  by  18.5%  compared  to  other  available
algorithms on a four-core processor. The PDM-FFD performance improves with the increasing processor core number, task set utilization, and
task number. Due to high performance, PDM-FFD can be widely utilized in typical real-time systems such as resource-constrained spacecraft,
autonomous vehicles, and industrial robots.
Key words:  sporadic  real-time task; partitioned deadline-monotonic  (DM) scheduling;  interference  time; speedup factor;  resource-constrained
 

1   引　言

实时系统的正确性不仅取决于逻辑的正确性, 还取决于产生结果的时间. 实时系统广泛应用于航空航天、交

通指挥、工业控制、医疗电子等领域 [1].
实时系统中的实时任务根据其触发特点可主要分为两类 [2].
(1) 由时间触发的任务, 如传感器数据采集任务、雷达跟踪任务等. 这些任务通常在系统定时器中断时释放,

它们是严格的周期性任务 (periodic task), 需要在指定的截止期内完成.
(2) 由系统外部事件触发的任务, 如通信任务、遥控任务等. 这些任务往往在系统产生外部中断时被释放且释

放频率不确定, 但相邻任务实例间有一个最小时间间隔. 此类实时任务被称为间歇任务 (sporadic task), 同样也需

要在规定的截止期内完成.
对于具有约束截止期的间歇任务 (任务的相对截止期小于等于其任务实例最小到达时间间隔), DM (deadline-

monotonic)调度 [3]是一种最优的固定优先级调度策略. 任务优先级的分配取决于其相对截止期大小. 任务的相对

截止期越小, 任务的优先级就会被分配得越高, 反之亦然. 由于 DM调度策略开销低、可预测性强, 因此被广泛应

用于解决间歇任务的调度问题.
随着实时系统对计算能力的要求越来越高以及摩尔定律的失效, 多核处理器在实时系统中的应用越来越广

泛, 这就带来了间歇实时任务在多核处理器上的调度问题. 多核处理器的调度策略主要包括全局调度 (global
scheduling)和分区调度 (partitioned scheduling). 与全局调度相比, 分区调度 [4]可以避免任务迁移带来的系统开销

(如任务上下文迁移带来的核间通信开销、数据传输开销等). 此外, 当处理器核上的任务发生超时 (例如, 实际执

行时间超过了预估的最坏执行时间), 只有该处理器核上的任务会受到影响. 因此, 分区调度在航天器等强实时系

统中得到了广泛的应用. 现有的多核嵌入式实时操作系统都支持分区调度, 如 FreeRTOS[5]、uCOS[6]、VxWorks[7]等.
算法的实时性能衡量了该算法成功调度实时任务集的能力, 因此通常使用实时性能来体现算法之间的性能优

劣. 对于多核调度算法, 任务集可调度率及加速因子常用来评价算法的实时性能. 算法的任务集可调度率定义为对

于所有给定的任务集, 其中可被该算法成功调度的任务集占总任务集合的比例; 而加速因子反映了一个算法相较

于理论最优调度算法的次优性, 一般来说, 算法的加速因子越小, 其实时性能越优, 详见后续定义.
本文的动机可以分为以下两个方面.
一方面源于实际的工程需求, 航天器等资源受限的实时系统需要一种多核分区调度机制, 用于约束截止期间

歇实时任务的调度. 而此类系统的计算资源通常是有限的 [8−11], 例如航天器计算机在面对微重力、极端温度、单

粒子翻转等恶劣影响因素时, 为了长时间稳定运行, 处理器的时钟速度相对较低, 从而限制了计算资源和存储

资源.
另一方面, 间歇实时任务的分区 DM调度是一个经典的研究问题 [12,13], 研究人员正在不断提高算法的任务集

可调度率, 减小加速因子. 本文希望能够找到一个实时性能更优的分区 DM调度算法, 即该算法拥有更高的任务集

可调度率和更小的加速因子.
本文主要贡献如下.
(1) 提出了一种基于干扰时间的间歇实时任务多核分区 DM调度算法 PDM-FFD, 该算法具有更高的处理器利
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用率. 实验表明, 特定情况下, 在 4核处理器中, 该算法的处理器利用率相较其他相关算法提高了 18.5%.

3− (3∆+1)/(m+∆) ∆ =
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(2) 证明了 PDM-FFD 算法的加速因子为   , 其中   ,    为任务集   中的

任务,    为该任务最差执行时间,    为该任务利用率,    为   中的最大相对截止期,    为处理器核数. 该加速因

子严格小于   , 优于已有的多核分区调度算法 FBB-FFD.
本文第 2 节介绍相关工作. 第 3 节介绍系统模型, 包括处理器模型和任务模型. 第 4 节介绍分区调度算法

PDM-FFD, 又可进一步分为可调度性测试、分区调度算法和时间复杂度分析. 第 5节是实验比较与结果分析. 最
后是对整个研究工作的总结. 

2   相关工作

多核实时调度策略 [12]可分为分区调度、全局调度、集群调度和半分区调度. 分区调度具有运行开销低、可

预测性强、故障隔离性好、单处理器研究成果可重用等优点, 因此在实时系统中得到了广泛应用. Liu等人 [14]提

出了 RM (rate-monotonic)算法和 EDF (earliest deadline first)算法, 这两个算法对于周期任务分别是最优的固定优

先级调度算法和最优的动态优先级调度算法. Leung等人 [3]提出的 DM (deadline-monotonic)调度算法对于约束截

止期间歇任务是最优的固定优先级调度算法. 但上述算法都未考虑多核场景, 因此在将这些算法直接应用于解决

多核调度问题时, 算法实时性能较差. RTA (response time analysis)[15]是被广泛采用的精确可调度性测试方法. 该方

法能够准确地计算出任务的响应时间, 从而对任务的可调度性作出判断. 由于 RTA分析方法采用迭代的方式不断

计算任务的响应时间, 导致该方法时间复杂度较高, 当时间参数为有理数时, 为 NP-hard问题. 在后续的研究中, 出
现了一些充分性的可调度性测试方法, 如利用率上界分析 [16]和干扰时间分析 [17], 这些方法牺牲了一定的分析精度,
增加了悲观性, 但降低了算法的运行时开销, 仅为多项式时间复杂度.

任务如何分配是多核分区调度中的关键问题. 众所周知, 任务分配是一个装箱问题 (bin-packing), 找到一个最

优结果的时间复杂度是 NP-hard[18]. 因此, 通常采用启发式算法来近似最优分配算法. 广泛使用的启发式分配算

法 [12]有 first-fit, next-fit, worst-fit和 best-fit.

O(n2×Dmax) n

O(n× logn)

α(τi) = log2Ti−
⌊
log2Ti

⌋
Ti τi

1/(1−umax) umax

O(n2)

α(τi)

O(n× logn)

O(n3)

Dhall等人 [19]和 Oh等人 [20]提出了针对周期任务的 RMNF (rate-monotonic next-fit)分配算法. 该算法首先按照

任务周期大小的非递减顺序对任务进行排序, 然后采用 next-fit分配策略将任务分配给处理器核, 并在各个核上采

用 RM算法进行调度, 该分配算法的近似率为 2.67, 时间复杂度为   , 其中   为任务集的任务数. FFDU
(first-fit decrease-utilization)[21]是 RMNF算法的变体, 时间复杂度也是   . 随后, Burchard等人 [22]针对最大

任务利用率小于 0.5 的任务集提出了 RMST (rate-monotonic small-tasks) 分配算法. 该算法首先根据因子

 对任务进行非递减排序, 其中   为任务   的周期, 然后采用 next-fit 策略分配任务. RMST
的近似率为   ,    为任务的最大利用率. 为了支持任务利用率为任意值的情况, 他们还提出了 RMGT
(rate-monotonic general-tasks)分配算法. RMGT的近似率为 1.75, 时间复杂度为   . 这两种算法相较于 RMNF
降低了近似率和算法时间复杂度, 算法的实时性能得到了一定提升. Rothvoss[23]提出了 FFMP (first-fit matching
periods) 任务分配算法, 该算法同样按照   以非递减顺序排列所有任务, 然后按照 first-fit 策略分配任务. 该分

配算法近似率为 2, 时间复杂度为    . 该文章还提出了一种基于匹配的分配算法 RMMatching (rate-
monotonic matching). 该算法的近似率仅为 1.5, 但时间复杂度为   , 可以看出当算法近似率越低时 (表示该算

法与最优算法的差距越小), 其时间复杂度也往往较大. 因此一个分区调度算法如何在保证较低近似率的同时, 避
免过大的时间复杂度, 是针对周期任务分区调度问题研究的难点.

m(
√

2−1)

m n

由于近似率不能作为任务分配算法的可调度性测试条件, Rothvoss[23]在具有固定核数的处理器中, 当任务分

配算法采用 FFS (first-fit scheduling)时, 分析了周期任务集的处理器利用率上界. 任务集的最小处理器利用率上界

可以达到   , 其中 m为核数. 与前面提到的分配算法不同, FFS 没有对任务进行预先排序, 因此它可以应

用于支持任务动态加载的系统中, 该上界可以作为任务集可调度性测试的充分条件. Lopez等人 [24]进一步指出, 在
启发式算法中, FFD和 BFD的处理器利用率上界最高, 而WF的处理器利用率上界最低. 其中 FFD (first-fit dcrease)
分配算法在   个核上成功调度   个周期任务的充分条件是: 
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n∑
i=1

ui ⩽ (n−1)(
√

2−1)+ (m−n+1)(21/(m−n+1)−1).

上述算法及可调度性测试方法都仅考虑了周期任务, 因此不适用于约束截止期间歇任务.

3−1/m 4−2/m

3−1/m

Fisher等人 [25]针对间歇任务提出了 FBB-FFD (“FBB”是作者姓名首字母的组合, “FFD”代表 first-fit decrease)
分区调度算法. 该算法首先按照任务的相对截止期以非递减顺序对任务进行排序, 然后采用 first-fit策略选择目标

核进行任务分配, 每个核上的任务由 DM 策略进行调度. 其中近似请求上界函数 (approximation request bound
function)被用于判定任务分配到一个处理器核上的可行性. 该算法具有多项式时间复杂度, 针对约束截止期间歇

任务和任意截止期间歇任务的加速因子分别为   和   . 随后, Chen等人 [26]表明, 对于约束截止期间歇

任务, 分区 DM调度的加速因子至少为 2.843 06. 此外, 他们还证明了对于任意截止期间歇任务, 一种贪心映射策

略的加速因子为   , 而如果忽略所使用的任务分配策略, 即使采用精确的可调度性测试方法也无法减小加速因子.
尽管多核分区调度理论经过多年的发展, 已经涌现出大量优秀的研究成果, 但针对约束截止期间歇任务的分

区 DM调度策略还有待进一步研究, 仍然可以通过改善可调度性测试方法的悲观性来降低算法加速因子, 提高任

务集可调度率, 从而提升算法的实时性能. 

3   系统模型

本文考虑的所有任务均为强实时任务 (strong real-time task), 且任务数量及任务基本信息在系统离线 (offline)
阶段就已确定, 不存在任务在系统运行时动态载入的情况, 任何通过可调度性测试的实时任务都不允许错过其截

止期, 否则可能产生灾难性后果. 任务的优先级根据 DM调度策略进行分配, 即任务的相对截止期越小, 分配的优

先级越高, 反之越低. 任务在多核中按照分区调度策略进行调度, 即任务一旦被分配到某个处理器核上就不再发生

核间迁移, 该任务的所有任务实例都只在当前处理器核上执行. 

3.1   处理器模型

m (m ⩾ 2) p = {p1 , p2, . . . , pm} pk (1 ⩽ k ⩽ m) k系统运行平台 P为一个同构      核处理器,    , 其中   表示第   个处理器核.
多核处理器虽然与多处理器物理结构不同, 但是调度理论是相通的. 假设核间通信和任务上下文等开销都已计入

任务最差执行时间. 

3.2   任务模型

τi = (Ci,Di,Ti) Ci Di

Ti Di Ti Di = Ti

Di ⩽ Ti

Di Ti

间歇 (sporadic) 实时任务模型通常用一个三元组表示,    , 其中   表示最差执行时间,    表示相

对截止期,    表示任务实例的最小到达间隔. 根据   和   的关系, 间歇任务可以细分为 3类任务: 1)如果   ,
称为隐式截止期 (implicit-deadline) 间歇任务; 2) 如果   , 称为约束截止期 (constrained-deadline) 间歇任务;
3)如果   与   无关, 称为任意截止期 (arbitrary-deadline)间歇任务.

Ci ⩽ Di ⩽ Ti本文考虑约束截止期间歇实时任务, 满足   , 该任务模型如图 1所示. 任务的相关参数解释如下.
  

到达 t到达

Ti
Di

Ri

τij τij+1

Ci 任务实例 (作业)

 
图 1　约束截止期间歇任务模型

 

Ci τi●    : 任务   的最差执行时间.
Di τi τi Di●    : 任务   的相对截止期, 即   的每个任务实例都需要在   内完成.
Ti τi●    : 任务   的连续两个实例到达的最小时间间隔.
τ τ = {τ1, τ2, . . . , τn}●    : n个约束截止期间歇任务组成的集合,    .
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τ j
i τi j τ j

i τ j+1
i Ti●    : 任务   的第   个任务实例 (也被称为作业),    和   的到达时间最小间隔应大于等于   .

Ri τi τi●    : 任务   的最坏响应时间, 它表示   的释放时刻与完成时刻之间的时间差.
ui τi Ci/Ti●    : 任务   的处理器利用率, 其值为   .

U τ = {τ1, τ2, . . . , τn}
∑n

i=1
ui

n

●    : 任务集   的处理器利用率, 其值为   , 即该任务集中所有任务的处理器利用率之和,

其中   代表任务集的任务数.
Ri ⩽ Di τi ∀τi ∈ τ τi τ

τi τ j i < j

若   , 则   称为可调度的, 即任务满足截止期要求. 若   ,    是可调度的, 则任务集   是可调度的. 任
务集中的任务按照优先级从高到低排序, 即   的优先级高于   当且仅当   . 在后文分析中均考虑最坏情况 [14],
即所有任务同时到达, 此时高优先级任务对低优先级任务抢占量达到最大, 若该情况下任务可调度, 则任意情况下

任务都可调度. 每个任务的所有作业一旦到达就立刻被释放, 任务之间是时序独立的, 且无共享资源访问. 

4   基于干扰时间的分组调度方法

分区调度算法主要可分为 3步: 1)确定任务优先级; 2)选择目标核; 3)测试分配到目标核的可行性, 即进行任

务集的可调度性测试. 由于第 1步和第 2步已经有最优策略, 所以核心在于第 3步的可调度性测试方法. 已有的分

区调度算法 [25−27]往往结合处理器需求上界, 利用率上界或者响应时间上界等方法来进行可调度性测试. 而本文是

结合干扰时间上界方法来进行可调度性测试, 因为能得到更加紧凑的分析结果. 在推导过程中, 首先引入了干扰时

间的定义以及相关概念, 然后推导出一个干扰时间近似函数, 并对其更加紧凑的性质进行了证明, 以表明其有效

性. 最后根据该近似函数的性质, 推导了本文分区调度算法的加速因子, 并证明了比算法 FBB-FFD的加速因子更

小, 从而从理论上说明了本文的分区调度算法更优. 

4.1   基本概念

DBF(τi,∆t) ∆t τi定义 1. 任务需求上界函数 (demand bound function)   表示在任意长度为   的时间区间内,    的所有

作业 (到达时刻和截止时刻都在此时间区间内)产生的最大处理器执行时间需求量 [27]. 

DBF(τi,∆t)
def
=max

{
0,

(⌊
∆t−Di

Ti

⌋
+1

)
×Ci

}
(1)

DBF(τ,∆t) τ ∆t定义 2. 任务集需求上界函数   表示   的所有任务在任意长度为   的时间区间内对处理器时间需求

量的总和. 

DBF(τ,∆t)
def
=

∑
τi∈τ

DBF(τi,∆t) (2)

LOAD(τ) τ DBF(τ,∆t)定义 3. 任务集最大负载函数   表示   的需求上界   归一化后的最大值 [12,27]. 

LOAD(τ)
def
=max
∆t>0

{
DBF(τ,∆t)
∆t

}
(3)

τ当任务集   可调度时, 显然有: 

DBF(τi,∆t) ⩽ ∆t⇒ LOAD(τ) ⩽ 1.

α τi Ci/α当处理器核的运行速度为   时, 任务   的最差执行时间变为   , 对于单核处理器, 有: 

LOAD(τ) ⩽ α.

m m而对于   核处理器, 对   个核进行相加, 可以得到: 

LOAD(τ) ⩽ m×α (4)

RBF(τi,∆t) ∆t τi定义 4. 任务请求上界函数 (request bound function)   表示在任意长度为   的时间区间内,    的所有

作业 (到达时刻在该区间内即可)产生的最大处理器执行时间请求量: 

RBF(τi,∆t)
def
=

⌈
∆t
Ti

⌉
×Ci (5)
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RBF∗(τi,∆t) RBF(τi,∆t)定义 5. 请求近似函数   表示对   函数的线性逼近 [28]. 

RBF∗(τi,∆t)
def
= ui×∆t+Ci (6)

∆t ∆t ⩾ 0 RBF(τi,∆t) ⩽ RBF∗(τi,∆t).引理 1. 对任意长度为   的时间区间, 其中   , 有 

证明: 为了得到两式大小关系, 令它们做减法: 

RBF∗(τi,∆t)−RBF(τi,∆t) = ui×∆t+Ci−
⌈
∆t
Ti

⌉
Ci ⩾ ui×∆t+Ci−

(
∆t
Ti
+1

)
Ci = ui×∆t+Ci−ui×∆t−Ci = 0.

RBF∗(τi,∆t) ⩾ RBF(τi,∆t)因此,    , 证明完成.
∆t ∆t ⩾ Di RBF∗(τi,∆t) ⩽ DBF(τi,∆t)+ui×∆t.引理 2. 对任意长度为   的时间区间, 其中   , 有 

RBF∗(τi,∆t)
def
= ui×∆t+Ci证明: 由公式 (6),    , 有:

 

DBF(τi,∆t)+ui×∆t−RBF∗(τi,∆t) = DBF(τi,∆t)−Ci.

∆t ⩾ Di DBF(τi,∆t) ⩾Ci结合定义 1可知,    时,    , 有: 

DBF(τi,∆t)+ui×∆t−RBF∗(τi,∆t) ⩾ 0.

RBF∗(τi,∆t) ⩽ DBF(τi,∆t)+ui×∆t因此,    , 证明完成.
IBF(τi,∆t) τi ∆t定义 6. 任务干扰时间 (interference bound function)   表示任务   在任意长度为   的时间区间内的作

业对低优先级任务产生的最大干扰量 [17]. 

IBF(τi,∆t)
def
=

⌊
∆t
Ti

⌋
Ci+min{Ci,∆t mod Ti} (7)

Di−
∑

j<i
IBF(τ j,Di) ⩾Ci τi定理 1. 如果   , 则任务   可调度.

{τ j| j < i} τi

∑
j<i

IBF(τ j,Di)

Di−
∑

j<i
IBF(τ j,Di) ⩾Ci τi τi

证明 :  所有更高优先级任务    对    在其截止期前产生的最大干扰时间为     .  如果

 , 表明   的执行请求在其截止前能得到满足, 因此任务   可调度. 证明完成.

IBF∗(τi,∆t) IBF(τi,∆t)定义 7. 干扰时间近似函数   表示对   函数的线性逼近. 

IBF∗(τi,∆t)
def
= ui×∆t+Ci−Ci×ui (8)

∆t ∆t ⩾ 0 IBF(τi,∆t) ⩽ IBF∗(τi,∆t).引理 3. 对任意长度为   的时间区间, 其中   , 有 

k ∈ N ∆t证明: 令   ,    的取值可以分两种情况讨论:
kTi ⩽ ∆t < kTi+Ci情况 1:    , 有: 

IBF∗(τi,∆t)− IBF(τi,∆t) = ui×∆t+Ci−Ciui−
(⌊
∆t
Ti

⌋
Ci+min{Ci,∆t mod Ti}

)
=

kCi+ (∆t− kTi)ui+Ci−Ci×ui− kCi− (∆t− kTi) = (1−ui)(Ci+ kTi−∆t) > 0.

kTi+Ci ⩽ ∆t < (k+1)Ti情况 2:    , 有: 

IBF∗(τi, t)− IBF(τi,∆t) = ui×∆t+Ci−Ciui−
(⌊
∆t
Ti

⌋
Ci+min{Ci,∆t mod Ti}

)
=

kCi+Ci×ui+ (∆t− kTi−Ci)ui+Ci−Ci×ui− kCi−Ci = ui(∆t− kTi−Ci) ⩾ 0.

∀∆t ⩾ 0, IBF(τi,∆t) ⩽ IBF∗(τi,∆t)综上,    , 证明完成.
∆t ∆t ⩾ 0 IBF∗(τi,∆t) = RBF∗(τi,∆t)−Ci×ui.推论 1. 对任意长度为   的时间区间, 其中   , 有 

证明: 根据公式 (6)和公式 (8), 有: 

RBF∗(τi,∆t) = ui×∆t+Ci, 

IBF∗(τi,∆t) = ui×∆t+Ci−Ci×ui.

因此, 有: 

IBF∗(τi,∆t) = RBF∗(τi,∆t)−Ci×ui.

证明完成.
∆t ∆t ⩾ Di IBF(τi,∆t) ⩽ DBF(τi,∆t)+ui×∆t−Ci×ui.引理 4. 对任意长度为   的时间区间, 其中   , 有 
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证明: 结合引理 3和推论 1, 可知: 

IBF(τi,∆t) ⩽ IBF∗(τi,∆t) = RBF∗(τi,∆t)−Ci×ui (9)

∆t ⩾ Di结合引理 2, 可知   时, 

RBF∗(τi,∆t) ⩽ DBF(τi,∆t)+ui×∆t.

结合公式 (9), 有: 

IBF(τi,∆t) ⩽ DBF(τi,∆t)+ui×∆t−Ci×ui.

证明完成. 

4.2   分区调度算法

IBF

RBF IBF

本文提出的分区调度算法命名为 PDM-FFD (partitioned deadline-monotonic first-fit decrease). 该算法中, 首先

将任务集中的任务按照其相对截止期以非递减顺序进行排序, 然后采用首次适应 (first-fit)策略进行目标核分配,
其中每个任务在目标核上的可调度性通过定理 1 进行判定, 最后, 采用 DM 调度算法对每个核进行任务调度.
PDM-FFD在进行可调度性测试时, 采用了更紧凑 (tighter)的上界函数   . 相比于 FBB-FDD使用的请求上界函

数   ,    在计算高优先级任务实例在一段时间区间内对低优先级任务产生的抢占量时更加精准, 从而降低了

分析的悲观性. 提升了算法的任务集可调度率. PDM-FFD的详细步骤描述如下所示.
步骤 1: 使用快速排序算法 [29]对任务集中的任务按照相对截止期非递减顺序进行排序.

true步骤 2: 根据任务集中任务的新顺序逐个选择任务进行多核分配. 如果所有任务都已分配完成, 则返回   并

且分配算法结束, 即 PDM-FFD成功调度该任务集.
τi步骤 3: 对于任务   , 根据首次适应 (first-fit)策略, 逐个选择处理器核进行分配. 如果所有处理器核都无法成

功分配, 则返回 false且分配算法结束, 即 PDM-FFD调度该任务集失败.
pk IBFsum步骤 4: 对于处理器核   , 按照 IBF函数 (见公式 (7))计算干扰时间的总和   .

Di−IBFsum⩾Ci τi τi pk步骤 5: 如果   , 则任务   可调度 (见定理 1), 此时任务   被分配到   上并且转步骤 2, 否则转步骤 3.
分区调度算法 PDM-FFD的伪代码如算法 1所示.

PDM-FFD(τ,P)算法 1. Boolean   .

τ P输入: 待分区调度的间歇实时任务集   ; 多核处理器平台   ;
τ输出: 任务集   分区调度结果. true: 成功; false: 失败.

Quick_sort(τ)1.    ;                              //步骤 1, 使用快速排序算法对任务集进行排序

τi : τ2. for     do                              　 //步骤 2, 逐个选择任务

pk : P3.    for     do                      　　 //步骤 3, 逐个选择处理器核进行分配

IBFsum = 04.          ;
τ j : τ(pk)5.       for     do                      //步骤 4, 计算干扰时间总和

IBFsum+ = IBF(τ j,Di)6.              ;
7.       end for

Di− IBFsum ⩾Ci8.       if     then                 //步骤 5, 可调度性判定

τ(pk) = τ(pk)∪τi9.            ;
BREAK10.            ;

11.       end if
12.    end for
13.    return false;                           　　 //任务分配失败, 任务集不可调度

14. end for
15. return true;                                　　 //任务分配成功, 任务集可调度
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τ定理 2. 分区调度算法 PDM-FFD返回 true, 则任务集   是可调度的.

τ

证明: 由算法 1可知, 首先将任务按照截止期非递减顺序进行排序, 由于采用了 DM调度策略, 因此任务的优

先级依次降低. 对于任意一个核, 当前分配的任务的优先级总是低于已经被分配在该核的任务 (因为 PDM-FFD是

离线调度算法, 不存在高优先级任务在系统运行时动态载入的情况), 不会对已分配任务的可调度性造成影响, 因
此只用测试当前任务的可调度性即可, 这转为一个单核可调度性测试问题. 结合定理 1可知, PDM-FFD算法的第

5 步表明当前分配的任务可调度. 而 PDM-FFD 分区调度算法返回 true 表明所有任务都通过了可调度性测试, 因
此任务集   是可调度的. 证明完成.

定理 3. 分区调度算法 PDM-FFD可调度的充分条件是: 

LOAD(τ) ⩽ m−U − (m−1)×densmax(τ)+∆,

densmax(τ) =maxτi∈τ {Ci/Di} ,∆ =
∑

τ j∈τ
c j×u j/Dmax,Dmax =max

τi∈τ
{Di}其中,    .

证明: 由算法 1可知, 任务分配失败, 一定有: 

Di−
∑
τ j∈τ(pk)

IBF(τ j,Di) <Ci.

m求和   个核, 有: 

mDi−
∑

τ j∈(τ\{τi})

IBF(τ j,Di) < mCi

⇔ mDi−
∑
τ j∈τ

IBF(τ j,Di)−Ci

 < mCi

⇔
∑
τ j∈τ

IBF(τ j,Di) > mDi− (m−1)Ci.

Di ⩾ D j由于任务集采用 DM调度策略, 因此有   , 结合引理 4, 有: 

⇒
∑
τ j∈τ

(
DBF(τ j,Di)+u j×Di−C j×u j

)
> mDi− (m−1)Ci

⇔
∑
τ j∈τ

DBF(τ j,Di) > mDi− (m−1)Ci−
∑
τ j∈τ

u j×Di+
∑
τ j∈τ

C j×u j

⇔

∑
τ j∈τ

DBF(τ j,Di)

Di
> m− (m−1)

Ci

Di
−

∑
τ j∈τ

u j+

∑
τ j∈τ

C j×u j

Di
.

densmax(τ) =maxτi∈τ {Ci/Di} Dmax =maxτi∈τ{Di}由于   ,    , 有: 

⇒ LOAD(τ) > m− (m−1)densmax(τ)−U +

∑
τ j∈τ

C j×u j

Dmax
.

取其逆否命题, 可得: 

LOAD(τ) ⩽ m− (m−1)densmax(τ)−U +∆.

τ ∆ =
∑

τ j∈τ
C j×u j/Dmax则任务集   一定可调度, 其中   . 证明完成.

α τ α×S A

定义 8. 加速因子 (speedup factor)[12] SA 表示一个调度算法 A与理论最优调度算法的调度能力差距. 若一个最

优算法在处理器速度为   的平台上能成功调度任务集   , 那么算法 A在速度为   的处理器平台上也能成功调

度该任务集. 显然, 加速因子越小则调度算法越优, 理论最优调度算法的加速因子则为 1.

S PDM-FFD = 3− (3∆+1)/ (m+∆) ∆ =
∑

τ j∈τ
C j×u j/Dmax定理 4. 分区调度算法 PDM-FFD的加速因子为   , 其中   .

α = 1/ (3− (3∆+1)/ (m+∆)) = (m+∆)/ (3m−1)

τ 3− (3∆+1)/ (m+∆)

证明: 假设当处理器速度为   时, 最优调度算法可以调度任务集

 , 根据加速因子定义, 则要证明当处理器速度提升至   倍时, PDM-FFD算法仍然可以调度该任

务集.
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根据上述假设和公式 (4), 有: 

LOAD(τ) ⩽ m× m+∆
3m−1

(10)
 

U ⩽ m× m+∆
3m−1

(11)
 

densmax(τ) ⩽
m+∆
3m−1

(12)

显然下述恒等式成立: 

m+∆ ⩽ m+∆

⇔ m+∆
3m−1

(3m−1) ⩽ m+∆

⇔ m
m+∆
3m−1

⩽ (1−2m)
m+∆
3m−1

+m+∆

⇔ m
m+∆
3m−1

⩽ m− (m−1)
m+∆
3m−1

−m
m+∆
3m−1

+∆.

结合公式 (10)–公式 (12), 可以得出: 

LOAD(τ) ⩽ m− (m−1)×densmax(τ)−U +∆.

τ根据定理 3可知, 任务集   可被 PDM-FFD算法成功调度, 证明完成.
该加速因子也刚好是调度算法 PDM-FFD的加速因子下界, 原因如下:

S 1/S假设 PDM-FFD的加速因子为   , 当前处理器速度为 1, 那么最优算法可调度的处理器速度为   , 有: 

LOAD(τ) ⩽ m/S ,U ⩽ m/S ,densmax(τ) ⩽ 1/S .

LOAD(τ) ⩽ m−U − (m−1)×densmax(τ)+∆ m/S ⩽ m−
m/S − (m−1)/S +∆ S ⩾ 3− (3∆+1)/ (m+∆) = S PDM-FFD

结合任务集可被 PDM-FFD调度的充分条件 (见定理 3)   , 有 

 , 解得   .
推论 2. 分区调度算法 PDM-FFD的加速因子小于分区调度算法 FBB-FFD的加速因子.

S FBB-FFD = 3−1/m证明: 从文献 [25]中可知, FBB-FFD的加速因子为   , 结合定理 4, 有: 

S FBB-FFD−S PDM-FFD = 3− 1
m
−

(
3− 3∆+1

m+∆

)
=

3∆+1
m+∆

− 1
m
=
∆(3m−1)
m2+m∆

> 0,

∆ =
∑

τ j∈τ
C j×u j/Dmax > 0其中,    , 证明完成.

 

4.3   时间复杂度

τ n P m任务集   包含   个任务, 处理器   包含   个核.
τ O(n lgn)第 1步, 采用快速排序方法对任务集   按照截止期非递减顺序进行排序, 时间复杂度为   .

τi i−1 P |τ(p1)|+ |τ(p2)|+ . . .+ |τ(pm)| = i−1第 2步, 分配任务   时, 已经有   个任务分配在处理器   上, 即   .
第 3步, 最坏情况, 每个核都需要进行尝试.

IBFsum |τ(pk)| IBF(τ j,Di)第 4步,    的计算时间复杂度为   , 其中   可在常数时间内计算出结果.

O(1)第 5步, 可调度性测试时间复杂度为   .

|τ(p1)|+1+ |τ(p2)|+1+ . . .+ |τ(pm)|+1 = i−1+m∑n

i=1
i−1+m = O(n2)+O(nm) O(n lgn)+O(n2)+O(nm)

因此, 第 3–5步总的时间复杂度为   . 第 2–5步总的时间复杂度

为   . 第 1–5步总的时间复杂度为   .

O(n lgn)+O(n2)+O(nm) = O(n2)+O(nm)综上, 分区调度算法 PDM-FFD的时间复杂度为   . 

5   实验及结果分析

实验中随机产生大量约束截止期间歇实时任务集. 本文的 PDM-FFD算法与相关的分区调度算法进行了性能

对比, 对比算法包括 FBB-FFD[25], CHL-FFD[26], BNRB-FFD[30], 这些算法均按照作者首字母命名. 它们的时间复杂
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O(n2)+O(nm)度也是   . 这几个算法的调度过程是类似的, 差别在于结合的可调度性测试方法不同, 其中 FBB-FFD

结合的是处理器需求上界方法; CHL-FFD是结合利用率上界方法; BNRB-FFD是结合响应时间上界方法; 而本文

的 PDM-FFD算法是结合了更紧凑的干扰时间上界分析方法.

m U d n自变量为核数   、任务集利用率   、截止期范围   、任务数   .

r a性能指标包括可调度率   和平均处理器核数   (任务集成功分配所需要的核数).

通过 6个实验对上述分区调度算法的性能进行对比. 每个实验的参数如表 1所示.
 
 

表 1   6个对比实验的参数
 

序号 m n U d 性能指标 实验结果图

实验1 2 30 [0.2, 2] 0.5 r 图2
实验2 4 60 [0.5, 4] 0.5 r 图3
实验3 8 150 [1.5, 8] 0.5 r 图4
实验4 4 60 2.6 [0, 1] r 图5
实验5 4 [8, 150] 2.9 0.5 r 图6
实验6 － [20, 400] [0.4, 16] 0.5 a 图7

 

实验 1, 2, 3分别进行了处理器核数变化时的可调度率对比, 因为嵌入式系统中常用的多核处理器一般是 2, 4,

8核, 例如 Xilinx的 ZYNQ双核板卡, 宇航用的 SOC2012四核板卡等. 实验 4对比了不同算法在截止期范围变化

时的可调度率, 而实验 5则考虑了任务数变化时的可调度率差异, 实验 6对不同算法在任务数和任务集利用率变

化时的平均处理器核数进行了对比.

任务集利用率: 按照 UUnifast算法 [31]随机产生, 使得每个任务的利用率服从均匀分布, 当出现任务利用率大

于 1时则重新产生整个任务集.

[Ci+ (1−d)× (Ti−Ci),Ti] d ∈ [0,1]

d = 0 [Ti,Ti] d = 1 [Ci,Ti]

截止期范围: 任务的截止期在指定区间内随机产生, 该区间可被表示为   . 其中 

用于指定范围, 当   时, 截止期所属区间为   , 即为隐式截止期间歇任务. 当   时, 截止期所属区间为   ,

即为约束截止期间歇任务.

IBF

● 实验 1–3. 如图 2−图 4, 当任务集的利用率较低时, 各算法的可调度率都为 1. 随着任务集利用率的增加, 可

调度率开始下降. 其中 FBB-FFD最先开始下降, 其次是 BNRB-FFD和 CHL-FFD, 而 PDM-FFD最后开始下降. 当

核数为 4时, 已有的最高可调度率算法 CHL-FFD在任务集利用率为 2.7时开始下降, 而本文算法 PDM-FFD的可

调度率在任务集利用率为 3.2 时才开始下降, 而且这几个算法的可调度率几乎垂直下降, 因此在此情况下算法

PDM-FFD将处理器利用率提高了 18.5%. 随着处理器核数的增加, 分区调度算法 PDM-FFD的可调度率优势进一

步扩大, 使得处理器得到更充分的利用. 这是因为分区调度算法 PDM-FFD是采用干扰时间分析法, 由推论 1可知,

干扰上界函数   是一个更紧凑的上界函数, 具有更小的悲观性, 因此能更充分地利用处理器.

● 实验 4. 如图 5所示, 当截止期范围等于 0时, 此时的任务模型退化为隐式截止期间歇任务模型, 各算法的可

调度率都很高. 随着任务截止期范围的增加, FBB-FFD和 BNRB-FFD的可调度率开始下降, 而 CHL-FFD和 PDM-

FFD的可调度率直到截止期范围等于 0.83时才开始轻微下降. 而 PDM-FFD的可调度率仍然是最高.

● 实验 5. 如图 6 所示, 随着任务集任务数的增加, FBB-FFD 和 BNRB-FFD 的可调度率逐渐开始下降, CHL-

FFD 的可调度率先升高再下降, 而 PDM-FFD 的可调度率先升高然后不变. 任务数变化对 PDM-FFD 的可调度率

影响较小. 由于实验的随机性, 导致算法的可调度率产生了波动.

● 实验 6. 如图 7所示, 随着任务集利用率的提高和任务数的增加, 任务集分配成功所需要的核数几乎线性增

加. FBB-FFD增加最快, 其次是 BNRB-FFD和 CHL-FFD. 而 PDM-FFD所需要的核数最少. 当任务集利用率等于

15时, 理论最优调度算法需要 15个核, 而 PDM-FFD仅需要 18个核, CHL-FFD需要 21个核. 因此 PDM-FFD调

度算法更接近最优调度, 符合第 4节中加速因子的理论分析结果. 
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6   总　结

3− (3∆+1)/(m+∆) O(n2)+O(nm)

随着实时系统对计算能力要求的不断提高和摩尔定律的失效, 多核处理器在实时系统中得到了广泛应用. 由
于间歇任务是系统中最常见的任务, 因此需要在多核处理器中考虑其调度问题. 本文针对约束截止期间歇任务的

多核分区 DM 调度问题, 提出了一种处理器利用率更高的分区调度算法 PDM-FFD. 本文首先分析了任务的干扰

时间, 得到了一个更紧凑的可调度性测试方法. 然后结合该可调度性测试方法, 给出了算法 PDM-FFD和对应的可

调度性证明. 该算法主要分为 3 步: 1) 将任务按照其相对截止期以非递减顺序进行排序; 2) 采用首次适应策略

(first-fit)选择处理器核进行分配, 其中任务分配的可行性由上述可调度性测试方法进行判定; 3)在每个核上采用

DM 策略进行任务调度. 其次, 证明了 PDM-FFD 的加速因子为   , 时间复杂度为   ,

 

Utilization of task set: U

0.5 1.0 1.5 2.0

0

0.2

0.4

0.6

1.0

0.8

S
c
h
e
d
u
la

b
le

 r
a
ti

o
: 

r

PDM-FFD

FBB-FFD

CHL-FFD

BNRB-FFD

 

图 2    在 2核处理器下任务集利用率变化时的可调度

率比较
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图 3    在 4核处理器下任务集利用率变化时的可调度

率比较
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图 4    在 8核处理器下任务集利用率变化时的可调度

率比较
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图 5    相对截止期范围变化时的可调度率比较
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图 6    任务数量发生变化时的可调度率比较
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图 7    任务集利用率变化时的平均核数对比
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∆ =
∑

τ j∈τ
C j×u j/Dmax τ j τ C j u j Dmax τ

m

其中   ,    为任务集   中的任务,    为该任务最差执行时间,    为该任务利用率,    为   中

的最大相对截止期, n表示任务数,    为处理器核数, 该加速因子优于已有的多核分区调度算法 FBB-FFD. 最后,
实验结果表明, 特定情况下, PDM-FFD 算法在 4 核处理器上的处理器利用率比其他算法提高了 18.5%, 且 PDM-
FFD的性能优势随着处理器核数、任务集利用率和任务数量的增加而进一步扩大. PDM-FFD算法面向最普遍的

间歇任务, 具有较低的时间复杂度和较高的处理器利用率, 使其在航天器、自动驾驶汽车、工业机器人等典型实

时系统中具有广泛的应用前景. 本文当前考虑的是多核处理器中任务的分区调度问题, 下一步将考虑全局调度问

题, 同样研究出一个实时性能更优的调度算法.
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