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摘　要: Jacobi计算是一种模板计算, 在科学计算领域具有广泛的应用. 围绕 Jacobi计算的性能优化是一个经典的

课题, 其中循环分块是一种较有效的优化方法. 现有的循环分块主要关注分块对并行通信和程序局部性的影响, 缺

少对负载均衡和向量化等其他因素的考虑. 面向多核计算架构, 分析比较不同分块方法, 并选择一种先进的六边形

分块作为加速 Jacobi计算的主要方法. 在分块大小选择上, 综合考虑分块对程序向量化效率、局部性和计算核负

载均衡等多方面的影响, 提出一种六边形分块大小选择算法 Hexagon_TSS. 实验表明所提算法相对原始串行程序

计算方法, 最好情况可将 L1数据缓存失效率降低至其 5.46%, 最大加速比可达 24.48, 并且具有良好的可扩展性.
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Abstract:  Jacobi  computation  is  a  kind  of  stencil  computation,  which  has  been  widely  applied  in  the  field  of  scientific  computing.  The

performance  optimization  of  Jacobi  computation  is  a  classic  topic,  where  loop  tiling  is  an  effective  optimization  method.  The  existing  loop

tiling  methods  mainly  focus  on  the  impact  of  tiling  on  parallel  communication  and  program  locality  and  fail  to  consider  other  factors  such

as  load  balancing  and  vectorization.  This  study  analyzes  and  compares  several  tiling  methods  based  on  multi-core  computing  architecture

and  chooses  an  advanced  hexagonal  tiling  as  the  main  method  to  accelerate  Jacobi  computation.  For  tile  size  selection,  this  study  proposes

a  hexagonal  tile  size  selection  algorithm  called  Hexagon_TSS  by  comprehensively  considering  the  impact  of  tiling  on  load  balancing,

vectorization  efficiency,  and  locality.  The  experimental  results  show  that  the  L1  data  cache  miss  rate  can  be  reduced  to  5.46%  of  original

serial  program  computation  in  the  best  case  by  Hexagon_TSS,  and  the  maximum  speedup  reaches  24.48.  The  proposed  method  also  has

excellent scalability.
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模板计算 (stencil computation)是一种常见的循环计算模式, 其基本特征是遍历计算区域, 每个位置均执行相

同的计算操作, 所有参与计算的数组元素共享同一套指令模板. 模板计算在医学成像、数值方法或机器学习等领

域都有广泛的应用 [1]. 其中, Jacobi计算是一种具有高度优化潜力和研究价值的模板计算, 对 Jacobi计算的优化往

往能取得良好的加速效果, 但至今仍没有一套公认的针对 Jacobi计算的最佳优化策略. Jacobi计算在众多科学计

算领域也有着广泛的应用, 例如大规模线性和偏微分方程组求解、计算流体力学等 [2].
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大多数科学计算及相关应用的性能热点主要位于嵌套循环, 因此采用循环优化技术可以有效提高计算性能 [3].
循环优化包括循环展开 (loop unrolling)、循环融合 (loop fusion)、循环偏斜 (loop skewing) 和循环分块 (loop
tiling)技术, 它可以通过改变原始循环的执行顺序, 来优化循环程序的局部性和并行性 [4,5]. 由于目前的计算机体系

结构普遍采用分层存储架构, 在运行大规模科学计算时往往存在“存储墙 (memory wall)”问题 [6]. 在循环优化技术

中, 循环分块作为一种十分有效的访存优化技术, 在缓解存储墙问题上能够发挥关键的作用 [7].
现有的分块方法在进行分块时往往只考虑了分块局部性的优化, 然而在实际运行过程中, 分块形状和大小还

会对计算核负载均衡和向量化效率产生影响, 从而影响到实际的计算速率. 因此本文综合考虑了负载均衡、分块

向量化效率和分块局部性的影响, 提出了一种新的六边形分块大小选择方法. 本文的主要工作包括以下内容: (1)
采用一种先进的六边形分块作为 Jacobi计算循环分块优化方法, 为使分块内的访存地址具有强连续性, 选择时间

维与最外空间维构成的平面作为分块平面. (2) 分析了分块大小对程序运行时向量化效率、局部性和计算核负载

均衡的影响, 为六边形分块设计实现了分块大小选择算法 Hexagon_TSS. (3) 对 Jacobi, Heat等经典模版计算程序

进行测试, 通过实验验证六边形分块策略在降低缓存失效率和提升程序计算性能方面的效果明显, 并具有良好的

可扩展性.
本文第 1节介绍 Jacobi计算和循环优化的相关工作. 第 2节介绍本文提出的 Jacobi计算优化方法, 包括六边

形循环分块和分块大小选择算法. 第 3节给出实验结果, 分析验证所提方法的有效性. 第 4节总结全文. 

1   相关工作

本节对本文中使用的关键技术进行介绍. 首先, 介绍 Jacobi计算的特征; 其次, 介绍循环分块技术, 分别从分块

形状和大小、局部性量化和多面体模型 3个角度详细说明; 最后, 介绍本文所采用的波阵面并行方式. 

1.1   Jacobi 计算的研究现状

Jacobi计算来源于求解线性方程组常用的雅克比迭代法 (Jacobi iteration)的离散化形式 [8,9]. 除雅克比迭代法

外, Jacobi计算在数值模拟领域具有广泛的应用, 包括偏微分方程组求解、Lanczos图像插值和快速傅里叶变换在

内的大量科学计算方法的离散化形式都可归类为 Jacobi计算.
Jacobi计算的核心循环代码通常包含一层时间维循环, 并在时间维循环内嵌若干层空间维循环, 最内层循环

执行 Jacobi内核. 根据空间维的层数不同可分为 Jacobi-1d, Jacobi-2d, Jacobi-3d等. 以 Jacobi-1d计算程序为例, 其
核心循环代码如图 1所示. 程序在空间维循环中遍历数据, 在遍历过程更新数组元素, 完成一次遍历后进入下一个

时间步继续从头开始遍历. 在 Jacobi内核中, 任意一数组元素的更新依赖于其周围若干个数组元素的数据.
  

for (t = 0; t < tsteps; ++t)

  for (i = 1; i < size − 1; ++i)
    A[(t + 1) % 2][i] = 0.5 * (A[t % 2][i − 1] + A[t % 2][i + 1]);

图 1　Jacobi-1d程序核心循环代码示例
 

Jacobi 计算主要通过奇偶复制方式实现, 即分配两个大小相同的数组, 每个时间步遍历一个数组, 并将计

算结果写入另一个数组中; 进入下一个时间步后, 程序遍历另一个数组, 并将计算结果写入到原数组中, 依此类

推. 奇偶复制方式使得 Jacobi计算中同一个时间步内对空间维的遍历是完全可并行的, 因此 Jacobi计算适合并

行化处理. 

1.2   循环分块技术

循环分块是指通过增加循环嵌套的维度来提升数据局部性的循环变换技术 [10], 在程序并行任务划分、通信

优化、局部性优化等领域发挥着重要作用. 其中, 局部性优化特别是时间维局部性优化, 是循环分块能够提升程序

性能的主要原因. 在局部性优化方面, 如图 2所示, 循环分块能够改变程序执行顺序, 进而改变数据重用距离, 使程

序的重用发生在更小的访存地址跨度内, 以降低基于 LRU替换算法的高速缓存失效率, 并减少访存时间. 
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(a) 未分块循环迭代执行顺序 (b) 分块后循环迭代执行顺序

图 2　循环分块对循环迭代执行顺序的影响
 

针对不同类型的计算模板, 循环分块可以有不同的形状, 包括矩形、平行四边形、梯形、菱形、六边形等. 在

循环分块中, 矩形、平行四边形、梯形被看作是基本四边形, 而六边形可看作是一个正梯形和一个倒梯形的组合,

菱形则是特殊的六边形. 矩形分块具有实现简单的特点, 并且在所有分块形状中能够达到最高的分块内数据重用

率. 在条件允许的情况下, 实现循环分块应尽可能地采用矩形. 矩形分块中不允许存在跨空间维的数据依赖, 所以

矩形分块适用于 Point-wise模板计算和矩阵乘类型计算, 但不适用于 Jacobi计算.

针对 Jacobi计算的数据流特点, Bondhugula等人 [11]提出和实现了平行四边形分块 (parallelogram tiling)方法,

通过倾斜分块表面使分块内的数据依赖得到保持. 平行四边形分块之间存在空间维超平面内的数据依赖, 因此分

块间不能完全并行执行. 采用平行四边形分块的循环程序可通过波阵面方式实现并行, 其执行分为起始、满载、

排空 3个阶段, 程序只有在满载阶段才达到并行度的最大化, 在起始和排空阶段不能完全并行.

为提高 Jacobi循环分块程序的并行度, Grosser等人 [12]在平行四边形分块的基础上提出了梯形分块 (trapezoidal

tiling)方法. 梯形分块是一种分裂分块 (split tiling)方法, 将平行四边形分裂为一个正梯形和一个倒梯形, 并改变分

块间数据依赖的方向. 分裂分块中同一层的正梯形间和倒梯形间可完全并行, 正梯形与倒梯形交替并行执行. 梯形

分块也可通过波阵面实现并行, 在并行执行时全程满载. 梯形分裂分块在并行度上优于平行四边形分块, 并且比平

行四边形能够达到更高的分块内数据重用率.

Grosser等人在梯形分块基础上进行改进, 将正梯形与倒梯形上下拼接在一起, 实现了六边形分块 (hexagonal

tiling)[13,14]. 与梯形分块一样, 六边形分块也可完全并行, 但六边形分块的块内数据重用率高于梯形分块. 在六边形

分块的基础上, Bondhugula等人 [15]通过最大化分块内的时间维长度得到菱形分块 (diamond tiling). 菱形分块是六

边形分块的特殊形式, 目前适合 Jacobi计算的分块形状中, 菱形分块可达到最高的分块内数据重用率. 但菱形分块

上下顶端短边边长较短, 在数据规模相同的情况下控制开销大于一般的六边形分块, 且不利于分块内的向量计算,

而梯形分块和六边形分块则能够达到更好的向量化效率.

分块大小对循环分块的效果有重要影响, 因此大部分针对循环分块的研究围绕分块大小选择 (tile size selection,

TSS)展开. 目前分块大小选择方法主要有静态方法和经验搜索方法. 静态方法上, 斯坦福大学的Wolf 等人 [16]最早

提出了描述程序数据重用的局部性静态数学模型, 在此基础上首先实现了面向矩形分块的定量化分块大小选择算

法. 刘松等人 [17]提出了一种基于高速缓存均匀映射的分块因子选择算法 UMC-TSS, 充分利用局部性分析的收益

模型, 选择高收益的循环代码实施分块优化. 在经验搜索方面, ATLAS系统 [18]可通过遍历不同问题规模的线性代

数求解程序, 从中选择性能较优的分块大小. 经验搜索方法通常与机器学习结合 [19,20], 可获得局部最优性能的分块

大小, 但遍历测试用例的时间开销较大, 因此通常先结合静态分析模型裁剪搜索空间, 以减少遍历次数. 

1.3   局部性量化

局部性原理作为重要的计算机科学理论, 一直受到广泛的研究, 许多研究工作专注于局部性分析与量化的理

论研究 [21,22]. 狄鹏等人 [23]针对 Jacobi计算提出了一个能够较客观地反映局部性的指标, 时间维数据重用率 (temporal

data reuse rate, TDRR). 块内的时间维数据重用率可定义为分块中所有数据的时间维重用次数除以分块的访存地址

跨度, 如公式 (1)所示.
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TDRR =
reuse
range

(1)

其中, reuse 表示分块的时间维数据重用次数, 仅考虑时间开销较大的写重用; range 表示分块的访存地址跨度, 分

块局部性与 TDRR 值正相关. 对于 Jacobi计算, 分块的数据重用次数等于分块的迭代实例个数减去分块的访存地

址跨度. 分块的访存地址跨度定义为分块内最大访存地址与最小访存地址之差, 因为访存地址跨度考虑的是静态

存储区分配内存空间, 数据行在内存中是连续的, 其值也等于分块投影在空间维上超平面的面积. 分块迭代实例个

数与访存地址跨度均与具体的分块形状有关. 该公式的定义仅面向分块方法, 而分块方法是为并行服务的, 为了保

证各线程计算结果正确性, 每个分块的块间依赖必须在执行前得到满足, 因此该公式中未考虑块间依赖.

从定性分析的角度上看, 分块访存地址跨度衡量了分块内的数据在内存中的分布范围. 若分块数据的分布范

围越小, 则访存地址跨度越小, 那么访问该分块内的数据时更容易命中缓存. 而数据重用次数则表示程序访问相同

数据的次数. 结合起来看, TDRR 表示在一定的缓存命中率下访问内存的次数, 当缓存命中率较高时, 访问相同数

据的次数越多, 表明分块局部性越好. 

1.4   波阵面并行

波阵面并行 (wave-front parallelism)是一种面向 DOACROSS循环的并行控制方式 [24,25], 适用于以 Jacobi计算

为代表的具有同步操作的模板计算程序. 波阵面将循环迭代空间划分为多个波前线 (wave-front line), 每个波前线

内放置若干个分块. 同一个波前线内的分块可以同时并行执行, 程序按顺序执行每个波前线, 在推进波前线时进行

同步. 若循环迭代空间存在空间维超平面内的数据依赖, 则依赖目标迭代实例必须滞后于依赖源迭代实例执行, 对

应的波阵面也必须倾斜. 倾斜波阵面的执行分为起始、满载和排空阶段, 在起始和排空阶段不能完全并行, 相对于

普通波阵面并行度较低. 倾斜波阵面通常应用于 Sweep模板计算和平行四边形分块的并行.

在任务调度方面, 波阵面既可采用静态调度方法, 也可以采用动态调度方法. 静态调度方法在程序执行前预先

为每个计算核分配负载范围, 可实现分块与计算核的绑定, 有利于提高分块间的局部性. 动态调度方法 [26−28]在运行

时根据程序产生的实际数值调节负载分配, 有利于维持运行时计算核负载均衡. 静态调度适用于包括模板计算在

内的访存地址序列可预测、随机性弱的任务类型, 而动态调度适用于访存地址序列不可预测、随机性强的任务类

型, 例如实时任务调度. Jacobi计算作为一类访存地址序列可预测的计算任务, 适合采用静态调度方法. 

2   六边形循环分块优化方法

本节首先分析分块平面对分块访存地址连续性的影响, 探讨适合 Jacobi六边形分块的分块平面. 接着从负载

均衡、向量化效率和分块局部性收益 3个角度讨论分块大小对分块性能的影响. 最后, 推导面向六边形分块的分

块大小选择算法 Hexagon_TSS. 六边形可视作一个正梯形与一个倒梯形的组合, 而梯形分块较为简单, 因此下面每

节的分析都先从梯形分块入手, 再将梯形分块的结论扩展到六边形分块中. 

2.1   分块平面选择

分块平面指循环分块在空间中投影出分块形状的平面, 例如 2维 Jacobi计算的六边形分块在分块平面上投影

出六边形, 在其他平面上投影出矩形; 2维 Jacobi计算的平行四边形分块在分块平面上投影出平行四边形, 在其他

平面上投影出矩形.

在进行循环分块前首先为 2维及 2维以上的 Jacobi计算选择合适的分块平面, 多边形分块可以选择时间维和

空间上任意一维构成分块平面. 需要注意的是, 越往内的空间维循环, 迭代实例的访存连续性越强. 特别地, 最内维

循环的迭代实例具有连续的访存地址. 选择空间上的内维与时间维构成的平面作为分块平面将破坏该空间维的访

存连续性, 扩大分块的访存地址跨度, 不利于局部性.
以后文图 3中的 Jacobi-2d六边形分块为例, t 轴是时间维, i 轴、j 轴分别是空间的第 1维和第 2维. 其中 j 轴

是最内维, j 轴上任意相邻两点的访存地址连续, 图中圆点表示迭代实例. 图 3(a) 中的分块以 t 轴和 i 轴构成的平
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面作为分块平面, 那么分块内同一个 i-j 平面上的访存地址都是连续的. 而图 3(b)中的分块以 t 轴和 j 轴构成的平

面作为分块平面, 此时分块内只有 j 方向上迭代实例的访存地址才是连续的, 而 i 方向上迭代实例的访存地址不连

续. 由此可见, 将空间上的最外维与时间维构成的平面作为分块平面, 在访存地址连续性上优于时间维与空间内维

构成的分块平面, 且前者的访存地址跨度更小. 为了最小化分块的访存地址跨度, 本文为六边形分块选择空间维的

最外维与时间维构成的平面作为分块平面. 

2.2   六边形分块大小定义

记 TSi 表示分块在第 i 维的长度, Ni 表示 Jacobi计算第 i 维的迭代范围. 由于选择时间维和空间第 1维构成的

平面作为分块平面, 分块第 1维的长度 TS1 和第 2维的长度 TS2 是可调节的, TS1 和 TS2 决定了分块大小; 而分块

第 x 维 (x≥3)的长度固定等于全局循环迭代空间在第 x 维上的迭代范围. 其中 TS1 和 TS2 分别是分块跨过的时间

步范围和分块在空间第 1维上投影的长度, 它们与分块几何形状之间的对应关系如图 4所示.

由于分块第 x 维 (x≥3)的长度已固定, 在分块大小选择上主要考虑 TS1 和 TS2 的选择. 下面将分别讨论分块大

小 TS1 和 TS2 与分块形状、负载均衡、向量化效率以及局部性收益之间的关系. 

2.3   分块大小选择
 

2.3.1    分块大小与分块形状

tra_TS1 tra_TS2

tra_TS′2 tra_TS1 tra_TS2 tra_TS2 tra_TS1

tra_TS′2 tra_TS′2

在梯形分块中, 底边可分为长底边和短底边. 梯形分块的高为   , 长底边的长度为   , 短底边的长

度   与   、   和 Jacobi 的模板因子有关. 在梯形分块中,    经过   时间步后缩短为

 , 而在大多数 Jacobi计算中, 模板因子为 1, 因此每个时间步缩短的长度为 2, 故短底边长度   可通过

公式 (2)计算.
tra_TS′2 = tra_TS2 −2× (tra_TS1 −1

)
(2)

为了维持梯形的形状, 梯形分块的短底边长度必须大于 0, 同时梯形的高, 即时间维长度大于 1, 因此梯形分块

第 1维的长度 tra_TS1 和第 2维的长度 tra_TS2 须满足公式 (3)所示的约束条件.{
tra_TS1 ⩾ 2
tra_TS2 ⩾ 2× (tra_TS1 −1

) (3)

同样的原理运用到六边形分块上, 当 TS2=tra_TS2 时, 六边形分块的是梯形分块的两倍, 所以六边形分块的

TS1 是偶数. 为了维持六边形的形状, 分块第 1维的长度 TS1 和第 2维的长度 TS2 须满足公式 (4)所示的约束条件.
特别地, 对于六边形分块, 当 TS2=TS1−1时, 分块的形状为菱形.

TS1 ⩾ 4
mod (TS1,2) = 0
TS2 ⩾ TS1 −1

(4)

 

2.3.2    分块大小与负载均衡

在采用静态任务调度的波阵面并行方式下, 设波阵面中每个分块都采用相同规格的分块大小, 为平衡线程的

 

i 

(a) t-i 分块平面 (b) t-j 分块平面

 

j jt
t

i 

图 3　Jacobi-2d中两种六边形分块平面

 

TS1

TS2

图 4　六边形分块大小与几何形状对应关系
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计算负载, 分块的分配应遵循平均原则. 在就绪波前线中分块数量等于线程数的情况下, 每个线程处理的分块数相

同. 对于问题规模较小的 Jacobi计算, 若分块大小过大, 那么就绪波前线中分块的数量就可能小于线程的个数, 将

导致部分线程无负载, 出现负载不均衡的情况. 对于一般问题规模的 Jacobi计算, 若就绪波前线中分块数量不等于

线程数的整数倍, 那么在运行时也将出现负载不均衡的现象, 部分线程在每次推进波前线时总是比其他线程多执

行一个分块, 造成其他线程的等待. 下面将分析分块大小 TS1 和 TS2 与负载均衡之间的定量关系.

在采用梯形分块的 Jacobi计算中, 任意时刻都是由一个正梯形和一个倒梯形交错的形式排布, 且其执行过程

也是交错执行的, 如图 5所示. 因此就绪波前线中分块数量 num 为单个时间分块内总分块数的一半, 可通过公式 (5)

计算.

num =
⌈

N2

2× tra_TS1 × (tra_TS2 + tra_TS′2)/2

⌉
=

⌈
N2

2× (tra_TS2 − tra_TS1 +1)

⌉
(5)

公式 (5)中, N2 表示 Jacobi计算第 2维的迭代范围. 通过调节 tra_TS1 和 tra_TS2 可使就绪波前线中分块数量等于

线程数 threads 的整数倍, 此时 num 除以 threads 的余数 remain 应等于 0, remain 通过公式 (6)计算. 若调节 tra_TS1
和 tra_TS2 不能使 remain 的值等于 0, 此时应使等待线程的数量最小, 即调节 tra_TS1 和 tra_TS2 使 remain 的值最大.

remain = mod (num, threads) (6)

对于采用六边形分块的 Jacobi计算, 在 TS2=tra_TS2 的情况下, 六边形分块的 TS1 是梯形分块的 tra_TS1 的两

倍, 那么任意时刻就绪波前线中六边形分块数量 num 通过公式 (7)计算. 与梯形分块同理, 就绪波前线中六边形分

块数量除以线程数得到的余数 remain 也通过公式 (6)计算.

num =
⌈

N2

2× (TS2 −TS1/2+1)

⌉
=

⌈
N2

2× (TS2 +1)−TS1

⌉
(7)

  

t

N2

tra_TS2′ tra_TS2

tra_TS1

i

图 5　梯形分块调度过程
  

2.3.3    分块大小与向量化效率

对于具有 SIMD指令集扩展的 CPU, 可通过单条 SIMD指令可以完成多组数据的运算, 前提是参与运算的数

据宽度与向量寄存器宽度 W 要对齐, 即一个向量寄存器中可存放的浮点运算操作数个数对齐. 若不对齐, 则处理

器只能通过标量运算指令完成不对齐部分的运算. 对于循环分块, 若分块边长与向量寄存器宽度对齐良好, 那么大

部分的运算可通过 SIMD指令执行, 完成块内数据的运算所需的指令个数更少, 进而减少处理器运算该分块所需

的时间. 目前主流的编译器都支持自动向量化, 在编译过程中将满足条件的标量计算指令替换成 SIMD指令. 由于

编译器具有良好的自动向量化功能, 在编写高性能程序时, 大多数情况下程序员不需要手动输入和编排 SIMD指

令, 只需把主要的精力放在数据对齐上.

记分块中平均每个迭代实例所需的指令条数 (instructions per iteration)为 IPI, IPI 与分块最内维的长度有关.

IPI 能够客观地反映分块的向量化效率, 它的值越小, 说明分块的向量化效率越好, 程序所含的指令条数越少. 对

于 n 维 (n≥3) 梯形分块, 它的 IPI 等于各时间步对应的空间维超平面运算所需指令条数的叠加, 再除以分块的迭

代实例个数, 其简化后的计算公式如公式 (8)所示.

6  软件学报  ****年第**卷第*期



IPI =

∑TS1−1

t=0
(⌊Ln/W⌋+mod(Ln,W))

S
(8)

其中, W 是向量寄存器宽度; Ln 是分块最内维的实际长度, 随时间步变化, 在 n≥3的情况下固定等于最内层循环的

迭代范围 Nn, 不可调节; S 为分块的迭代实例个数, 可通过计算分块对应的几何形状面积得到. 特别地, 当 n=2时,
即面向 Jacobi-1d程序时, tra_TS2 作为分块最内维的边长, 梯形分块 IPI 的计算方式比较特殊, 通过公式 (9)计算,
其中 K=mod(tra_TS2−2t, W), tra_TS2

’可由公式 (2)计算.

IPI =

∑TS1−1

t=0
(
⌊
(tra_TS2 −2t)/W

⌋
+K)

tra_TS1 × (tra_TS2 + tra_TS′2)/2
=

∑TS1−1

t=0
(
⌊
(tra_TS2 −2t)/W

⌋
+K)

tra_TS1 × (tra_TS2 −1)+1
(9)

六边形分块可看作两个梯形的组合, 在循环维度 n≥3 时, 六边形分块的 IPI 与具有相同 TS2 的梯形分块的

IPI 相等. 但在循环维度 n=2时, 六边形分块 IPI 的计算方式与梯形分块略有差别, 此时六边形分块的 IPI 由公式 (10)
计算, 其中, K=mod(TS2−2t, W).

IPI =

∑TS1−1

t=0
(⌊(TS2 −2t)/W⌋+K)

(TS1/2× (TS2 −1)+1)×2
(10)

向量寄存器宽度 W 与处理器的 SIMD 指令集类型有关, 表 1 给出了部分常用 SIMD 指令集对应的向量寄存

器宽度. 由于只有在循环维度 n=2时, 调节分块大小 TS1 和 TS2 才能影响分块的 IPI, 因此分块大小对分块向量化

效率的影响仅存在于 1维 Jacobi计算中. 在针对 Jacobi-1d程序选择分块大小时, 可将最小化 IPI 作为一个优化目

标, 通过调节 TS1 和 TS2, 改善数据对齐状况, 减少分块所需的指令条数.
 

表 1    常用 SIMD指令集的数据位宽
 

SIMD指令集类型
向量寄存器宽度W

位宽 (bit) 单精度操作数宽度 (个) 双精度操作数宽度 (个)
Intel SSE 128 4 2
Intel AVX 256 8 4

Intel AVX512 512 16 8
ARM NEON 128 4 2

  

2.3.4    分块大小与局部性收益

在分块大小与局部性收益的研究中, 冲突失效 (conflict miss) [26]、数据重用 (data reuse) [26]、缓存容量 (cache
capacity) [26]和缓存一致性 (cache coherence)等都是重要的影响因素. 然而冲突失效与缓存一致性比较难以量化, 此
外为了防止考量过多因素造成分块大小选择算法中局部性权重过大, 因此本节对于局部性的分析仅考量了时间维

的数据重用和缓存容量两个因素.
由于处理器访问主存所需的时间远大于访问缓存的时间, 因此完全命中缓存相比于部分访存不命中的情况,

访存速度有显著的提升. 在 Jacobi循环分块程序中, 通过调节空间维分块大小可改变分块的访存地址跨度. 根据访

存地址跨度的定义, Jacobi计算中梯形分块和六边形分块的访存地址跨度 range 与空间维分块大小 TS2 之间的定

量关系可由公式 (11)描述.

range = 2×TS2 ×
n∏

i=3

TSi (11)

在选择分块大小时, 应尽量使分块内的访存操作完全命中某一级缓存, 分块的访存地址跨度应小于目标缓存

的容量. 据此, 可为分块大小 TS2 构建一个与目标缓存容量相关的约束条件, 进一步裁剪分块大小选择的搜索空

间, 该约束条件如公式 (12)所示. ⌊ range
cline

⌋
× cline× typesize ⩽ ccapt (12)

公式 (12)中, cline 表示目标缓存行大小, ccapt 表示目标缓存容量, typesize 表示数据类型大小. 由于缓存是以缓存
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行为单位进行数据置换的, 所以在计算分块在缓存中的实际访存地址跨度时, 须将分块的访存地址跨度换算成分

块占用的缓存行个数, 并乘上缓存行大小. 在实际应用中, 一个分块通常不能独占目标缓存, 因此 TS2 的选取应偏

小一些.
前文提到, 分块的时间维数据重用率 TDRR 能够客观地反映分块的局部性, 它等于分块中所有数据的时间维

重用次数 reuse 除以分块的访存地址跨度. 按照时间维重用次数的定义, 梯形分块的时间维重用次数等于分块的

迭代实例个数减去分块在空间维超平面上投影的面积, 其化简后的计算方法如公式 (13)所示.

reuse =
(
tra_TS1 −1

)× (tra_TS2 −1
)× n∏

i=3

tra_TSi (13)

对于六边形分块, 在 TS2 相等的情况下 TS1 是梯形分块的两倍, 同时六边形分块的迭代实例个数等于两个梯

形分块的迭代实例个数之和. 在考虑分块的时间维重用次数时, 还要再加上两个梯形之间的一层时间维长度为 1
的矩形分块的迭代实例个数. 六边形分块的时间维重用次数计算与梯形分块相似, 如公式 (14)所示.

reuse = (TS1 × (TS2 −1)+2)×
n∏

i=3

TSi (14)

在得到六边形分块的访存地址跨度和时间维数据重用次数后, 联立公式 (11)和公式 (14), 六边形分块的 TDRR
通过公式 (15)计算. 在规划分块大小时, 应通过调节 TS1 和 TS2 以最大化分块的时间维数据重用率 TDRR.

TDRR =

(TS1 × (TS2 −1)+2)×
n∏

i=3

TSi

2×TS2 ×
n∏

i=3

TSi

(15)

 

2.3.5    Hexagon_TSS算法

本节将推导面向六边形分块的分块大小选择算法 Hexagon_TSS (hexagon tile size selection). Hexagon_TSS算

法的核心是多目标规划, 利用约束条件构造一个搜索空间, 在搜索空间里根据规划目标搜索最优解. 其中约束条件

包括分块大小满足维持六边形的形状、分块的访存地址跨度小于目标缓存容量. 优化目标则包括最佳多线程运行

时负载均衡、最小化分块内平均执行每个迭代实例的指令个数 IPI、最大化分块的时间维数据重用率 TDRR. 而
Hexagon_TSS算法只有两个可调节的自变量, 分别为时间维分块长度 TS1 和空间第 1维分块长度 TS2. 综合公式 (4)、
公式 (6)、公式 (10)–公式 (12)和公式 (15), 以及最小化 IPI 和最大化 TDRR 的约束, 推导出关于六边形分块可调

分块大小 TS1 和 TS2 的数学规划表达式的问题约束和优化目标. 其中, 问题约束如公式 (16)所示.

TS1 ⩾ 4
TS1 ⩽ N1

mod (TS1,2) = 0
TS2 ⩾ TS1 −1
remain = mod (num, threads)

TS2 ⩽min

N2,
ccapt

2× typesize×
n∏

i=3

TSi


min


∑TS1−1

t=0
(⌊(TS2 −2t)/W⌋+K)

(TS1/2× (TS2 −1)+1)×2


max


(TS1 × (TS2 −1)+2)×

n∏
i=3

TSi

2×TS2 ×
n∏

i=3

TSi



(16)
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Hexagon_TSS算法规划优化目标如表 2所示. 表 2中, 优化目标 1和优化目标 2存在互斥性, 在进行数学规划

时, 若能够满足优化目标 1, 则不需要再考虑优化目标 2; 反之, 若不能满足优化目标 1, 再考虑优化目标 2. 下面将

讨论分别以 4个优化目标为主要优化目标进行数学规划时, 自变量的取值.
 

表 2    Hexagon_TSS算法优化目标
 

优化目标编号 目标函数 最优解

1 公式(6) 0
2 公式(6)且remain≠0 最大值

3 公式(10) 最小值

4 公式(15) 最大值

 

首先, 是以最佳多线程运行时负载均衡为优化目标的数学规划. 最理想的情况是就绪分块的数量刚好等于并

行线程数的整数倍, 即就绪分块的数量除以线程数的余数 remain 等于 0. 然而余数的计算涉及与 TS1 和 TS2 相关

的取模运算, 而取模运算的结果具有较强的随机性, 难以构造针对取模运算的精确优化模型. 因此, 在以最佳多线

程运行时负载均衡为优化目前时, 应通过遍历的方法记录使得 remain 等于 0的 TS1 和 TS2; 若搜索空间内不存在

TS1 和 TS2 使得 remain 等于 0, 则取使 remain 达到最大值的 TS1 和 TS2 作为该优化目标下的分块大小.
其次, 是以分块内平均执行每个迭代实例的指令个数 IPI 最小化为优化目标的数学规划. 观察公式 (10), 由于

该公式中存在与 TS1 和 TS2 相关的取模运算, IPI 与 TS1 和 TS2 之间不存在明显的单调关系, 也不能求 IPI 对 TS1
和 TS2 的偏导数. 取模运算的结果具有较强的随机性, 难以推导 IPI 与 TS1 和 TS2 之间精确的换算关系. 因此对搜

索空间中的 TS1 和 TS2 进行遍历, 记录使 IPI 最小的 TS1 和 TS2 作为该优化目标下的最佳分块大小.
最后, 是以分块的时间维数据重用率 TDRR 最大化为优化目标的数学规划. 给定六边形分块, 观察公式 (15),

TS1 和 TS2 必然满足 TS1≥1和 TS2≥1, 因此通过分别求 TDRR 对 TS1 和 TS2 的偏导数, 可发现 TDRR 随 TS1 或 TS2
单调递增, 提高分块的时间维重用次数的途径是增大 TS1 或 TS2. 但分块的访存地址跨度同样随着 TS2 的增大而扩

大, 为了最小化分块的访存地址跨度, 在最大化 TDRR 时应优先增大 TS1, 再增大 TS2.
Hexagon_TSS 的实现算法如下所示. Hexagon_TSS 算法首先根据循环的迭代范围设置第 3 维以及更内维的

分块大小, 根据公式 (16)所示的约束条件构造一个搜索空间, 并构造一个候选解的集合 candidates, 如算法 1中第

1, 2行. 然后在搜索空间中搜索满足优化目标 1的解; 若满足, 则将解加入 candidates 中, 跳过优化目标 2, 如算法 1

中第 3–9行. 若优化目标 1没有得到满足, 则基于优化目标 2遍历搜索空间, 记录 remain 的最大值并将对应的解

加入 candidates 中, 如算法 1 中第 10–24 行. 若循环维度 n=2, 则基于优化目标 3, 遍历候选解集合 candidates, 记
录 IPI 的最小值, 并删除 candidates 中不满足 IPI 达到最小值的解; 若循环维度 n≥3, 则跳过优化目标 3, 如算法 1

中第 25–37行. 最后基于优化目标 4, 在候选解集合 candidates 中找出能够使 TDRR 达到最大值的解, 并在其中找

到 TS2 最小的解作为最终解, 如算法 1中第 38–50行.

算法 1. 六边形分块大小选择算法 Hexagon_TSS.

. . .输入: 循环维度 n, 循环迭代范围 N={N1, N2,   , Nn}, 并行线程数 threads, 向量寄存器宽度 W, 目标缓存容量 ccapt,
数据类型大小 typesize;

. . .输出: 六边形分块大小 TS={TS1, TS2,   , TSn}.

. . .1 初始化{TS1, TS2,   , TSn}, 构造候选解集合 candidates 和优先级队列 priority_queue;
2 根据公式 (16)初始化 TSmax1 和 TSmax2;
3 FOR ts1 = 4 : TSmax1 BY 2 DO
4 　FOR ts2 = ts1 − 1 : TSmax2 BY 1 DO
5　　 IF (remain(ts1, ts2) == 0) THEN
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6　　　 candidates.add({ts1, ts2});
7　　 END IF
8 　END FOR
9 END FOR
10 IF (candidates.empty()) THEN
11　 maxremain = 0;
12 　FOR ts1 = 4 : TSmax1 BY 2 DO
13 　　FOR ts2 = ts1 − 1 : TSmax2 BY 1 DO
14　　　 IF (remain(ts1, ts2) > maxremain) THEN // remain(a, b)表示计算以 a, b 为分块大小时的就绪波前线中分

块数目, 并对 threads 取余

15　　　　　 candidates.clear();
16　　　　　 candidates.add({ts1, ts2});
17　　　　　 maxremain = remain(ts1, ts2);
18 　　　　ELSE IF(remain(ts1, ts2) == maxremain) THEN
19　　　　　　 candidates.add({ts1, ts2});
20　　　　 END IF
21 　　　END IF
22　　 END FOR
23 　END FOR
24 END IF
25 IF (n == 2) THEN
26　 minIPI = INT_MAX; // INT_MAX表示编程语言支持的最大整数

27　 FOR {ts1, ts2} IN candidates DO
28 　　IF (IPI(ts1, ts2) ≤ minIPI) THEN
29 　　　minIPI = IPI(ts1, ts2);
30　　 END IF
31 　END FOR
32 　FOR {ts1, ts2} IN candidates DO
33 　　IF (IPI(ts1, ts2) > minIPI ) THEN
34　　　 candidates.remove({ts1, ts2});
35 　　END IF
36　 END FOR
37 END IF
38 maxtdrr = 0;
39 FOR {ts1, ts2} IN candidates DO
40 　IF (TDRR({ts1, ts2}) > maxreuse) THEN
41　　 maxtdrr = TDRR({ts1, ts2});
42　　 priority.queue, clear();
43　　 priority_queue.push({ts1, ts2}); // priority_queue.push({a, b})表示将 a 和 b 的配对装入优先级队列, 并对队

列中的元素根据 b 按升序排序, 若 b 相等则根据 a 按降序排序

44 　ELSE IF (TDRR({ts1, ts2}) == maxreuse) THEN
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45　　　 priority_queue.push({ts1, ts2});
46　　 END IF
47　 END IF
48 END FOR
49 {TS1, TS2} = priority_queue.top();

. . .50 RETURN ({TS1, TS2,   , TSn});

Hexagon_TSS 算法中包含两层嵌套循环, 第 1 层循环的迭代范围不超过 N1, 第 2 层循环的迭代范围不超过

N2, 循环内部运算的时间复杂度为常数级, 算法的时间复杂度为 O(N1N2); 算法中最多有 0.5N1N2 个候选解, 则候选

解集合与优先级队列的最大空间开销为 0.5N1N2, 算法的空间复杂度为 O(N1N2). 此外, 在选择目标缓存时, 应优先

选择距离计算核最近、访问速度最快的 L1 数据缓存. 若 L1 数据缓存的容量不足以容纳最小的分块, 则选择 L2
缓存. 若 L2缓存的容量仍不能容纳最小分块, 那么不考虑访存地址跨度小于缓存容量的约束条件, 在 Hexagon_TSS
算法得到的候选解中选择最小的分块大小作为最终解. 

3   实验分析

本节的实验将围绕两个目标展开: (1) 验证 Hexagon_TSS 分块大小选择算法的有效性; (2) 对比结合了

Hexagon_TSS分块大小选择算法的六边形分块方法与其他优化方法的性能表现. 

3.1   实验设置与环境

首先说明实验设置和环境. 所有实验都在同一台服务器上进行, 实验涉及的具体软硬件信息如表 3所示.
 

表 3    实验环境信息
 

指标 实验环境

CPU 2×Intel Xeon Gold 6248 2.5 GHz
微架构 Cascade Lake
核心数 2×20

SIMD指令集 Intel AVX512
缓存容量 32 KB | 1 024 KB | 28 160 KB
缓存行大小 64字节

主存 6×32 GB DDR4
操作系统 CentOS 7
编译器 GCC/G++ 10.2.0
编译选项 -O3 -mavx512f -fopenmp -ftree-vectorize -Wall -std=c++11
PLuTo版本 0.11.4
PLuTo flags  ./polycc [source code] –tile --parallel
perf版本 3.10.0

 

本文选择 Jacobi-1d、heat-2d、heat-3d 和 seidel-2d 作为测试程序 [29], 它们属于常见的 1 维、2 维和 3 维的

Jacobi计算. 测试程序的计算访存比对循环分块的优化效果具有较大的影响, 表 4给出了 4种测试程序的计算访

存比, 计算访存比为单次迭代的计算次数与读访存次数的比值, 可以反映不同模板计算的差异.
实验对每种测试程序都实现了 4种优化版本, 分别为 baseline、pgram、diamond和 hexagon, 其中 hexagon版

本用于验证本文的实验目标, 另外 3个版本作为对照组与 hexagon版本进行对比. baseline版本不进行任何循环分

块优化, 但基于 OpenMP实现了多线程并行. pgram是基于 PLuTo算法 [11]实现的平行四边形循环分块, 而 diamond
是基于 PLuTo+算法 [15]实现的菱形分块, 两种版本的代码都使用 PLuTo编译器生成. pgram和 diamond分块代码

与本文 hexagon分块代码一样使用空间循环最外维和时间维构成分块平面.

屈彬 等: 一种六边形循环分块的 Jacobi计算优化方法 11



4种测试程序具有不同的 Jacobi模板和循环维度, 因此具有不同的问题规模表达格式. 为了便于问题规模的

表达, 将问题规模按从小到大的顺序划分为 4个等级. 表 5列出了 4种问题规模在不同 Jacobi模板中对应的数值

大小.

不同的实验可能在部分实验参数上的数值相同, 例如相同的问题规模、相同的并行线程数等. 为避免赘述实

验参数, 若无特殊说明, 则每个实验参数的取值都为默认值: 数据采用 double 型, 并行线程数为 20, 问题规模为

sizeC, 时间维迭代范围为 300. 此外, 在默认情况下, hexagon 版本测试程序通过 Hexagon_TSS 算法计算得到,
pgram和 diamond版本测试程序通过 PLuTo得到.

实验使用 perf采集程序访问缓存的次数以及缓存失效次数等缓存相关信息. perf是一款基于 Linux平台的开

源 profiling工具, 它能够通过 CPU事件记录各级缓存的读次数和读失效次数, 将读失效次数除以读次数可得到读

失效率. 虽然 perf 无法采集程序的缓存写失效次数, 但 Jacobi 计算的访存操作以读为主, 因此测试程序的读失效

率接近于实际读写失效率. 

3.2   Hexagon_TSS 算法有效性验证

本节将进行两方面的实验: (1) 记录和对比 baseline、pgram、diamond、hexagon版本下 4种测试程序的各级

缓存失效率, 验证六边形分块结合 Hexagon_TSS算法对 Jacobi计算缓存失效率的改善作用; (2) 针对 hexagon版
本的测试程序, 对比 Hexagon_TSS算法得到的分块大小与实际最佳分块大小对应的程序性能. 

3.2.1    缓存失效率验证

表 6 列出了 4 种测试程序的缓存失效率. 由于 L3 共享缓存平均到每个计算核上的容量小于计算核私有的

L2缓存, 并且存在争用现象, 所以 L3缓存失效率普遍大于 L2缓存失效率.
 

表 6    不同优化版本测试程序缓存失效率对比 (%)
 

测试程序 优化版本
缓存读失效率

L1 cache L2 cache L3 cache

Jacobi-1d

baseline 62.51 13.74 27.01
pgram 13.39 31.75 49.34
diamond 1.75 25.13 73.93
hexagon 3.41 14.02 69.84

heat-2d

baseline 48.55 1.46 44.09
pgram 47.56 1.52 28.71
diamond 42.67 0.71 44.71
hexagon 41.40 0.53 37.74

heat-3d

baseline 39.30 9.00 34.73
pgram 33.42 13.25 34.84
diamond 30.82 11.63 47.51
hexagon 31.18 9.71 32.53

seidel-2d

baseline 38.84 1.21 43.73
pgram 38.18 1.21 29.14
diamond 34.35 0.67 39.24
hexagon 33.59 0.46 41.60

表 4    测试程序信息
 

程序名称 Jacobi模板类型 计算访存比

Jacobi-1d 1d3pt 0.33
heat-2d 2d5pt 1.20
heat-3d 3d7pt 1.29
seidel-2d 2d9pt 1.00

表 5    测试程序问题规模
 

问题规模
问题规模数值

1d 2d 3d
sizeA 40k 200×200 40×40×40
sizeB 400k 600×600 80×80×80
sizeC 4 000k 2k×2k 160×160×160
sizeD 40 000k 6k×6k 400×400×400
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表 6中, pgram、diamond和 hexagon版本的 L1数据缓存失效率都低于 baseline版本, 在 Jacobi-1d测试程序

中尤为明显, 而 hexagon版本在 Jacobi-1d中 L1数据缓存的失效率仅为 baseline的 5.46%. 这是因为 1维 Jacobi可
以实现访存地址跨度较小的分块, 使得针对 1维 Jacobi计算的循环分块优化能够显著地降低缓存失效率. 整体上

diamond版本的程序达到了最低的 L1缓存失效率, 这是因为菱形分块是最具局部性收益的分块形状, 能够最大化

分块内的时间维重用次数. hexagon版本在 L1缓存失效率上相比于 diamond版本略有不足, 但在 L2缓存失效率

上表现相对较好. 实验表明, 六边形分块结合 Hexagon_TSS分块大小选择算法可显著降低缓存失效率, 其效率可

与目前较先进的 diamond的分块方法相当, 甚至略优于 diamond的分块方法. 

3.2.2    Hexagon_TSS效率验证

Hexagon_TSS算法的效率指以使用 Hexagon_TSS算法得到的分块大小对应的计算速率除以遍历搜索空间得

到最佳分块大小 Best_Hexagon对应的计算速率. 其中, Best_Hexagon是使程序计算速率最优的分块大小, 其值通

过线性规划确定搜索空间, 然后遍历空间内的所有解进行测试获得. 由于遍历并获得最佳分块大小的过程需要巨

大的时间开销, 本实验仅以计算访存比适中的 seidel-2d 作为测试程序. 表 7 列出了使用 Hexagon_TSS 算法为

hexagon版本的 seidel-2d测试程序计算分块大小时, 在 4种问题规模下的效率.
 

表 7    Hexagon_TSS算法效率
 

问题规模
Hexagon_TSS分块大小

(TS1×TS2)
Hexagon_TSS计算速率

(GFLOPS)
Best_Hexagon计算速率

(GFLOPS)
Hexagon_TSS efficiency

(%)
sizeA 10×9 13.42 14.83 90.47
sizeB 30×29 85.27 129.45 65.87
sizeC 16×32 216.70 222.75 97.29
sizeD 10×10 116.62 117.55 99.21
平均 － － － 88.21

 

表 7 中, Hexagon_TSS 算法效率随问题规模的增大而上升, 在大多数问题规模下都能达到 90% 以上. 但

Hexagon_TSS算法在问题规模为 sizeB时的效率明显低于其他问题规模. 这是因为对于 2维 Jacobi计算, 在 sizeB

的问题规模下 Hexagon_TSS算法计算的分块大小使六边形分块的访存地址跨度超过了 L1缓存的容量, 程序跨过

了 L1缓存性能悬崖 (cache performance cliffs); 但分块的访存地址跨度又远没有达到 L2缓存的容量, 分块大小相

对于 L2缓存容量偏小, 未能最大化分块的时间维重用次数. 综合来看, Hexagon_TSS算法在绝大多数问题规模下

都具有良好的效率, 但在个别问题规模上仍然存在改进空间. 

3.3   程序性能测试

本节将进行两次控制变量实验, 在默认实验参数下改变某一项实验参数, 记录各个优化版本对应的测试程序

的浮点计算速率: (1) 改变并行线程数; (2) 改变问题规模. 

3.3.1    不同并行线程数下性能对比

设置 4种并行线程数: 10、20、30、40, 记录 baseline、pgram、diamond、hexagon版本的测试程序在不同并

行线程数下的浮点计算速率, 其结果在表 8中展示.

表 8中, 最高计算速率为 287. 79 GFLOPS, 对应测试程序为 seidel-2d, 优化方法为 diamond, 并行线程数为 30.

用 pgram、diamond、hexagon 版本的计算速率分别除以 baseline 版本的计算速率, 得到 pgram、diamond、

hexagon 版本相对于 baseline 版本的加速比, 结果如图 6 所示. 其中横轴表示并行线程数, 纵轴表示相对于

baseline版本的加速比. 由图 6可知, 最大加速比为 8.78, 对应的测试程序为 Jacobi-1d, 优化方法为 hexagon, 并行

线程数为 20. 在 4种测试程序中, hexagon版本在 40线程下的加速比与单核下的加速比的比值都达到了 50%, 表

明 hexagon方法具有良好的并行可扩展性.
循环分块的加速效果总体上随着线程数的增加趋于下降, 且 hexagon 方法优势变小, 主要原因是随着线程
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数增多, 程序执行的并行度饱和, 主要性能瓶颈转变为访存, 增加线程数获得的性能收益减小, 同时线程同步开

销逐渐增大, 因此整体呈下降趋势. 而从表 6结果显示, hexagon方法在访存方面的效率仅略优于其他分块方法,

当主要性能瓶颈逐渐转变为访存后, hexagon 相比与其他方法的优势就减少了. 特别地, Jacobi-1d 测试程序中

diamond和 hexagon版本的加速效果则表现为先上升后下降, 这是因为循环分块对 1维 Jacobi计算具有较好的

访存优化效果, Jacobi-1d 程序在线程数较少时主要性能瓶颈是并行度, 此时增加线程数有利于提升加速效果;

当 Jacobi-1d程序的并行度饱和后, 主要性能瓶颈转变为访存, 增加线程数获得的性能收益减小, 同时线程同步

开销逐渐增大.
 

表 8    不同并行线程数下各优化版本测试程序的计算速率
 

测试程序 优化版本
计算速率 (GFLOPS)

10线程 20线程 30线程 40线程

Jacobi-1d

baseline 6.20 9.40 21.34 22.55
pgram 18.38 24.58 21.23 18.94
diamond 29.64 54.08 74.91 94.41
hexagon 46.06 82.51 127.03 124.80

heat-2d

baseline 39.71 74.24 99.45 108.06
pgram 43.64 71.79 87.02 98.11
diamond 100.52 161.68 218.69 212.33
hexagon 103.56 168.23 217.02 200.21

heat-3d

baseline 41.63 44.12 44.23 35.93
pgram 12.82 20.26 29.87 31.01
diamond 78.92 70.14 51.01 39.92
hexagon 104.53 78.24 55.92 34.67

seidel-2d

baseline 51.75 87.87 130.05 150.78
pgram 53.40 89.90 107.11 126.28
diamond 122.79 209.58 287.79 271.15
hexagon 133.22 217.18 276.85 277.78
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图 6　不同并行线程数下测试程序加速效果
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此外, 从图 6中可发现, diamond和 hexagon版本的加速效果明显优于 pgram版本, 表明菱形分块和六边形分

块相比于平行四边形分块在 Jacobi计算优化上具有更好的性能表现. 而 hexagon版本在 Jacobi-1d测试程序中的

加速效果明显优于 diamond版本, 在其他测试程序中的加速效果也略微优于 diamond版本或与其基本一致, 这主

要是因为 Hexagon_TSS算法针对 1维 Jacobi进行了数据对齐优化, 使得六边形分块在 1维 Jacobi计算上相对于

菱形分块具有更高的向量化效率和更低的 IPI.
注意到循环分块优化在 4 种测试程序中具有不同级别的加速效果, 在 Jacobi-1d 上最佳, 其次为 seidel-2d 和

heat-2d, 然后是 heat-3d. 循环分块优化的加速效果与程序本身的计算访存比有关, 计算访存比越小, 那么程序的访

存作为性能瓶颈越突出, 循环分块的优化效果也越好. 

3.3.2    不同问题规模下性能对比

设置 4种问题规模: sizeA、sizeB、sizeC、sizeD, 记录 baseline、pgram、diamond、hexagon版本的测试程序

在不同问题规模下的浮点计算速率, 其结果在表 9中展示. 表 9中, 最高计算速率为 211.40 GFLOPS, 对应测试程

序为 seidel-2d, 优化方法为 hexagon, 问题规模为 sizeC.
 

表 9    不同问题规模下各优化版本测试程序的计算速率
 

测试程序 优化版本
计算速率 (GFLOPS)

sizeA sizeB sizeC sizeD

Jacobi-1d

baseline 2. 22 12. 32 11. 82 3. 38
pgram 14. 30 17. 60 26. 46 32. 58
diamond 17. 17 32. 34 52. 78 51. 81
hexagon 22. 96 49. 23 79. 62 82. 76

heat-2d

baseline 12. 89 48. 23 73. 41 20. 01
pgram 25. 75 35. 61 68. 40 84. 05
diamond 8. 78 42. 78 162. 61 77. 85
hexagon 9. 21 64. 75 164. 96 77. 93

heat-3d

baseline 12. 61 38. 36 44. 74 21. 55
pgram 6. 90 11. 61 19. 05 14. 89
diamond 8. 04 28. 65 76. 06 40. 09
hexagon 8. 27 31. 59 90. 04 39. 95

seidel-2d

baseline 17. 78 55. 32 96. 31 29. 47
pgram 31. 14 39. 26 86. 14 102. 92
diamond 13. 14 62. 48 204. 77 120. 71
hexagon 14. 30 82. 24 211. 40 116. 47

 

根据表 9给出的数据计算 pgram、diamond、hexagon版本相对于 baseline版本的加速比, 加速比随问题规模

变化的折线趋势如图 7 所示. 其中横轴表示问题规模, 纵轴表示相对于 baseline 版本的加速比. 由图 7 可知,

hexagon 版本优化的最大加速比为 24.48, 对应的测试程序为 Jacobi-1d, 问题规模为 sizeD. hexagon 版本优化在

Jacobi-1d程序中具有最佳的加速效果, 在其他测试程序中加速效果与 diamond版本基本一致. pgram版本优化在

2维 Jacobi计算的小问题规模上加速效果优于 diamond和 hexagon版本.
整体上, 循环分块在 Jacobi-1d 测试程序中具有最佳的加速效果, 在 heat-3d 测试程序中的加速效果最低,

pgram版本在 heat-3d程序中所有问题规模都表现出负优化的效果. 循环分块的加速效果随问题规模的扩大而上

升, 但加速效果的上升趋势在问题规模达到 sizeD 时放缓, 主要是由于问题规模的扩大导致程序的主要性能瓶颈

从计算转换到访存. 特别地, 在 2维 Jacobi计算中循环分块的加速效果在问题规模达到 sizeD后出现明显下降, 这
是因为在 2维及以上的 Jacobi计算中, 分块大小随着问题规模而增大, 当问题规模超过 sizeD后, 分块基本失去了

局部性收益. 理论上 3维 Jacobi计算在问题规模达到 sizeD后分块局部性收益应出现明显下降, 但由于循环分块

在 3维 Jacobi程序上的加速效果本就不佳, 所以实验中没有表现出加速效果的明显下降. 
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图 7　不同问题规模下测试程序加速效果
  

4   总　结

Jacobi计算的性能热点是嵌套循环, 且具有可观的数据重用, 采用循环分块的优化方法能够显著地提升 Jacobi
计算的性能. 分块大小对循环分块的效果具有重要的影响, 现有关于分块大小的研究大多以分块局部性和并行性

为优化目标. 但随着处理器技术的发展, 分块大小对向量化效率、计算负载均衡等方面的影响逐渐变得不可忽视.
针对上述问题, 本文选择六边形分块作为 Jacobi计算的优化方法, 通过设计和实现一种六边形分块大小选择算法

Hexagon_TSS, 提升 Jacobi计算的局部性, 充分利用多核处理器的计算能力, 从而提高 Jacobi计算的浮点运算速率.
本文工作还存在可优化的空间. 例如, 本文设计和实现的六边形循环分块优化方法并非在各种测试环境下都

能达到最优的性能表现, 现有的其他优化方法在部分环境下的效果优于六边形循环分块. 因此, 设计一种优化策略

分支选择模型, 根据运行环境选择最佳的优化方案将是本文未来研究工作. 此外, 在实际应用中, 影响分块性能效

果的因素非常复杂, 难以建立精确的数学模型来求解最佳分块大小. 本文提出的 Hexagon_TSS算法是一种静态分

块大小选择算法, 可以获得接近最佳分块大小的性能. 采用机器学习方法, 通过训练深度神经网络来求解最佳分块

参数是当前的一个热门研究方向, 但这需要特征提取方面的工作, 并且需要大量的训练数据集. 因此将机器学习方

法与静态建模方法相结合, 将会是分块大小选择算法的下一步研究方向.
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