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摘　要: 光滑粒子流体动力学 (smoothed particle hydrodynamics, SPH)是实现流体仿真的主要技术之一. 随着生产

实践中流体仿真应用需求的增加, 近些年涌现了许多相关研究成果, 改善了流体不可压缩性、粘性、表面张力等

物理特性模拟的视觉真实性、效率与稳定性. 同时, 一些工作探讨了复杂场景的高质量模拟, 以及多场景、多材料

的统一仿真框架, 增强了 SPH流体仿真技术的应用效能. 从以上几个方面对 SPH流体仿真技术进行归纳、总结和

讨论, 并对其未来发展进行了展望.
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Abstract:  Smoothed  particle  hydrodynamics  (SPH)  is  one  key  technology  for  fluid  simulation.  With  the  growing  demand  for  applications
of  SPH  fluid  simulation  technology  in  production  practices,  many  relevant  studies  have  emerged  in  recent  years,  which  improve  the  visual
authenticity,  efficiency,  and  stability  simulated  by  physical  properties  including  fluid  incompressibility,  viscosity,  and  surface  tension.
Additionally,  some  researchers  focus  on  high-quality  simulation  in  complex  scenarios  and  a  unified  simulation  framework  with  multiple
scenarios  and  materials,  thereby  enhancing  the  application  efficiency  of  SPH  fluid  simulation  technology.  This  study  discusses  and
summarizes related research on SPH fluid simulation technology from the above aspects, and proposes a prospect for the technology.
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流体是现实世界中很常见的一类物质. 如何在计算机上快速、逼真地模拟流体的运动, 也一直是计算物理和

计算机图形学 (computer graphic, CG)的重点研究内容之一. 随着虚拟现实、数字孪生、元宇宙等在实践应用中的
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发展, 流体的数值仿真技术日益得到重视. 目前有多种流体数值仿真方法, 比如欧拉网格法 [1−3]、拉格朗日粒子法 [4−7]、

粒子网格混合法 [8−10]等. 光滑粒子流体动力学法 (smoothed particle hydrodynamics, SPH)属于一种拉格朗日粒子法,
最早由 Lucy[11], Gingold等人 [12]提出以用于模拟星际物质的运动等天文现象, 后逐渐被拓展到计算流体力学领域

中用于解决复杂的工程问题 [13−17]. 1996年, Desbrun等人将其引入到了 CG领域 [18], 用于生成游戏、影视动画、虚

拟现实中的流体特效 [19−28]. 自此, SPH法成为了 CG领域的研究热点之一 [29−31]. SPH法相比于其他方法所具有的

优势如下.
● 相比于欧拉网格法, SPH很容易实现材料边界的准确划分. 这不仅可以生动模拟流体复杂多变的运动细节 [32],

也使得 SPH法非常适于模拟不同材料之间的耦合 [33−35].
● 相比于欧拉网格法与粒子网格混合法, SPH 法的理论推演与编程实现较为简单直观, 因此便于推广和使

用 [36,37], 也易于与其他方法结合作为改善其他模拟方法的技术手段 [4,38−45].
● SPH法作为无网格拉格朗日方法, 能够有效地保证材料的质量守恒特性, 理论上不会发生类似于欧拉网格

法中的质量丢失问题 [36], 而且基于 SPH法的流体的对流计算过程也不会引入类似于欧拉网格法与粒子网格混合

法中的数值粘性 [46].
● 相比于其他方法, SPH法是一种适用性很广的方法. 它不仅可以模拟流体, 也能够模拟弹塑性固体、沙子、

雪、海绵、磁流体等材料 [47−55], 以及模拟不同材料之间的耦合、热传导、相变、溶解扩散等过程 [55−62], 因此使用

SPH法易于构建多材料、多过程的统一物理仿真引擎.
尽管 SPH法有以上优点, 但它也存在着一些不足, 妨碍了其应用推广. 首先, SPH法的效率仍然不够高, 其计

算所需时间和空间开销都比较大. 其次, SPH法存在多种类型的数值计算不稳定问题, 比如: SPH流体很难稳定地

处于拉伸状态, 即拉伸不稳定问题; 因压强、速度等物理场及其微分的采样点重叠而导致的零能问题; SPH 的边

界不具有克罗内克函数属性 (Kronecker Delta property)等. 这些问题都会引入误差和视觉伪影, 降低了仿真的视觉

真实性 [37,63−69]. 为此, 图形学领域的学者开展了相关研究, 取得了诸多成果.
为满足影视特效、数字孪生技术、虚拟现实、元宇宙等的应用需求, SPH流体仿真技术正朝着“更快、更稳、

更好看、更好用”的方向不断发展, 近些年涌现了大量的研究成果. 为此, 本文调研了 217 篇相关文献报道 (其中

近 3年发表的有 84篇), 从流体主要物理特性的仿真、数值稳定性、仿真效率、复杂场景模拟等几方面进行相关

工作进行梳理、归纳和总结 (如图 1 所示), 指出其可能存在的问题, 并展望了其发展愿景. 本文的内容结构图如

后文图 1所示.

 1   SPH 流体仿真的基本实现方法与讨论

在讨论 SPH流体仿真技术研究之前, 本节将对 SPH流体的基础理论、基本实现方法、关键参数与条件、不

同领域的研究特点等方面进行简要介绍.

 1.1   基础理论

大多数流体的运动都可以通过 NS (navior stokes)方程与不可压缩性条件来描述, 其具体形式为:

ρ
Du
Dt
= −∇p+µ∇ ·∇u+ f (1)

dρ
dt
= −ρ∇ ·u = 0 (2)

ρ u p µ f其中,    、   、    、   、   分别为流体的密度场、速度场、压强场、粘性系数以及流体所受到的体积力 [70], 本文

符号含义见表 1. NS方程 (公式 (1))本质为的动量守恒定律, 其等式右端各项的物理含义分别为流体不可压缩性

引起的压强作用、流体的粘性引起的剪切力作用, 以及流体所受到的重力、离心力等体积力的作用. 不可压缩性条件

(公式 (2))也被称为无散度条件, 只要流体的速度场任意位置的速度散为零, 流体密度就会保持恒定.
理论上只要求解出 NS方程与无散度条件 (公式 (1)与公式 (2)), 就可以实现基本的流体数值模拟. 然而, 直接

求解上述连续形式的微分方程是十分困难的, 需要将上述方程中的物理场及其微分场离散化, 使连续的微分方程
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W(r,h)

W(r,h)

转化为代数方程组后才可以求解. SPH法包含了一套简单、直观且有效的物理场离散化方法, 使得其非常适于离

散上述微分方程 [71]: SPH法将流体视为由大量离散、可自由运动的质点——SPH粒子构成的系统 (如后文图 2(a)
所示), 然后基于 SPH 核函数   的插值计算方法可建立离散粒子与连续的物理场的对应关系 (如后文图 2(b)
所示), 进而完成流体相关物理场的离散化. 其中图 2(b) 中的离散化公式中的核函数   一般为高斯函数或具有

类似特性的样条函数.
  

本文对 SPH 流体仿真方法
研究工作的分类梳理

湍流[102, 137, 138]

插值精确性 (粒子分布优化[65]、核函数权重修正[67]、MLS 修正[113])

表面张力波[105]

数值计算方面的解决方法 (消掉负压强[73]、有限差分法[65]、应力点法[66])

迭代法 (PCISPH[118]、LPSPH[119]、DFSPH[81])

拉普拉斯算符离散化 (近似投影法[64]、IIPSH[63])

狄雷克利边界 (半解析式边界[105])

流体重要特性模拟方法

数值不稳定问题

效率提高

复杂场景

复杂场景统一仿真框架

其它复杂场景

流固耦合

领域查找优化

不可压缩性
状态方程法

投影法

基于约束的方法 (PBF 法[4]、无散度速度约束法[43])

XSPH[84]、显式粘性方法[73]

隐式粘性 (非物理的方法[109, 110, 130]、基于 NS 方程的方法[82])

基于流体内部粒子相互作用力的方法[133]

基于标准 SPH 的多材料、多过程统一仿真框架[58, 59]

结合近场动力学的多材料统一仿真框架[48]

结合 MLSRK 的统一仿真框架[113]

SPH 流体与 SPH 弹性体耦合[58, 113]流体-刚体耦合[35, 66]

流体-弹性体耦合
流体-多孔材料耦合[51]

液体之间的耦合
气泡与泡沫[104]

相变[59, 217]

KD 树法[116]

降低时间花销的方法

减少邻域数量的方法[78]

粘性

表面张力

其它

拉伸不稳定

通过流体表面曲率计算表面张力的方法 (CSF[83])

自由表面能量函数的方法[68]

插值精确性问题

求解步骤之间的干扰 (粘性与不可压缩性求解间的冲突问题解决[79, 110])

自适应分辨率 SPH[114, 117]

数据驱动方法结合

网格法[162]

排序法[160]

视觉真实性方面的解决方法（各向异性修正[68, 69]、Pairwise 力[132])

自由表面边界[69, 84, 142]

固壁边界 (固体边界粒子方法[66]、Map 法[151]、半隐式边界方法[107])

降低空间花销的方法[163]

随机森林法[199]
异步 SPH[80, 168, 169]

卷积神经网络[201, 202]

并行计算[170-175]
可微神经网络[200]

图网络[204]

SPH 流体与其它方法弹性体耦合[33, 213]

不互溶液体耦合[132]

互溶液体耦合[57, 208]

肥皂泡[209]

气体拖曳力[207]

图 1　本文对 SPH流体仿真方法研究工作的分类梳理
  

表 1    本文所用符号的含义 
符号 含义 符号 含义 符号 含义

i,j 粒子编号 pi 粒子i的压强 W SPH核函数

u 流体速度场 ρ 流体密度场 F 求解压强的函数

u∗i ,u
n
i ,u

n+0.5
i  粒子i的临时速度 ρi 粒子i的密度 mi 粒子i的质量

un+1
i  粒子i的最终速度 x∗i  粒子i的临时位置 ∇ 梯度算子

fi 粒子所受的质量力 xn+1
i  粒子i的最终位置 ∇· 散度算子

f 质量力场 Ai 粒子i位置的物理场取值 ∇·∇ 拉普拉斯计算算子

∆t 时间步长 h 支持域/邻域半径

p 流体压强场 rij 粒子i与j的距离
 

 1.2   基本流程

虽然 SPH 法可以实现 NS 方程 (公式 (1)) 与无散度条件约束 (公式 (2)) 的离散化, 但离散化后的两方程依然

很难求解, 因此在 SPH法的实现过程中会基于算子分裂法将 NS方程 (公式 (1))拆分为若干个独立的求解步骤以

简化求解过程, 即: 体积力求解、粘性求解、不可压缩性求解 3步骤 [72], 并以此为基础来构建流体仿真方法. 本节
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将以文献 [73]为例, 简要介绍 SPH流体仿真的基本实现流程.
在进行流体仿真时, 仿真任务一般会在时间上被划分为多个“切片”, 形成一组依据时间排布的帧序列. 在每一

帧计算中, SPH算法都会以上一帧的计算结果作为输入, 并基于算子分裂法完整地求解一次 NS方程 (公式 (1))中
的速度并更新流体粒子的位置. 一帧的计算完成后, 可根据需求将该帧的计算结果进行实时的渲染, 或存储下来待

仿真任务完成后进行分析、处理或离线渲染. 因此仿真任务中每一帧的计算流程都是基本相同的, 其计算流程一

般为如下几个步骤 (图 3).
  

Ai= AjW(rij, h)
mj

j  ρj

—

∇iAi= (Aj)∇W(rij, h)
mj

j  ρj

—

∇i·Ai= Aj∇W(rij, h)
mj

j  ρj

—

流体
SPH 粒子表示的流体

(a) 使用粒子来表示流体 (b) 基于核函数的差值方法

粒子 i 的
邻域范围

i
rij

h

j

图 2　基于 SPH核函数的物理场离散化方法
 

  

邻域查找

S1. S2. S3. S4.

S7. S6. S5.

密度计算 体积力计算 粘性计算

表面张力计算 粒子位置更新 不可压缩性计算

=ρi W(rij, h)mj
j 

ui
n+1=x*

ixi
n+1 +Δt* pi=F(u, ρ)

n+0.5=ui ui
n+1 +

Δt

ρi

—∇i p

=un
iui

n+0.5 +
Δt

ρi

—∇·∇iu=u*
iun

i +
Δt

ρi

— fi

图 3　SPH法实现流体模拟的基本流程
 

S1. 粒子邻域查找. 由于粘性、不可压缩性等求解步骤需要使用每个粒子的邻域, 因此每一帧计算的第一步即

是查找、存储每个粒子的邻域粒子以用于后续步骤的计算. 邻域查找过程具有较高的时间和空间复杂度, 因此需

要进行优化以保证仿真计算的效率 (这一方面的研究讨论可参考第 4.1节).
S2. 粒子的质量密度计算. 由于 SPH 法中的插值计算过程需要估计每个粒子所占据的体积 (图 3.S2 下的公

式), 因此在开始求解流体的 NS方程 (公式 (1))之前, 要预先计算每个粒子的质量密度, 而质量密度可以通过粒子

的邻域及粒子的质量计算获得.
S3. 体积力计算. 体积力一般指重力、惯性力、电磁力等非接触力. 这类力场与粒子的邻域无关, 因此可根据

算子分裂后的 NS方程 (图 3.S3下的公式)直接计算获得体积力作用下的粒子加速度.
µ∇ ·∇uS4. 粘性计算. NS方程 (公式 (1))中的等式右端第 2项:    , 是流体的粘滞力项. 使用算子分裂法后可单

独计算粘性力作用下的粒子速度变化 (图 3.S4下的公式). 粘滞力项中包含有速度场的高阶微分, 其不同计算方法

的性质也有较大差别, 有关这一方面的研究与讨论可参考本文第 2.2节.
−∇pS5. 不可压缩性计算. NS方程 (公式 (1))中的等式右端第 1项 (   )是流体的压强项, 使用算子分裂法后可

单独计算该项作用下的粒子速度变化 (图 3.S5下的公式)以保证流体的不可压缩性. SPH法中的压强计算方法较

为多样, 有关这一部分的研究与讨论可参考本文第 2.1节.
S6. 粒子位置更新. 在获得了体积力、粘性、不可压缩性作用下的粒子速度之后, 需要根据粒子速度更新其位

置 (图 3.S6下的公式).
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S7. 表面张力计算. NS方程 (公式 (1))中并不包含流体的表面张力作用, 但在某些场景中, 该作用会对流体的

形态和运动产生较大影响. 表面张力的研究与讨论可参考本文第 2.4节.
SPH法流体仿真的代码实现可参考公开的代码库, 比如:
● PeriDyno[74]: 基于 GPU 编程、为智能 Agents 提供实时物理仿真训练环境的系统. 其中包含了较为完整的

SPH流体仿真相关源码, 刚体、颗粒流、弹塑性材料和不同材料耦合模拟的源码, 以及实时渲染、前处理和后处

理相关工具的源码等.
● PhysIKA[75]: 基于 GPU编程的多材料实时仿真的物理引擎. 其中包含了较为完整的 SPH流体仿真相关源码.
● SPlisHSPlasH[76]: 基于 CPU的 SPH流体算法代码库. 其中包含了大量重要的 SPH流体仿真研究工作的源

代码.
● Cpp-fluid-particles[77]: 一个较为精简的、包含有WCSPH、DFSPH、PBD算法的代码库.
有关 SPH法流体模拟方法的基础理论内容可参考文献 [36].

 1.3   重要的参数与条件

SPH 法流体仿真过程需要使用到多种参数与条件, 除与流体物理特性直接相关的参数之外 (比如粘性系数、

表面张力系数等), 部分参数、条件对于 SPH 流体的仿真稳定性、效率等方面都会有较大的影响. 以下是此部分

参数、条件的简要讨论.
h● 支持域半径与粒子采样间距. 粒子的支持域半径   也是粒子的邻域空间半径, 因此支持域半径与粒子采样

间距的比值直接决定了大部分粒子的邻域粒子数量. 如果这一比值的取值过小, 会使每个粒子的邻域粒子数量过

少, 进而导致在 SPH插值计算过程引入严重的误差, 致使仿真崩溃或计算不收敛 [78]. 为保证仿真的稳定性, 这一比

值一般不能小于 2.5[79].
● 核函数. SPH法中理想的核函数应为高斯函数, 但高斯函数作为核函数会引入过多的计算量; 而形式过于简

单的核函数, 如帐篷函数 (triangular function)等, 也常会因为不够平滑而导致仿真崩溃 [13]. 为了在保证仿真稳定性

的同时尽可能降低时间开销, 研究者通常选用 3次样条函数作为 SPH的核函数, 即:

W(r,h) = σ


6
{( r

h

)3
−
( r

h

)2}
+1, if 0 <

r
h
⩽ 0.5

2
{

1−
( r

h

)3}
, if 0.5 <

r
h
⩽ 1

0, otherwise

(3)

σ 40/(7πh2) 8/(πh3)其中,    在二维空间中取值为   ; 三维空间中取值为   . 这种 3 次样条函数形式的核函数较为平滑,

已能够满足绝大多仿真场景的需求 [30].
● 时间步长. 为了提高仿真的效率, 时间步长应该在保证稳定性的前提下取较大值, 以减少仿真任务中需要计

算的帧数. 但时间步长的合适取值常会受多方面因素的影响, 比如粒子的运动速度、粘性系数、重力加速度、粒

子采样间距等 [72,80]. 除此之外, 不同的不可压缩性与粘性算法能够使用的时间步长上限也常有数量级上的差别, 也
因此时间步长取值范围是评价流体粘性、不可压缩性等算法优劣的重要参考 [81,82]. 本文第 2.1节, 第 2.2节, 4.3节
中对于仿真的时间步长方面有更详细的讨论.

● 负压强. 如果能够精确求解流体 NS方程与无散度条件, 当流体处于拉伸状态, 相应的粒子压强是有可能取

负值的. 但由于 SPH法存在严重的拉伸不稳定问题 (本文第 3.1节), 负压强的存在会导致流体运动和形态出现严

重的错误 [65]. 因此在大多数基于 SPH法的流体不可压缩性求解器中, 需要将负压强置零或将粒子压强整体抬高等

方法以避免负压强的出现 [30,73,81].
● 人工粘性. 由于 SPH 中存在拉伸不稳定问题, 而且粒子的运动较为杂乱, 为了使位置相近的粒子运动保持

相对一致, 在模拟低粘性流体时, SPH 法需要使用人工粘性 (非物理的粘性) 来提高仿真的稳定性 [83,84]. 有关这一

方面的研究工作与进一步讨论可参考本文第 2.2节.
● 自由表面边界. 自由表面附近的流体粒子存在邻域缺失的问题, 因此自由表面条件的缺失会使流体表面附
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近位置粒子的密度估计不准确进而影响粒子的分布 [84], 同时可能会导致基于投影法的不可压缩性求解器 (本文第

2.2.2节)迭代不收敛 [65]. 自由表面条件的施加方法较为多样, 具体可参考本文第 2.1.2节.
● 固壁边界条件. 固壁边界条件是指流体与固体的边界. 为了避免流体粒子穿入到固体中, 最直接的方法是修

正固体附近流体粒子的速度和位置, 但这种较为简化的方法会在固壁边界附近引入严重的粒子分布不均匀问题,
甚至会导致仿真崩溃. 目前有多种可避免这一问题的固壁边界条件的施加方式, 具体可参考本文第 3.2.2节的内容.

 1.4   面向不同应用的 SPH 流体仿真方法

SPH 流体仿真技术在工程领域和 CG 领域中都有广泛的应用. 尽管在这两个领域的研究中 SPH 法的基础理

论和方法都是相同的, 但需求的差异使得各自领域的研究出现了诸多差别. 本节将分别对工程邻域与 CG领域中

SPH流体仿真方法研究的特点进行简要的讨论.
在船舶与海洋工程 [85,86]、土木工程 [87,88]、机械工程 [89,90]、化学工程 [91,92]、生物医学 [93,94]等工程领域对于

SPH流体仿真方法的模拟精度有较高的需求, 因此相关的研究主要集中在如何提高仿真的算法的精确性方面. 在
这些领域中, 评价算法优劣的方式多是将具有解析解或明确结果的二维简单场景作为 benchmark (如静水、泊肃

叶流动、库埃特流动、二维溃坝、旋转的流体方块等)并与之对比 [95−98], 或直接与真实物理实验的影像作对比来

验证算法的有效性 [99−101].
CG领域中 SPH流体仿真方法的具体应用场景包括影视特效、游戏、虚拟现实、数字孪生、元宇宙等, 这些

场景对于 SPH算法的稳定性、视觉真实性、计算效率、复杂现象和场景的应对能力方面更为关注 [29,30]. 其中视

觉真实性 (visual accuracy)[32]可被视为流体仿真的视觉质量 (visual quality)[29,30], 具体是指仿真结果不会被观察到

明显违反常识的错误 (即视觉伪影), 或视觉上较为丰富、明显的流体运动细节或现象 [102−106]. 其中 CG领域中的稳

定性主要指应对极端、苛刻的参数和条件的能力, 例如极大的时间步长 [81]、极大或极小的粘性系数 [82]、不均匀

的粒子分布 [68]、极其尖锐的流固边界 [107]、过大的形变速率 [65]等. 优秀的算法应该在设置了极端的参数或苛刻的

条件时也能够稳定仿真且不会产生明显的视觉伪影 [4,35].
在 CG领域的研究中, 对于能够提高精确性但在改善视觉真实性方面作用不大的技术是不被关注的 [32,108]. 如

果某种算法能够在保证一定视觉真实性的同时显著提高算法的效率和稳定性, 甚至算法本身都可以不具有物理意

义 [4,43,109,110]. 正是由于 CG领域的 SPH法研究中更多地考虑了算法整体的稳定性、效率、通用性等方面, 对于算

法的精确性没有过于苛刻的要求, 这也就导致了 CG领域中的方法模拟的结果常会与真实物理模型或实验结果有

一定差别. 虽然也有研究者提供了用于测试不可压缩流体的 benchmark[111], 但由于 CG领域相关研究不追求绝对

的计算精确性, 因此很少与这类 benchmark作对比, 而更多对比测试都集中在计算效率, 以及复杂现象与效应、复

杂场景、苛刻条件的应对能力等方面 [112]. 其测试场景的空间维度不仅大都为三维, 且粒子规模常有数百万甚至数

千万, 测试场景本身也较为复杂、极端 [35,107,113,114].

 2   流体重要特性的模拟方法

由公式 (1)与公式 (2)可知, 流体的不可压缩性与粘性作用是流体的运动速度改变的直接原因; 在某些场景中,
表面张力作用也会对流体的运动产生较大影响 [72]. 因此, 本节将对 SPH流体模中对流体的运动影响最大的 3种特

性——不可压缩性、粘性、表面张力相关求解方法的研究进行讨论.

 2.1   不可压缩性

参照上文中 NS方程 (公式 (1))与不可压缩性条件 (公式 (2))的讨论, 不可压缩性作用会对流体的运动产生非

常严重地影响 [70,72]. 因此, 实现流体不可压缩性准确、稳定、快速地求解是实现 SPH流体高质量仿真的前提. 由
公式 (2) 可知, 流体不可压缩性是指流体密度不发生变化或流体速度场散度为零的特性. 当流体某位置上的密度

偏离其静止密度或速度散度不为零时, 意味着流体的不可压缩性被破坏了. 为了保证流体的不可压缩性, 该位置上

会产生一定的压强来抵抗不可压缩性的破坏, 并改变流体的速度以使流体保持不可压缩性 (公式 (1))[70]. 因此, 基
于流体密度误差或散度误差求解流体压强, 是不可压缩性求解的核心步骤. 如何更快、更准确地求解压强, 是不可
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压缩性研究中要解决的主要问题.
根据压强计算方法的不同, 可以将 SPH法中的不可压缩性求解方法划分为两大类, 即: 状态方程法和投影法;

此外, 也有不计算压强、对粒子位置与速度直接施加约束来保证流体不可压缩性条件的非物理方法. 以下是这 3
种方法相关研究的讨论.
 2.1.1    状态方程法

状态方程法是建立粒子局域密度、散度与其压强的对应函数关系, 即状态方程, 并使用状态方程计算压强的

方法. 最简单的状态方程方法是假设流体可以被轻微的压缩, 并根据流体压缩量来计算压强的方法, 这一方法被称

为 WCSPH (weakly compressible SPH)[73]. 由于该方法简单, 且计算的时间花销较小, 因此 2003 年 Müller 等人将

WCSPH法引入到图形领域实现了流体的快速仿真 [83], 并被广泛使用 [57−59,73,115−117]. 然而, WCSPH法不能及时地消

除密度误差, 稍大的时间步长就会导致仿真崩溃, 为了提高其稳定性, Solenthaler等人则提出了预测-修正的迭代策

略, 以迭代的方式逐次消除因压缩而产生的密度误差, 即 PCISPH (predictive-corrective incompressible SPH)[118].
PCISPH法单帧的计算量更大, 但显著提高了不可压缩性求解的稳定性, 可以使用更大的时间步长用于仿真. 为了

提高该算法的计算速度, He等人改进了 PCISPH法 [119], 使用积分形式的压强泊松方程作为求解压强的状态方程,
提高了迭代的收敛速度. 上述方法虽然能够有效地削弱流体的密度误差, 但都不能削弱流体速度的散度误差, 因
此, Bao 等人在 WCSPH 法中引入了削弱速度散度误差的压强修正机制 [120], 显著提高了原 WCSPH 法的稳定性;
Bender等人基于预测-修正迭代策略, 提出了包含有两个独立迭代求解过程的 DFSPH (divergence-free SPH)法 [81],
在削弱密度误差的同时保证速度无散度约束, 进而获得更均匀的粒子分布, 更优的迭代收敛性和稳定性. 之后,
Wu等人进一步提出了调整 DFSPH求解顺序、引入超松弛迭代的策略, 提高了 DFSPH法的求解速度 [121].
 2.1.2    投影法

SPH 投影法是通过求解全域内粒子压强的泊松方程实现流体不可压缩性的一类方法. 这一类方法也常被称

为 ISPH (incompressible SPH)法. ISPH法需要使用仿真域内全部流体粒子来构建压强泊松方程来求解压强, 该方

程的基本形式为:

∇ · ∆t
ρ
∇p = ∇ ·u (4)

其中的拉普拉斯算符离散后, 该方程可转化为一线性方程组, 设置好边界条件后即可进行压强求解.
SPH法中关于压强的泊松方程拉普拉斯算符离散化较为多样. 其中使用得较为广泛的方法是具有优异稳定性

的近似投影法 [64], 该方法借用 MAC 网格法 [122]的微分离散化策略来实现拉普拉斯项的离散, 因此可效削弱 SPH
法零能问题的影响进而显著提高稳定性; 为了获得更快的收敛速度, Ihmsen等人也提出了使用二阶邻域粒子 (邻
域粒子的邻域粒子)的拉普拉斯算符精确离散化方法 [63], 即 IISPH法 (implicit ISPH), 由于其求解过程中设置了流

体的背景压强, 因此 IISPH法具有比早期 ISPH法 [64]更好的收敛性和稳定性.
在投影法中, 边界条件对于泊松方程的求解会产生严重影响. 其中流体自由表面上的狄雷克利边界条件如果

不能被正确施加, 会导致压强泊松方程的系数矩阵奇异, 使仿真崩溃. 为了保证压强泊松方程的可解性, 早期 SPH
投影法中往往会在流体自由表面附近布设气态虚粒子 (ghost-air particle)[85]; He等人 [68]与 Yang等人 [105]则首次在

CG 领域中引入并改进了 Nair 等人的半解析式 (semi-analytic) 表面边界处理方法 [123], 无需显式地构建气态虚粒

子, 只需要修正压强泊松矩阵的对角元素与压强梯度算子, 即可获得较为精确的结果, 并显著提高了近似投影法 [64]

求解的收敛速度. Takahashi等人改进了边界条件施加方法 [124], 使得固壁边界上的诺依曼 (Nuemann)边界条件也

能够保证泊松方程的可解性.
 2.1.3    基于约束的方法

除上述方法外, 也有不计算压强而直接修正粒子速度和位置来实现不可压缩性的方法. 为了提高计算速度,
Macklin等人将 SPH法与模拟弹性体的 PBD (position based dynamic)法结合, 提出了 PBF (position based fluid)法 [4].
该方法将流体的密度不变视为约束项, 不计算压强场, 而是通过牛顿迭代法直接优化粒子位置以消除流体的密度

误差. 该方法不是严格遵循物理原理的方法, 但稳定性很好, 而且其计算速度也优于经典标准的 SPH法. 为了进一
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步提高了 PBF法的稳定性, Kang等人将速度无散度条件也视为约束项, 采用与 PBF法类似的策略直接削弱流体

的散度误差 [43]. Wang等人也提出了将密度约束和无散度约束结合为一个约束条件来求解的方法 [125], 以保证仿真

稳定性并提高计算效率.
 2.1.4    总结与讨论

SPH 法的不可压缩性求解算法种类繁多, 几种代表性的方法实现效果如图 4所示, 实现方式和特点如图 5和
表 2所示. 其中基于流体弱可压假设的WCSPH法 [73]原理和实现非常简单, 但稳定性很差, 稍大的时间步长就会导

致仿真崩溃, 因此仿真效率很低; 基于迭代策略的状态方程法 [81,118,119]的稳定性要好很多, 而且收敛速度较快, 但
计算精确性不够高; 相较之下, 投影法 [63,65,124]更容易获得较高的精确性, 设置了合适的狄雷克利边界条件后也能够

使用较大的时间步长用于仿真, 但仿真的效率一般不如基于迭代策略的状态方程法 [63,118,124]; 而基于约束的方法,
例如 PBF法 [4], 则具有极高的稳定性和仿真效率, 但由于其本质上是非物理的方法, 因此其视觉真实性不如其他方法.
  

(a) 文献[73] (b) 文献[81] (c) 文献[63] (d) 文献[4]

图 4　不可压缩性流体模拟
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密度误差

早期 SPH 法

粒子位置更新 粒子位置更新

粒子速度更新 粒子速度更新

迭代 迭代

迭代

密度计算
恒定密度约束

误差计算
密度/速度散度误差
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密度/速度散度误差

粒子位置更新

基于预测-修正策略的 SPH 法

粒子速度更新
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压强状态方程
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压强状态方程
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粒子位置更新
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粒子位置更新
牛顿法

压强计算
压强泊松方程

投影法
(b) DFSPH (c) ISPH (d) PBF(a) WCSPH

图 5　SPH不可压缩性求解实现流程对比
 
 

表 2    SPH不可压缩性算法的比较 
方法 WCSPH[73]

基于迭代的状态方程法[81] 投影法[65] 基于约束的方法[4]

稳定性 * *** *** *****
视觉真实性(精确性) *** **** ***** *

迭代收敛速度 － **** **** *****
仿真效率 * *** *** *****

必备条件 消去负压强 消去负压强
狄雷克利边界条件共轭

梯度法等数值求解算法

消去粒子的吸附作用或

引入人工斥力[126]

注: *越多越优
 

 2.2   粘　性

参照前文中有关 NS方程 (公式 (1))的讨论可知, 流体粘性也会对流体运动产生明显影响, 因此粘性求解方法
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(∇u+∇uT) τ = µ(∇u+∇uT)

也是 SPH流体仿真技术中的重要研究内容 [70,72]. 粘性是流体抵抗自身剪切形变的一种特性. 当流体受到剪切力作

用时会发生形变, 即   . 与此同时, 流体会产生抵抗自身持续形变的应力, 即剪切应力   , 这

一剪切应力即为流体粘性产生的原因 [70]. 忽略掉 NS方程 (公式 (1))中压强项与体积力项, 并带入不可压缩性条件

后, 流体粘性约束方程即为:

ρ
Du
Dt
= ∇ ·τ = µ∇ ·∇u (5)

求解出该方程中的速度场即可获得流体的粘性作用.
在使用 SPH法模拟水等低粘性流体时, 粘性计算通常会被作为提高流体仿真稳定性的一种手段. SPH法粒子

相互碰撞很容易导致粒子震荡, 进而严重影响模拟的稳定性, 因此在 SPH法刚被提出时, 就包含了一种非物理的

粘性计算, 即: XSPH法 (图 6(a))[13,84]. XSPH法可以局部平滑粒子速度进而有效地削弱粒子的震荡, 其实现方式简

单且具有很好的稳定性, 因此 Schechter等人 [84]将 XSPH方法 [13]作为粘性求解器引入到图形学领域中并被广泛使

用 [4,117]. 但 XSPH方法不是基于物理的方法, 不能真实地模拟大粘性流体运动. CG领域中基于物理的 SPH粘性求

解方法最早由 Becker等人引入 (图 6(b))[73]. 这一类方法依然更多地作为提高 SPH流体模拟稳定性的机制, 很少用

来模拟大粘性流体材料. 此类基于显式微分方程的粘性求解方法虽然能够较为真实地模拟大粘性流体, 但其稳定

性较差. 当时间步长与粘性系数同时取较大值时, 这种求解方法会引起粒子的震荡导致仿真崩溃, 因此在使用中要

尽可能缩短时间步长来保证稳定性 [127,128].
  

(a) XSPH 法[84] (b) 显式粘性法[73]
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图 6　大粘性流体卷绳效应的模拟
  

(d) 文献[82](a) 文献[110] (b) 文献[130] (c) 文献[129]

图 7　粘性的实现方法对比
 

提高大粘性流体模拟的稳定性, 一种可行的方法基于隐式微分方程构建粘性求解器, 通过求解线性系统的方

式获取粘性作用下的粒子速度 (图 6(c)). 这一方法最早由 Takahashi等人提出 [129], 该方法即使在粘性系数与时间

步长同时取较大值时依然稳定. 然而该方法在微分算子离散过程中使用了粒子二环邻域粒子, 导致仿真过程中很

容易受到粒子邻域缺失问题的影响. 隐式粘性方法可以显著加大粘性流体的仿真时间步长, 但这也会导致流体与

不可压缩性之间的干扰问题变得更为严重, 因此 Peer 等人提出了一种直接削弱形变速率重建流体速度场的隐式

粘性方法, 该方法在施加粘性作用的同时也能够削弱流体的速度散度误差, 提高不可压缩性求解的仿真质量 [109,110].
但该方法在重建速度场的过程中会产生严重的数值耗散, 而且求解过程不具有物理意义. 为了能够更好地保持流
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体角动量进而提高仿真质量, Bender等人提出了一种通过动态地调整“粘性系数”来获取预期的流体剪切速率, 进
而实现粘性作用的方法 [130], 然而该方法同样不具有物理意义, 且计算较为耗时. 各类隐式粘性求解方法都存在各

自的问题, 因此Weiler等人提出了更先进的隐式粘性求积分方法 [82], 该方法使用了近似投影法 [64]中拉普拉斯项的

离散化方案, 并建立了粘性的隐式化方程. 相比于其他隐式粘性方法, Weiler等人的方法更简单, 能更好地保证角

动量守恒特性, 且能够更真实地模拟大粘性流体的卷绳效应等现象 (图 7). 此外, 该方法基于 NS方程推导而来, 可
通过粘性系数直接控制流体粘性作用强度.

总结. 现阶段 SPH法是无法稳定模拟无粘流体的, 一般需要使用粘性计算来削弱流体高频运动来保证模拟的

稳定性. 由于 XSPH法 [84]引入的计算量很小, 因此很适于这种情况下的使用. 而在模拟大粘性流体时, 目前Weiler
等人的方法 [82]明显优于其他方法, 已能够满足多数大粘性流体仿真的需求. 表 3是 SPH粘性的 4类代表性方法的

比较.
 
 

表 3    SPH粘性算法的比较 
方法 XSPH[84]

显式粘性[73] 非物理的隐式粘性[109,110] 基于物理的隐式粘性[82]

稳定性 *** * ***** *****
视觉真实性 (精确性) * *** *** *****

迭代收敛速度 － － ***** *****
仿真效率 ***** ** *** ****
其他缺点 无法模拟大粘性流体 不适宜模拟大粘性流体 粘性系数无物理意义 －

注: *越多越优
 

 2.3   表面张力

在人们的工作生活中, 流体的表面张力作用随处可见, 比如叶子上的露珠、滴落的水滴、高出水杯杯壁的液

面等. 在模拟小尺度的流体时, 表面张力的作用会对流体运动形态有非常大的影响, 此时就要对流体施加表面张力

作用 (图 8). 流体表面张力产生的原因是由于构成流体的分子间存在吸引力. 处于流体内部的分子由于会受到来

自各个方向的分子的吸引力, 因此处于受力平衡的状态; 而在流体表面附近的分子, 只能受到来自流体内部方向的

分子吸引力, 导致流体表面附近分子会受到一个总是指向流体内部的合力, 即表面张力, 并迫使流体表面积趋于最

小化. 使用 SPH法模拟流体表面张力作用方法可以划分为 3类: 第 1类是通过流体表面曲率计算表面张力的方法 [131],
第 2类是计算自由表面能量函数的方法, 第 3类是基于流体内部粒子相互作用力的方法. 以下是两种方法研究工

作的叙述与讨论, 3类方法的对比见表 4.
  

(b) 文献[68] (c) 文献[65](a) 文献[133]

图 8　表面张力作用下的流体
 
 

表 4    SPH表面张力算法的比较 

方法
通过流体表面曲率计算表面

张力的方法[83]
计算自由表面能量函数

的方法[65] 基于流体内部粒子相互作用力[132]

仿真效率 ***** ***** ***
稳定性 ** ***** ***

能够模拟的其他作用 无 无 非互溶液体混相、固体与液体间吸附作用等

注: *越多越优
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● 通过流体表面曲率计算表面张力的方法. 流体的表面张力作用会使流体表面曲率趋向于最小, 因此可以

流体表面的曲率信息求出流体的表面张力作用 [131]. 这一类方法较为简单的实现方式是 CSF (continuum surface
force) 法 [83], 该方法通过计算流体自由表面的法向量来获取流体表面的曲率, 进而求出表面张力作用. 为了进

一步提高表面张力作用的视觉真实性, Yang等人提出了重构流体表面网格后, 在表面网格上计算表面张力的

方法 [133,134].
● 计算自由表面能量函数的方法. 由于 CSF法 [83]求解过程中使用到了二阶邻域, 这一方法在粒子邻域不充足

时会非常不稳定, 因此 He等人引入了自由表面能量函数 (Helmholtz free energy functional)[65,68]来计算流体表面张

力. 该方法具有非常好的鲁棒性, 能够有效应对粒子邻域缺失问题.
● 基于流体内部粒子相互作用力 (inter-particle interaction force)的方法. 该方法中, 流体自由表面附近的粒子

会受到流体内部粒子 Pairwise力的牵拉, 使流体整体表现出表面张力的作用. 虽然该方法要使用更大的支持域半

径, 会引入更多的计算量, 但其不仅可以实现流体表面张力的特性, 并能够实现流体与其他材料间吸附作用的模

拟. 这类方法最早由 Becker等人提出 [73], 之后 Akinci对这一方法进行了改进 [135], 改进后的方法引入了新的函数

作为粒子间 Pairwise力计算的权重函数 (图 9), 当粒子的间距较近时, 其间的 Pairwise力表现为排斥力, 可在一定

程度上削弱粒子拉伸不稳定问题. Tao等人 [132]在 Akinci等人工作 [135]的基础上, 进一步提出计算粒子分布的各项

异来修正吸附力的计算方法提高了流体表面张力现象的仿真质量.
  

1.0

0.5

0

−0.5
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

r (h)

−1.0
文献[133]

文献[136]

(a) Pairwise 力函数曲线 (b) 文献[133] 方法模拟的流体

图 9　基于流体内部粒子相互作用力的表面张力
 

上述两类表面张力的计算方法相比较, 通过流体表面曲率计算表面张力的方法 [65,68]具有更高的计算效率; 而
基于流体内部粒子相互作用力的方法 [132]能够模拟的现象和过程更加丰富, 比如不互溶液体的混相、流体与固体

之间的吸附作用等. 表 4是两种表面张力方法特点的比较.

 2.4   其　他

受限于 SPH不可压缩性、表面张力等计算步骤的精确性问题, 在某些特殊场景中, 为了保证视觉真实性, 有
时需要增加额外的计算来生成更多的流体运动细节. 比如: 流体的湍流, 水面的涟漪等, 以下是这两方面研究的

讨论.
● 湍流. 在消除掉流体的速度散度误差后, 理论上流体依然会保留有角动量 [136]. 但受限于 SPH法计算精

确性不够高的问题, 流体的角动量并不能稳定地保持, 造成流体湍流等运动细节丢失. 为了使大场景快速运

动的流体能够产生更丰富、生动的运动细节, Bender等人提出了一种基于“微极流体模型” (micropolar fluid
model) 的方法 [102], 该方法可将流体的部分线动量转化为角动量进而产生湍流 (图 10). 在此项研究之后 ,
Wang等人发现“微极流体模型”方法会引起动能的正反馈, 导致流体在运动过程产生过多不稳定的噪声, 而
更合理的方法应该是恢复流体原本就存在但被耗散掉的角动量. Wang等人基于该策略, 稳定地增加了流体

运动细节 [137,138].
● 表面张力波. 表面张力波是流体的一种常见现象, 比如: 石头落入水中时, 水的表面产生的涟漪等. 表面张力

波这种高频运动很难使用 SPH不可压缩性求解或表面张力求解获得, 因此 Yang等人提出了一种将高频密度变化

转化为流体表面张力能量变化的方法, 可逼真地生成流体表面张力波 (图 10)[105]. 
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(a) 文献[102] 方法得到的湍流 (b) 文献[105] 模拟的表面张力波

图 10　文献 [102]方法得到的湍流与文献 [105]模拟的表面张力波
 

 3   数值不稳定问题的改善方法

SPH 法流体模拟方法中存在着较多的数值不稳定问题 [85], 其中部分数值不稳定问题会导致流体仿真过程出

现严重的视觉伪影, 影响仿真的视觉真实性. 这类不稳定问题具体包括: (1)导致流体粒子发生团聚等严重视觉伪

影的拉伸不稳定问题; (2) SPH法的插值计算不易实现一阶精度的问题; (3)不同求解步骤之间会发生相互干扰的

问题. 以下是这些不稳定问题应对方法的讨论.

 3.1   拉伸不稳定问题

拉伸不稳定问题是拉格朗日粒子法中普遍存在且难以处理的一类数值不稳定问题. 当流体处于拉伸状态下,
这一问题会使粒子错误地团聚, 引入非常严重的视觉伪影 (图 11 (a)), 严重影响流体模拟的视觉真实性. 而且 SPH
法中物理量及其微分量的计算都基于相同的粒子上进行, 而这会引入零能问题 (图 11(b)), 使拉伸不稳定问题的影

响进一步加剧 [105].
  

(a) 拉伸不稳定问题 (b) 零能问题

流体粒子

力场

(a.1) 初始

(a.2) 正确的拉伸状态

SPH 粒子

(b.1) 由粒子携带物理量 A 计算物理场
梯度 ∇A

(b.2) 物理梯度 ∇A 存储在了错误的位置
(a.3) 拉伸不稳定

∇0.5A

A1 A2 A3

∇1.5A

∇0.5A

A1 A2 A3

∇1.5A

存储物理场梯度 ∇A 的正确位置

图 11　SPH的拉伸不稳定问题与零能问题
 

拉伸不稳定问题产生的原因, 是由于在处于拉伸状态下的粒子其吸附力会随着距离的减小而错误地增大. 目
前在工程领域的研究中, 已有能够削弱 SPH拉伸不稳定问题的方法, 比如采用物质坐标来进行各项插值计算的方

法 [85]. 但这类方法耗时、不稳定, 无法在三维空间快速高效地模拟大形变材料, 因此并未引入到 CG 领域的研

究中.
目前拉伸不稳定问题依然是 CG领域 SPH法的难点, 尚没有真正有效的解决措施. CG领域中应对此类问题

最常用的方法是将负压强截断或将压强取值整体抬高, 避免流场中出现压强取值为负的情况, 由于粒子间不存在

吸附力, 也自然不会有拉伸不稳定问题. 然而, 这类方法也同时破坏了流体很多运动细节特征, 导致 SPH法流体无

法稳定维持薄层、细丝等形态 [73,85,139], 造成 SPH法在模拟低粘性流体时, 其液滴的溅射过于夸张、不真实. 除此

492  软件学报  2024年第 35卷第 1期



之外, 也有研究者借鉴了欧拉法中的有限差分法来离散化压强梯度算子 [65], 或借鉴工程领域中的应力点 (stress point)
方法 [66]引入错列粒子 [140]来克服零能问题 [122], 但这一类方法对于抑制拉伸不稳定问题的作用较为有限, 正如

Belytschko 等人指出的: 只要在拉格朗日粒子上使用欧拉视角的核函数, 拉伸不稳定问题就不可能真正地解决 [141].
也有研究者尝试从提高仿真的视觉真实性方面而非数值计算层面去减小拉伸不稳定问题的影响, 即: 增强流

体的薄层、细丝状态下模拟的稳定性. He等人提出基于粒子位置分布的各项异性计算实现流体薄层、细丝状态

的检测, 并在这些位置上使用较小的支持域进行计算, 以使压强更多作用在薄层所在的平面上 [66]; Yang 等人提出

基于 Pairwise 力及其粒子位置各向异性修正矩阵来增强薄层形态的稳定性 [132]; Si等人则提出优化粒子分布、提

高表面附近密度计算准确性以及修正背景压强的方式维持流体薄层和细流形态 [69]. 这些方法都只能在特定情况

下恢复部分拉伸状态下流体运动细节, 并不能够彻底弥补负压强缺失或拉伸不稳定问题带来的影响.
尽管现阶段已经有了多种应对拉伸不稳定的问题的方法 [63,68,69,73,81,122,132], 但这些方法都只是规避了这一不稳

定问题的影响, 并未从根本上解决这一问题. 因此这些方法都只能避免粒子发生错误的团聚这类严重的视觉伪影,
但在模拟流体的拉伸、溅射、薄层形态时与真实的流体还有非常大的差别.

 3.2   插值精确性问题

标准 SPH法的插值计算精度较低, 一般难以实现一阶精度, 这对于流体模拟的视觉质量会有较大影响. 这一

问题的根本原因是 SPH核函数的归一化条件 (图 12(a))很容易被破坏: 当流体的粒子分布不均匀时, SPH核函数

归一化条件不能够被满足 (图 12(c)); 另外由于 SPH 法在边界附近的物理场不具有克罗内克函数 (Kronecker
Delta)属性 [37], 边界附近的粒子邻域缺失问题也会破坏这一条件 (图 12(b)). 图形学领域中, 针对这一类数值不稳

定问题也有较多的研究, 具体可划分为流体自由表面边界处理、固壁边界处理以及提高流体整体插值精性方法 3
方面.
  

(a) 流体内部的粒子均匀分布
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(c) 流体内部粒子分布不均匀(b) 流体边界附近位置
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图 12　SPH核函数归一化条件及其被破坏的两种情况
 

 3.2.1    自由表面处理方法

由于粒子邻域的缺失问题, 会导致自由表面附近粒子密度计算不准确, 进而影响仿真的视觉真实性. 针对这一

问题, Schechter提出了在流体表面附近均匀地布设气体虚粒子的方法来提高仿真质量 [84], Si等人提出根据流体表

面粒子的邻域平均数量和内部粒子邻域平均数量之比修正流体密度计算 [69], 以及使用水平集 (level set)函数修正

表面附近的粒子密度 [142]. 这些方法都能够在一定程度上削弱自由表面附近粒子邻域缺失问题对视觉质量造成的

影响.
 3.2.2    固壁边界处理方法

固壁边界的处理方法相比自由表面边界更为复杂. 固壁边界实为流体与固体的边界, 在这一边界上不仅要解

决域缺失的问题, 而且还要在不引入严重计算误差的前提下避免流体穿入到固体中. 目前固壁边界有 3种实现方

法 (图 13), 以下是 3种方法的讨论.
固壁边界的常规处理方法是边界粒子法. 这一方法在固体域内均匀排布带有质量固体粒子 [66,82,143−146], 可以有
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效地避免邻域缺失问题, 提高插值计算精确性, 而且可以在一定条件下避免流体粒子穿入固体中. 在投影法中, 固
体边界粒子不仅要避免粒子邻域缺失问题, 还要用来施加泊松方程的诺依曼边界条件, 即认为固体边界粒子的压

强与其相邻的流体粒子压强相同, 并在此条件下求解流体粒子的压强 [112,124,147,148]. 投影法中这一边界条件若设置

的不合适则会引起粒子震荡严重影响仿真质量.
  

固体 流体 固体 流体

固体 Map

d
hh

固体

固体部分贡献

(c) 半解析式边界方法[107]

固体边界面片

流体

(b) Map 方法[150](a) 固体边界粒子方法[143]

图 13　SPH法中 3种固壁边界的对比
 

离散的边界粒子在使用中会存在效率与精度之间取舍的问题, 更理想的固体边界应为连续形式. 在边界粒子

法中, 若边界粒子分辨率过低会影响计算精确性, 而分辨率过高也会导致过多的计算量和资源浪费. 针对这一问

题, 文献 [149−151] 提出了不使用边界粒子的固液边界方法, 通过预处理的方式将固体边界对于流体粒子的贡献

值存储在一个空间图表中 (map). 在进行模拟时, 边界附近流体粒子会根据其与边界的相对位置来查找 map中对

应位置的修正值, 并通过插值计算方式修正对应物理量的计算, 在保证计算的精确性的同时, 也提高了固壁边界附

近粒子计算的速度.
除上述两类方法外, 也有直接采用平面边界作为固壁边界的方法, 即半解析式固壁边界法. 为了能够直接使用

三角面片格式的物体模型作为流体仿真中的固壁边界, Fujisawa等人提出了直接使用三角面片作为固体边界的方

法 [152]. 该方法根据粒子邻域中固体三角面片的面积来修正 SPH核计算; 为了使该方法能够应对复杂形态的固体

边界, Chang等人进一步改进了该方法 (图 14)[107]; Winchenbach等人提出了直接使用有向距离场作为固体边界的

方法 [5], 使其能够与自适应分辨率 SPH法结合使用 [114]. 相比其他方法, 半解析式边界无需 [5,107,152]进行预处理, 可
使用常见面片形式的几何文件直接作为固体边界来进行模拟计算, 非常易于使用. 而且这类方法在复杂、锋利形

状的固体边界附近也能保证计算的精确性.
  

图 14　文献 [107]中使用三角面片作为流固边界得到的模拟结果
 

总结. 使用边界粒子的固壁边界方法 [66,82,143−146]其原理和实现方法都较为简单, 但该方法的计算效率和易用性

较差. 而基于Map的方法 [150,151]虽然计算效率更高, 且结果更精确, 不会在固壁边界附近产生严重的视觉伪影, 但
该方法需要在仿真初始化阶段花费大量的时间用于计算 Map, 很不便于使用. 相较之下, 半解析式固壁边界

法 [5,107,152]则不存在这些问题, 无需进行预计算也能够获得较高的计算效率和精确性, 但这类方法的编程实现过程

较为繁琐. 后文表 5是 4种固壁边界实现方法特点的比较.
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表 5    SPH流体固壁边界施加方法的比较 
方法 边界粒子法[66,82,143,144−146] 固体Map方法[150,151]

半解析式固壁边界法[5,107,152]

精确性 (能否处理尖锐的固体边界) *** ***** *****
内存开销 * *** *****
预处理 *** * *****
仿真效率 * *** *****

程序实现难易度 ***** *** *
注: *越多越优
 

 3.2.3    提高流体整体插值精确性的方法

保证流体整体 SPH核函数归一化条件方法目前主要有两种, 一类是小幅度修正粒子位置, 迫使粒子分布均匀

的方法 [65,153]; 另一类是引入更先进的插值计算策略的方法, 比如: 通过构建隐式方程的方式来的修正 SPH核函数

的权重, 保证 SPH核函数的归一化 [67]; 引入移动最小二乘法保证插值的精确性 [113]等, 两种策略都能够显著提高插

值精确性, 进而提高流体模拟的视觉质量.

 3.3   求解步骤间的干扰

出于提高效率的考虑, SPH流体模拟方法普遍基于算子分裂法来构建, 即: 将 NS方程 (公式 (1))拆分成不可

压缩性作用 (压强作用)、粘性作用和质量力作用的 3个独立微分方程, 分阶段地求解、更新流体速度场. 然而这

一策略会使不可压缩性和粘性不能同时作用于流体, 引起不可压缩性与粘性之间的相互干扰, 在模拟大粘性流体

时会引入严重的错误. 粘性系数与时间步长的取值越大, 这一数值问题会越严重.
为了提高大粘性流体仿真的视觉真实性, 有研究者针对不可压缩性与粘性求解之间的干扰问题展开了研究.

Peer等人提出了通过重建速度场的方式, 直接削弱剪切形变速率, 进而实现流体粘性的求解 [109,110]. 由于该方法在

重建速度场的过程中也同时削弱了速度散度误差, 因此在施加粘性作用的同时也保证了不可压缩性. 这一方法虽

然能够有效避免粘性、不可压缩性间的冲突, 但在重建速度场的过程中引入了严重的数值耗散, 整体上反而降低

了粘性流体的仿真质量. 针对这一问题, Liu等人则借鉴欧拉网格法中的 SIMPLE算法 [154], 首次在 SPH法中实现

了可收敛的粘性-不可压缩性迭代算法 [79]. 该方法严格基于 NS方程 (公式 (1))和无散度条件 (公式 (2))推导得到

压强求解器和粘性求解器, 通过对两种求解器进行若干次整体迭代的方式 (图 15), 快速削弱粘性与不可压缩性间

的干扰, 进而提高粘性流体模拟的稳定性. 如图 16所示, 该方法模拟的粘性流体具有更锋利、更丰富的表面细节

以及更稳定的形态. 上述两类方法特点的对比如表 6所示.
  

u*i ui
n+1

粘性求解

(a) SIMPLE 迭代示意图 (b) 随着迭代次数增加, 流体的形态逐渐稳定

不可压缩性求解

SIMPLE 迭代

图 15　基于 SPH的 SIMPLE迭代算法图示 [79]

  

图 16　文献 [79]的部分结果 
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表 6    SPH粘性-不可压缩性间冲突的解决方法 
方法 重建速度场的方法[109,110] 基于SPH的SIMPLE迭代算法[79]

计算效率 ***** ***
视觉真实性 *** *****

方法是否具有物理意义 否 是

注: *越多越优
 

求解步骤之间的相互干扰问题在流体仿真中很常见. 它既存在于同一种材料的不同求解步骤之间, 也存在于

不同材料之间的耦合模拟之间, 比如: 粘弹性流体中的粘性、弹性不可压缩性间的冲突, 流固耦合场景中流体不可

压缩性与固体的运动间的冲突等. 这类问题在欧拉网格法中已有较多的研究成果 [155−158]. 从数值计算的角度考虑,
解决这类问题的理想策略是建立包含多个过程的统一的方程组, 但受限于 SPH法粒子间邻域关系的不确定性, 这
类方案在 SPH 法中常难以实现. 因此 SPH 法解决这类方法更推荐使用对不同求步骤进行整体迭代的策略 [35,79].

 4   仿真效率提高方法

某些应用场景, 如游戏、虚拟现实、元宇宙等, 需要流体模拟能够实现实时. 因此如何提高 SPH法流体模拟

的效率, 降低其计算时间和计算空间, 也是 SPH法研究的重点之一. 虽然现阶段模拟大场景流体时 SPH法尚不能

达到实时, 但相比于传统的 SPH法, 目前已有较多提高算法效率的技术手段, 比如: 更快、更省空间的邻域查找方

法, 自适应分辨率 SPH 法、异步 SPH 法、使用并行加速策略的方法以及与数据驱动方法融合的策略等. 本节将

对这方面方法和相关研究进行归纳和讨论.

 4.1   邻域查找算法的优化

由于 SPH 法中的各项插值计算步骤均会使用到各粒子的邻域粒子, 因此每一个仿真步中均需要进行邻域粒

子查找以用于后续的计算. 但邻域粒子查找计算的时间和空间开销较高, 使得这一计算过程成为了制约 SPH法效

率提高的瓶颈之一. 因此提高邻域查找算法的效率是 SPH算法优化方面的重要研究内容, 这一方面的研究内容如

下, 相关方法的比较见表 7.
  

表 7    SPH邻域查找计算的优化方法 

方法 KD树法[116]
均匀网格法[159] 多层数据

结构[160,161]
粒子索引

排序[162]
粒子索引压缩

存储[163]
动态邻域

半径[78]

邻域查找速度 *** **** **** ***** － ***
内存消耗 *** **** **** *** ***** ****

能否与可变分辨率SPH法适配 是 否 － － － －

能否使用GPU加速 否 是 － － 是 －

整体仿真效率 *** **** **** ***** **** ****
注: *越多越优
 

● 降低邻域查找时间开销的方法. 实现邻域粒子查找最直接的方法, 是遍历所有问题域内粒子的空间位置来

查找粒子的邻域, 但这种策略的复杂度很高. 为了加快邻居查找的速度, 一种有效的方法是将粒子按照空间位置进

行分组, 由此进行邻域查找时无需遍历全部粒子, 只需查找若干分组中的粒子即可. 目前常用的粒子分组策略有两

类, 即 K-D树法和均匀网格法. 其中 K-D树法主要应用在可变分辨率 SPH法中, 但该方法较难使用 GPU并行加

速 [116]. 均匀网格法是在仿真域内划分出均匀的网格, 并根据粒子所在位置将其划分到对应网格中. 这种分组策略

易于实现, 适于进行 GPU多线程加速 [159]. 此外, 如果能够根据空间位置对粒子在内存中的存储位置进行排序, 邻
域查找的计算速度可以进一步提高. 其原因是这种存储方法可显著提高邻域计算的缓存命中率 [162].

● 降低邻域查找空间开销的方法. 均匀网格法中大部分的网格仅包含有少量粒子或不包含粒子, 这些网格会

造成存储空间的浪费, 目前这一问题的应对方法是建立包含有哈希表和网格的二级或多级数据结构 [160,161,164] 来取
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代原均匀网格, 以降低算法的空间开销. 此外, 为了减小粒子邻域列表的内存消耗, 可以使用偏移量代替粒子索引

的方式对邻域列表进行压缩存储 [163].
● 减少邻域粒子数量的方法. 为了避免邻域粒子数量不足引入的错误, 常规的方法是增大粒子邻域半径确保

每个粒子的邻域粒子数量足够多, 但这也会导致流体内部的粒子邻域数量过多引入多余的计算. 针对这一问题,
Winchenbach等人提出了一种动态调整粒子邻域半径范围来获得固定数量的邻域粒子的方法 [78], 该方法可以在保

证模拟稳定性的同时, 尽可能减少总体的邻域粒子数量, 进而提高计算效率.

 4.2   自适应分辨率 SPH 法

自适应分辨率 SPH 法是在流体不同区域内使用不同尺寸粒子的方法. 较高的粒子分辨率可以改善流体模拟

的视觉质量, 但也会显著增加计算量. 如果能够在流体表面附近位置使用高分辨率的粒子来保证流体模拟的视觉

质量, 而在其他位置使用低分辨率粒子来减轻计算的负担, 则理论上可以在保证一定视觉真实性的同时显著降低

仿真场景中的粒子数量, 进而提高模拟计算的效率. 这种自适应分辨率方法最早由 Adams等人提出 [116], 然而该方

法中的粒子分裂、聚合很容易引起严重的错误导致仿真崩溃, 针对这一问题, Solenthaler等人提出了一种双分辨

率 SPH方法. 该方法根据流体各位置与其表面边界的距离, 将流体划分为高分辨率区域和低分辨率区域, 并使用

了两种分辨率的粒子进行模拟 [165]. 该方法的粒子分裂、聚合方式相对简单, 且高、低分辨率交界区域的物理量计

算方法引入的错误更小. 然而该方法中的粒子只有两种相差不能过大的尺寸, 因此对于流体计算效率的提升的幅

度较为有限. 为了进一步提高效率, Orthmann等人提出了多分辨率自适应 SPH方案, 同时引入了不同尺寸粒子物

理量插值计算的平滑化方法, 有效提高了该方法的稳定性和适用性 [166]. Winchenbach等人改进了自适应分辨率的

方法, 使粒子尺寸可以连续的变化, 更大的粒子尺寸范围以及更精细的粒子尺寸划分使得仿真效率得到进一步的提高 [117].
为了有效削弱因粒子分裂过程引入的错误, Winchenbach等人进一步提出了带约束的密度误差优化模型, 通过牛

顿法迭代修正分裂后粒子的质量、位置, 有效提高了自适应分辨率 SPH法的稳定性 (图 17)[114].
  

图 17　自适应分辨率 SPH法 [114]
 

总结. 尽管自适应分辨率 SPH法能够大幅度降低流体模拟的时间和空间开销, 但这一方法很难在 GPU上使

用, 而且粒子分裂、聚合过程中不可避免地会引入误差, 突然增、删的粒子会对模拟的稳定性造成严重影响, 因此

该方法有待于进一步的完善.

 4.3   异步 SPH 法

异步 SPH法是在同一个场景中同时使用多个不同时间步长进行仿真的方法. 模拟流体运动时, 使用大的时间

步长可以减小计算量, 进而提高模拟计算的效率. 但受制于 CFL (Courant-Friedrichs-Lewy)条件 [18], 仿真计算的时

间步长不能取过大值, 否则会导致仿真崩溃. 由于每个 SPH粒子的运动速度、受力情况都不相同, 因此各粒子可

使用的时间步长上限也并不相同. 为了保证稳定性, 模拟计算一般会取 CFL条件所允许的各粒子时间步长中的最

小值作为仿真整体的时间步长, 并依该时间步长进行各项物理量计算和渲染输出, 因此流体的仿真效率常会被个

别粒子拖累. 针对这一问题, Goswami等人提出了一种多层次的时间积分策略 [167], 该策略将流体划分为多个区域,
每个区域都使用不同的时间步长, 不同区域的粒子之间通过插值的方式实现同一时间标定下的相互作用. 由于每

个粒子的时间步长上限只能在局部产生作用, 因此可提高整体的模拟效率. 在此之后, Reinhardt 等人进一步提出

了一种完全异步的 SPH仿真策略 [80], 这一策略中的每个粒子都可使用自己的时间步长进行各项计算. 如图 18所
示, 该方法通过线性插值的方式在时间上回溯过去或预测未来各粒子的位置、速度, 进而进行实现各粒子的非同

步计算. 由于计算不再被个别粒子拖累, 因此该方法可进一步降低仿真任务的整体计算量. 在上述异步 SPH法的

实现中, 流体的不可压缩性求解均基于WCSPH法实现, 为了进一步提高仿真时间步长上限, Goswami等人 [168]提

出了将异步 SPH法与 Solenthaler等人的 PCISPH[118]结合的策略. 为了能够增强高速运动流体的仿真质量, 同时不
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引入过多的计算量, Gao等人则提出引入 K-means聚类的方法将具有高频运动特征的流体粒子识别出来 [169], 然后

再结合异步 SPH仿真策略来实现流体的快速仿真.
  

(b) 粒子的邻域关系(a) 异步 SPH 法的插值方法

p4

p4

p3

p3

p2

p2

p1

p1

图 18　异步 SPH法 [80]
 

总结. 目前, 异步 SPH法在使用中还存在着诸多局限性: 首先, 该方法在回溯或的预测粒子位置和速度时, 会
不可避免会引入误差和数值耗散; 此外, 该方法也难以使用 GPU进行加速.

 4.4   并行计算

SPH流体模拟过程若能够使用并行计算策略, 则可以显著降低模拟的时间开销. 目前 SPH流体模拟的并行计

算方法主要有两类, 一类是使用分布式计算的方法 [170], 另一类是基于 GPU的方法. 相比之下, 使用 GPU并行加速

策略可以在 PC 上甚至移动端设备上大幅度降低流体模拟的时间开销, 而且随着 GPU 硬件的逐渐普及与其配套

开发套件的日趋完善, 并行化 SPH算法的开发与推广的难度也相应地降低. 如何利用 GPU优势来优化 SPH流体

模拟技术实现方式, 也自然成为了 CG界的潮流之一 [159,161,162,166,171−175]. 然而受限于 GPU硬件特性, 基于 GPU并行

化的 SPH流体算法开发也存在着一些问题: 首先, GPU的内存 (显存)一般较小且很难进行扩展, 这会对模拟场景

中的粒子数量规模有一定限制; 其次, 频繁的 GPU内存重分配以及与 CPU之间的数据传输会显著地增加计算时

间; 此外, 很多方法很难在 GPU上使用, 比如自适应分辨率 SPH法、异步 SPH法等.

 4.5   与数据驱动方法的结合

数据驱动方法特别是深度学习方法近些年迅猛发展的同时, 也在广泛、深入地影响着物理仿真领域的发展.
目前已经有相当多的研究使用了机器学习算法来协助物理建模 [176], 快速求解微分方程 [177−181], 改善刚体、流体、

弹性材料及其耦合模拟计算效率或视觉质量 [182−189]. 流体仿真计算的本质是求解一系列偏微分方程或施加约束的

过程, 这些计算过程较为繁琐、耗时. 如果能够使用数据驱动算法替代部分流体仿真计算, 则理论上可以显著提高

流体仿真的计算效率 [184]. 因此, 有较多的研究工作集中在这一方向上.
欧拉网格法与数据驱动结合的策略当前有较多研究报道 [180,185,190−198]. 但由于 SPH法的拉格朗日视角、简单

高效的仿真策略以及其类似于卷积的插值计算方法等特点, 使得 SPH法与数据驱动方法的结合方式与欧拉法有

非常大的区别, 以下是相关研究的讨论.
● 随机森林: Ladický等人发现 SPH 法中粒子运动可被视为回归问题, 因此他们提出了使用随机森林来预测

SPH流体粒子运动的方法 (图 19(e)). 该方法中包含了一个表示 SPH流体粒子所受到的压强、粘性力、表面张力

以及不可压缩性约束特征向量, 基于此向量可学习、预测粒子的速度和位置变化, 进而在大时间步长下模拟流体

粒子的运动, 相比经典的 SPH法其计算效率显著提高 [199].
● 可微神经网络: Schenck等人发现 SPH法流体仿真过程可以实现与深度神经网络直接对应, 其网络参数甚

至可直接对应于 SPH流体粒子的粘性、吸附力等参数, 因此可以构建出完全可微的用于模拟流体的深度神经网

络模型 (图 19(a))[200]. 该方法不仅能够用于模拟与 PBF法类似的流体运动和流体-刚体的耦合, 而且可以从数据中

直接识别出流体的物理参数.
● 卷积神经网络: 与使用固定空间网格的欧拉法不同, SPH法中的粒子是拉格朗日视角下可自由运动的粒子,
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因此不适于直接套用卷积神经网络方法. 但 SPH法中的插值计算与卷积计算十分相似, 因此 Ummenhofer等人则

提出将 SPH法与卷积神经网络相结合, 构建了一种新的基于卷积神经网络的可为流体模拟器 (图 19(b))[201]. 相比

之前的方法, Ummenhofer等人的方法不仅具有更快的计算速度, 而且精度也明显提高. 而 Tumanov等人提出将粒

子预先插值到空间网格上, 再使用卷积神经网络预测流体运动的方法 (图 19(c))[202]. 这一方法使用了原本用于处理

图像超分辨问题的亚像素卷积技术 [203], 因此不仅能够从网格中恢复出粒子的运动, 而且易于在仿真质量与计算效

率之间进行取舍. 实验证明该方法模拟与 PBF 法 [4]类似流体运动时, 可以获得比 GPU 加速的 PBF 流体算法快

200倍的计算速度.
  

(a) 可微神经网络[200] (b) 卷积神经网络[201] (c) 亚像素卷积神经网络[202] (d) 图网络[203] (e) 随机森林[199]

图 19　数据驱动方法与粒子法流体仿真技术的结合
 

● 图网络: SPH法也可以与图网络方法结合 [182,183], 比如 Sanchez-Gonzalez就提出将粒子流体模拟视为图网络

中的信息传递 (message-passing)过程 (图 19(c)). 该网络中的节点可被视为粒子, 而节点之间边则对应于粒子间的

相互作用. 这种基于图网络流体模拟器的计算速度可能不如上述几种方法, 但它能够模拟相对较为复杂的场景, 比
如流体与刚体、形变体之间的耦合等 [204].

除上述使用数据驱动算法替代 SPH 法中流体计算过程的研究外, 也有研究者尝试从应用的角度借助数据驱

动算法来优化流体仿真技术. 比如, 为了实现游戏玩家与可移动平台上的 SPH流体实时交互, Stanton等人提出了

通过获取玩家的游戏数据建立流体运动状态图的方法 [21]. 该方法通过访问状态图来预判玩家最可能遇到流体状

态, 然后使用 SPH流体预计算这些流体状态, 进而显著提高玩家的游戏体验. 此外, 也有研究者提出了直接从流体

特效动画中的流体表面识别粒子并预测流体运动的方法 [205,206]. 该技术可简化基于数据驱动的流体模拟器的训练

过程, 使其更易于使用.
讨论. 尽管目前已有较多的 SPH法与数据驱动方法结合的研究, 而且这些方法都表现出较高的仿真计算效率,

但这些方法也存在着非常严重的问题. 首先, 在这些方法不适于模拟较复杂或较极端的场景, 其相关研究报道中的

测试场景也都过于简单, 且规模很小. 一旦仿真场景中出现了训练数据未涵盖的情况, 仿真就很容易产生严重的视

觉伪影, 甚至导致仿真崩溃. 其次这些方法中的参数调整较为繁琐, 调整流体的性质、参数或场景后常需要对模型

进行重新的训练, 这一问题也会严重限制其应用. 此外, 这些方法模拟流体的精度较低, 在生成流体仿真数据过程

中易产生视觉伪影或不稳定的问题. 综上所述, 虽然基于数据驱动的流体仿真方法发展迅速且具有优异的计算效

率, 但目前还难以应用, 尚需要进一步完善.

 5   复杂场景的模拟方法

工作实践中, 流体与其他材料之间的耦合过程是十分普遍且常见的, 比如水面上行驶的船、雨水冲刷下的砂

砾、汤面中的汤与面条、空气中飘浮的肥皂泡等. 因此, 只能够生成流体特效的物理引擎功能过于单一, 难以适用

应用需求. 为此, 需要构建流体与不同材料的耦合以及常见的物理现象的模拟方法, 使 SPH流体模拟方法能够实

现复杂场景的模拟. 以下是这方面研究的讨论.

 5.1   流体与固体的耦合

流体与固体的耦合模拟可以分为两种, 一种是只考虑固体对流体单相作用的耦合, 这类方法被称为弱耦合, 而
另一种是要考虑流体与固体之间相互作用的耦合, 这类方法也被称为强耦合. 弱耦合问题相对简单, 只需要正确施
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加固壁边界条件即可. 相较之下, 流体与固体的强耦合问题的应对方法则比较复杂, 以下是流体-固体强耦合算法

相关研究成果的讨论. 相关代表性的方法见表 8[35,51,57–59,66,104,113,132,207–210].
  

表 8    SPH复杂场景的代表性仿真方法 

场景 流体-刚体耦合
流体-弹性体

耦合

流体-多孔

材料耦合
互溶流体耦合

不互溶流体

耦合
气泡与泡沫 相变 肥皂泡

空气对液体

的拖曳力

仿真方法 [35, 66] [58, 113] [51] [57, 208] [132] [104] [59, 210] [209] [207]
 

● 流体与刚体的耦合. 刚体的运动只有平移和旋转, 因此流体-刚体耦合的研究更多地集中在边界力的计算方

法上 [143,211]. 具体的研究内容有: Becker等人提出了基于预测-矫正策略的流体-刚体耦合模拟方法 [211]; Akinci等人

提出了在刚体表面上使用边界粒子采样, 通过计算流体粒子与边界粒子之间上的压强和摩擦力来实现流体与刚体

之间强耦合的方法 [143]; He等人在 SPH法中引入了用于存储应力的交错粒子, 便于准确地施加流体与刚体的各项

边界条件, 同时也简化了流体与固体间碰撞处理 [66]; Gissler等人提出了通过对流体、刚体各项计算进行整体迭代

等方式实现流体-刚体耦合模拟的策略 [35], 这种迭代策略可以显著提高流体-刚体耦合的稳定性 (图 20).
  

图 20　文献 [35]得到的部分结果
 

● 流体与弹性材料的耦合. SPH法不仅可以模拟流体, 也可以模拟弹性固体材料, 因此基于 SPH法的流体-弹
性材料间的耦合模拟也有许多研究 [47,48,53]. 近些年, Yan等人引入了基于形变速率而非形变梯度的固体本构模型,
并基于此模型构建了 SPH法下流体与弹塑性材料之间的耦合方法 [58]; Chen等人将 Yan等人的工作进一步引入到

了MLSRK框架下, 通过使用移动最小二乘法进一步提高了计算的精确性 [113]. 除上述完全基于 SPH法的流固耦

合策略外, 也有研究者提出了使用 SPH流体与其他方法模拟的弹性材料进行耦合的方法, 比如: Müller等人提出

的使用 SPH 流体与有限元法模拟的固体之间的耦合方法 [33]; Shao 等人提出的使用 PCISPH 法与 LSM 法的流固

耦合方法 [212]; Abu Rumman等人提出的使用 SPH流体与 PBD弹性固体实现耦合的方法 [213]等.
● 流体与多孔材料耦合. 海绵等多孔材料不仅具有弹性, 而且能够吸收水分. 因此, 多孔材料与水的耦合模拟

需要针对性的研究. 由于 SPH的传统方法在模拟多孔材料吸水、渗水过程中需要频繁删除、新增流体粒子以保

证质量守恒 [214,215], 实现过程较为繁琐. Ren等对此进行了改进 [51]. 在他们提出的方法中, 流体粒子使用虚相比例分

数来表征其是否处于多孔材料之内或在其边界附近, 不仅无需增删流体粒子, 且能够实现多种不同流体与多孔材

料之间的耦合.

 5.2   其他复杂场景的模拟方法

除流体与固体耦合模拟研究之外, CG领域中还有许多其他复杂场景模拟方法的研究 (表 8), 如下所述.
● 不同流体之间的耦合. 不同液体之间的耦合场景可以进一步划分为不互溶流体的耦合与互溶流体耦合两类.

不互溶流体间会存在明确的自由表面边界, 若两种材料的密度相差过大, 自由表面附近的相关计算会产生错误. 为
此, Solenthaler等人提出使用粒子数量密度计算来代替原 SPH法中质量密度以进行有效应对 [216]. 考虑到流体的吸

附力作用会对不互溶流体之间的运动产生影响, Yang等人提出 Pairwise力方法来进行相关模拟 [132]. 图形学领域

互溶流体耦合模拟方面的研究最早由 Ren等人提出 [56]. 该研究提出给每个粒子赋予一组相体积分数, 表示该粒子

含有不同液相的比例, 该方法不仅可以模拟互溶流体的混合、扩散过程, 还能够模拟化学反应生成新液相的过程.
之后, Yang等人引入了液相亥姆霍茨自由表面能量 (Helmholtz free energy), 并结合 Cahn-Hilliard方程, 即可实现
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包括萃取、部分溶解 (partial dissolution)等复杂场景的模拟 [57]. 近些年, Jiang等人又进一步在 Yang等人的方法中

实现了流体速度场的无散度条件约束, 提高了模拟稳定性 [208].
● 流体内的气泡与泡沫. 流体内部的气泡和表面的泡沫对于流体模拟的视觉真实性有较大的影响. 针对这一

问题, Cleary等人提出了快速模拟啤酒等液体中泡沫的生成、碰撞、拖拽、合并等过程的方法 [217]; Ihmsen等人提

出了在大场景流体的浪尖、动能最大点等合适位置上生成气泡、泡沫的方法, 可在不引入过多计算的前提下大幅

度提高视觉真实性 [104].
● 相变. 相变是指同一种材料从一种相转变为另一种相的过程. Yang等人提出了液相与固相转变过程的模拟

方法 [59]; Hochstetter等人提出了水蒸发、冷凝过程的模拟方法 [210].
● 肥皂泡. 受限于数值不稳定问题, SPH 法很难稳定地模拟肥皂泡. 为了规避难以处理的肥皂泡液体薄膜,

Yang 等人提出将肥皂泡视为内部填充气相粒子的实体, 同时在肥皂泡表面位置包覆气液混相粒子 [132]; Wang 等
人 [209]提出使用浅水方程法 [42]来描述肥皂泡厚度, 并基于包含有表面张力作用的 NS方程以及WCSPH 法构建了

肥皂泡等薄层形态流体的仿真方法. 该方法能够保证肥皂泡薄膜的稳定性, 并生动地模拟肥皂泡的形变、分裂与

合并、表面张力波、破裂以及一些其他肥皂泡特有的现象 (图 21).
  

(d) 肥皂泡的模拟[215]

(a) 气体对液体的拖曳力模拟[207]

(b) 液体与液体的耦合模拟[208]

(c) 液体相变的模拟[209]

图 21　复杂场景模拟

刘树森 等: 光滑粒子流体动力学流体仿真技术综述 501



● 空气对液体的拖曳力. Gissler 等人 [207]提出了无需对液体快速施加空气拖曳力的方法, 不需要使用气体粒

子, 而是根据液体的速度及其形变速率直接计算液体表面粒子受到的空气拖曳力, 能模拟出空气中快速运动流体

的形态变化 (图 21).

 5.3   复杂场景的统一仿真框架

SPH方法不仅能够模拟流体, 也能够模拟弹塑性材料、颗粒流等材料, 以及不同材料之间的耦合过程, 因此可

以构建完全基于 SPH法的统一仿真框架. 基于 SPH法的统一仿真框架需要包含尽可能多的材料、现象、过程的

仿真方法, 同时也要具有较好的稳定性, 近些年此方面研究也有较多的成果: Yan等人提出了包括流体、弹塑性材

料、颗粒流等材料以及溶解过程的统一仿真方法 [58]; Yang等人也进一步提出了包含流体、固体及其相变过程的

统一仿真框架 [59]; He等人在 SPH法中引入了近场动力学 (Peridynamics)理论, 构建了具有良好稳定性的粘弹性流

体以及弹塑性固体的统一仿真框架 [48]; Chen 等人在 SPH 法中引入了 MLSRK (moving least square reproducing
kernel)理论, 构建了包含固体材料浸润过程以及固体碎裂过程的统一仿真框架 (图 22)[113].
  

图 22　文献 [113]的部分结果
 

 6   总结与展望

为满足影视特效、数字孪生、虚拟现实、元宇宙的迫切需求, 近些年 SPH流体仿真技术正在快速地发展, 并
产生了大量的研究成果. 本文从流体基本物理特性模拟方法、稳定性、计算效率以及复杂场景模拟等几方面对近

些年 SPH法的研究成果进行了总结、讨论. 基于本文的调研和分析, 未来这一技术的发展方向依然会围绕效率、

稳定性、适用性等方面继续深入. 可能的研究内容包括以下几方面.
● 效率优化: (1) GPU 能够显著降低 SPH 法模拟的计算时间, 因此 SPH 流体模拟算法需要针对 GPU 进行更

深入的优化, 此外类似于自适应分辨率、异步法等加速策略需要能够运行在 GPU上才具有应用价值, 这方面的研

究也有待于进一步完善; (2)不可压缩性求解、粘性求解等步骤需要花费较多的计算时间, 如何在保证其计算精度

的同时提高其迭代收敛速度、尽可能提高可以使用的时间步长上限, 是需要进一步研究的; (3) SPH法中的邻域查

找过程是 SPH法效率提高的瓶颈, 对于邻域查找策略及其数据结构方面的优化需要持续地研究.
● 数值不稳定的应对方法: (1) SPH法目前依然严重受到拉伸不稳定问题困扰, 这一问题对于流体模拟的视觉

真实性有较大影响, 若能够在不引入过多计算的前提下有效地解决这一不稳定问题, 将会大力推进 SPH流体模拟

技术的发展; (2)流体相关计算中不同求解步骤之间存在相互干扰的问题, 欧拉网格法的相关研究已发现, 若能解

决这类问题则可以显著提高模拟稳定性以及视觉真实性, 然而, 在 SPH法中这方面的研究很少; (3)目前 SPH法的

计算精度较难实现一阶, 如何能够从边界处理方法、插值计算方法上提高 SPH法的精度而不引入过多的计算量,
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是未来重要的研究内容.
● 复杂场景的模拟方法: (1) 设计更简单、更高效、更稳定、包含更多种材料和更多现象的统一仿真框架将

会是 SPH法流体模拟技术的重要研究内容. (2)由于不同模拟方法具有不同优缺点, 因此建立 SPH法与其他方法

之间的耦合策略, 对于推动 SPH法流体模拟技术的应用有着重要的意义.
● 与数据驱动方法的结合: 深度学习等数据驱动方法与流体仿真的融合不仅能显著提高仿真计算效率, 而且

能够增强物理仿真技术的功能, 比如类似于“风格迁移”的流体仿真技术 [218]、增强流体某些视觉上的细节等 [196].
随着可微物理研究的发展、可微编程技术的逐渐成熟 [179,200,219−221], 这一类融合方法的效能将会进一步增强. 但现

阶段这一融合的方法还存在着很多问题, 比如计算不够精确, 容易产生视觉伪影, 功能过于单一, 难以同时应对不

同规模、不同物理参数、不同条件下的场景等. 这些问题妨碍了这一融合方法的使用. 因此, 如何解决这一融合方

法的通用性、易用性、精确性, 将是未来研究的重点.
● CG 领域研究对于工程领域的影响: 工程领域中关于 SPH 法的研究很深入, 因此 CG 领域中有非常多的技

术直接或间接借鉴了工程领域中的研究内容, 比如压强计算方法 [73]、投影法 [124]、自由表面处理方法 [105]等. 而
CG领域的研究起步较晚, 且少有能够显著提高数值精确性的方法, 因此工程领域中有关 SPH法的研究较少借鉴

CG领域的研究. 不过近些年 CG领域中有一些研究工作能够显著提高 SPH流体仿真的稳定性、实时性和通用性,
比如邻域查找的优化方法 [116,160,161,163,164]、并行计算 [170]、与深度学习技术的融合 [199,200]、复杂场景的仿真方法 [48,113]

等, 有可能在未来会对工程领域相关研究发展产生较大影响.
总之, SPH法流体模拟技术研究尽管已经取得了很多进展, 但还面临着诸多挑战, 有待进一步的探索.
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