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摘　要: 稀疏三角线性方程组求解 (SpTRSV)是预条件子部分的重要操作, 其中结构化 SpTRSV问题, 在以迭代方

法求解偏微分方程组的科学计算程序中, 是一种较为常见的问题类型, 而且通常是科学计算程序的需要解决的一

个性能瓶颈. 针对 GPU平台, 目前以 CUSPARSE为代表的商用 GPU数学库, 采用分层调度 (level-scheduling)方法

并行化 SpTRSV操作. 该方法不仅预处理耗时较长, 而且在处理结构化 SpTRSV问题时会出现较为严重 GPU线程

闲置问题. 针对结构化 SpTRSV问题, 提出一种面向结构化 SpTRSV问题的并行算法. 该算法利用结构化 SpTRSV

问题的特殊非零元分布规律进行任务划分, 避免对输入问题的非零元结构进行预处理分析. 并对现有分层调度方

法的逐元素处理策略进行改进, 在有效缓解 GPU线程闲置问题的基础上, 还隐藏了部分矩阵非零元素的访存延迟.

还根据算法的任务划分特点, 采用状态变量压缩技术, 显著提高算法状态变量操作的缓存命中率. 在此基础上, 还

结合谓词执行等 GPU 硬件特性, 对算法实现进行全面的优化. 所提算法在 NVIDIA V100 GPU 上的实测性能, 相

比 CUSPARSE平均有 2.71倍的加速效果, 有效访存带宽最高可达 225.2 GB/s. 改进后的逐元素处理策略, 配合针

对 GPU硬件的一系列调优手段, 优化效果显著, 将算法的有效访存带宽提高了约 1.15倍.
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Abstract:  Sparse  triangular  solver  (SpTRSV)  is  a  vital  operation  in  preconditioners.  In  particular,  in  scientific  computing  program  that
solves  partial  differential  equation  systems  iteratively,  structured  SpTRSV  is  a  common  type  of  issue  and  often  a  performance  bottleneck
that  needs  to  be  addressed  by  the  scientific  computing  program.  The  commercial  mathematical  libraries  tailored  to  the  graphics  processing
unit  (GPU)  platform,  represented  by  CUSPARSE,  parallelize  SpTRSV  operations  by  level-scheduling  methods.  However,  this  method  is
weakened  by  time-consuming  preprocessing  and  serious  GPU  thread  idle  when  it  is  employed  to  deal  with  structured  SpTRSV  issues.  This
study  proposes  a  parallel  algorithm  tailored  to  structured  SpTRSV  issues.  The  proposed  algorithm  leverages  the  special  non-zero  element
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distribution  pattern  of  structured  SpTRSV  issues  during  task  allocation  to  skip  the  preprocessing  and  analysis  of  the  non-zero  element
structure  of  the  input  issue.  Furthermore,  the  element-wise  operation  strategy  used  in  the  existing  level-scheduling  methods  is  modified.  As
a  result,  the  problem  of  GPU  thread  idle  is  effectively  alleviated,  and  the  memory  access  latency  of  some  non-zero  elements  in  the  matrix
is  concealed.  This  study  also  adopts  a  state  variable  compression  technique  according  to  the  task  allocation  characteristics  of  the  proposed
algorithm,  significantly  improving  the  cache  hit  rate  of  the  algorithm  in  state  variable  operations.  Additionally,  several  hardware  features  of
the  GPU,  including  predicated  execution,  are  investigated  to  comprehensively  optimize  algorithm  implementation.  The  proposed  algorithm
is  tested  on  NVIDIA  V100  GPU,  achieving  an  average  2.71×  acceleration  over  CUSPARSE  and  a  peak  effective  memory-access
bandwidth  of  225.2  GB/s.  The  modified  element-wise  operation  strategy,  combined  with  a  series  of  other  optimization  measures  for  GPU
hardware,  attains  a  prominent  optimization  effect  by  yielding  a  nearly  115%  increase  in  the  effective  memory-access  bandwidth  of  the
proposed algorithm.
Key words:  sparse triangular solver (SpTRSV); stencil computation; structured grid; GPU; heterogeneous parallel computing
 

稀疏三角线性方程组求解 (SpTRSV)是迭代方法预条件子步骤的重要组成部分 [1], 其中结构化 SpTRSV问题 [2]

是一类极具代表性的问题, 在计算电磁学、计算气象学、计算流体动力学等领域 [2−7]的应用十分广泛. 结构化

SpTRSV问题耗时较多, 往往是迭代方法预条件子步骤的主要性能瓶颈 [8]. 因此针对结构化 SpTRSV问题, 设计高

性能并行算法十分必要.
以 Summit[9]及 Sierra [10]等为代表的超级计算机平台, 采用 GPU作为异构加速卡部件加速迭代方法的绝大部

分运算操作. 针对 GPU平台, 目前 AMD的 ROCSPARSE[11]以及 NVIDIA的 CUSPARSE[12]等商用高性能数学库,
以分层调度 (level scheduling)方法作为并行求解 SpTRSV问题的主要手段. 该方法求解 SpTRSV问题之前需对输

入问题的非零元分布特点进行细致的预处理分析. 然而分层调度方法预处理步骤耗时较多, 导致分层调度方法的

整体加速效果出现明显下降 [13−15]. 对此, 部分研究工作 [13−15]采用简易直接的任务划分方式来避免预处理步骤引起

的开销, 但由于缺少数据依赖信息的支撑, 此类方法对计算任务的调度规划方面存在一定不足, 在性能上需要做出妥协.
另外, 现有分层调度方法多采用基于逐元素处理的非零元分配策略 [16,17]. 但结构化 SpTRSV问题由于非零元

数目稀少, 使用逐元素处理策略将导致大量 GPU 线程资源处于闲置状态, 进一步影响分层调度方法的加速效果.
由于结构化 SpTRSV问题的非零元分布与偏微分方程组问题的离散化方法之间关系紧密, 此类问题通常呈现出较

为规律的非零元分布结构. 目前已有一些针对特定异构平台的研究 [2,3,18], 通过利用这种非零元分布结构, 有针对性

地设计了结构化 SpTRSV问题的并行算法.
本文在现有工作的基础上, 构造了一种面向 GPU平台的高效并行结构化 SpTRSV算法, 其实测性能显著优于

分层调度方法, 而且该算法无需对输入问题进行任何预处理分析. 本文针对结构化 SpTRSV问题非零元数目较少

的特性, 对逐元素处理的分配策略进行了改进, 有效缓解了 GPU 线程资源的闲置问题. 此外, 本文还充分结合

GPU体系架构的特点, 对算法的实现进行了深度优化.

 1   背景介绍

 1.1   结构化稀疏三角线性方程组问题

稀疏三角线性方程组问题要求解的是下列形式:
Ax = b

x n×n b n×1问题的解向量   , 其中 A 是一个规模为   的稀疏三角矩阵,    为   的右端项向量. 假定 A 是下三角矩阵, 若其

对角元素不为 0, 可通过回代求解步骤:

xi← A−1
ii ·
(
bi −
∑

0⩽ j<i
Ai j · x j

)
,

xi

Ai [·] ,A j [·] ,Aa [·] (Ai [r+1]−Ai [r])

A j
[
Ai [r]+ j

]
Aa
[
Ai [r]+ j

]
计算解向量分量   的取值. 为节约存储空间, 稀疏矩阵多以行压缩格式 (compressed row, CSR)[19]存储. CSR格式包

括 3个数组   , 矩阵第 r 行包含   个非零元素, 第 r 行第 j 个非零元素的列下标和数

值分别为   及   . 本文中等式的索引下标以 0起始.
结构化稀疏三角线性方程组主要来源于采用规则网格离散方法 (如有限差分方法)求解的偏微分方程组 (PDE).
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X×Y ×Z

(x,y,z)

此类问题若采用 ILU(k) [1]等方法构造迭代方法的预条件子矩阵, 在迭代方法预条件阶段计算该矩阵的逆与向量乘

积的过程就是典型的结构化 SpTRSV问题. 结构化三角线性方程组问题 [2]指问题区域为规则网格的 PDE问题, 当
采用 ILU(k)等矩阵不完全分解方法 [1]生成的近似矩阵, 作为迭代方法的预条件子矩阵时, 所产生的稀疏三角线性

方程组问题. 由于每个网格点对应 SpTRSV 问题中的一个等式, 假设规则网格的维度为   , 记网格点坐标

为   , 方程组等式的行索引为 r, 网格点与等式之间存在如下对应关系成立:{
f (r) =

(
fx (r) , fy (r) , fz (r)

)
g (x,y,z) = x+ y ·X+ z ·XY

,

fx (r) = r mod X fy (r) =
⌊ r

X

⌋
mod Y fz (r) =

⌊ r
XY

⌋
其中,    ,    ,    .

f (·) x,y,z g (·) f (·)上式中函数   是从等式索引 (r)至网格点空间坐标 (   )之间的映射关系, 函数   是函数   的逆映射.

g(x,y,z)

xg(x,y,z)

结构化 SpTRSV问题的矩阵非零元分布与 PDE的离散化格式密切相关, 通常呈现较为规律的结构. 图 1展示了

与若干结构化 SpTRSV问题的非零元分布规律, 图中带有不同形状标记的网格点 (等式)均依赖于网格点   所

对应等式的解向量分量   . 对结构化 SpTRSV问题而言, PDE的离散化格式以及网格尺寸可视为已知条件.
  

Y

X

Z

7 点格式 (D3N7)

13 点格式 (D3N13)

27 点格式 (D3N27)

33 点格式 (D3N33)

g (x, y, z+2)

g (x, y, z)

g (x+2, y, z)

g (x, y+2, z)

图 1　部分常见结构化问题的非零元分布示意图
 

 1.2   GPU 体系架构

GPU在采用异构架构的超级计算机平台上是一种中常见的加速卡硬件, 可提供数量庞大的硬件线程资源. GPU
线程资源以流处理器 (stream multiprocessor, SM)为单元分组, 流处理器内部按 32个线程为一个线程束 (Warp)[20],
由硬件负责其执行调度. 流处理器通过总线互联. GPU 线程共享全局内存资源, 由于 GPU 全局内存带宽有限 [21,22],
GPU采用 L1+L2的缓存结构, 用于缓冲 GPU线程的读写操作, 减少实际产生的全局访存请求 [23,24]. L1级缓存不提

供数据一致性保证. GPU配备单独的纹理缓存, 用于缓冲只读数据, 其数据吞吐效率略高于 L1级缓存 [20].
目前比较新颖的 GPU微架构 [21,22], 已对访存弱一致性模型 [25]的各项特性提供了充分支持. 该模型允许 GPU
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线程对全局内存读取操作附加“获取 (acquiring)”语义 [26]. 经修饰的内存读取操作能够观察到其余 GPU线程对访

存目标地址的最新改动 [27]. 附带获取语义的读取操作可将目标操作数的最新副本, 推送至发起该操作的 GPU 线

程所属 L1级缓存 [26].
在同组线程束内, GPU线程在单位时钟周期内仅能执行一条公共指令. 条件跳转等分支语句可能导致组内线

程跳转至不同目标地址, 导致线程束发散 (warp divergence), 降低指令流水线的执行效率 [20]. GPU 架构的谓词执

行 (predication)功能可等价实现条件分支指令的功能, 适用于优化包含少量语句的条件体或循环体代码段 [28].

 1.3   采用逐元素处理策略的分层调度方法

分层调度算法 [29]是一类基于有向无环图 (directed acyclic graph, DAG)拓扑排序操作的并行 SpTRSV算法. 该

方法首先通过 DAG 描述方程组等式之间的数据依赖关系, 通过拓扑排序操作筛选出相互独立的方程等式, 将它

们分配至 GPU线程并行处理. 面向 GPU架构的特性, 现有研究 [16,17,30,31]已对分层调度算法进行了优化, 在其基础

上加入了逐元素策略, 以充分发掘 GPU硬件线程层面的并行性 (算法 1).

算法 1. 采用逐元素处理策略的分层调度算法.

(Ai [·] ,A j [·] ,A [·] ,b [·] , x [·])Level-scheduling    
S i ∈ {S }1 Generate levels    by  topological sorting.

P [·]← 0▷2     Clear the state variable.
S i ∈ S3 foreach level     do

si j ∈ S i do ▷4　 parallel-foreach equation    at warp level.
σt ← 0 ▷5　　     partial sum for each warp thread t.

A j [ek] of si j do ▷6　　 parallel-foreach off-diagonal     at warp thread level.
x[A j [ek] .▷ P

[
A j [ek]

]
.7　　　 wait for dependencies     spinning while-loop on  

σt ← σt +Aa [ek] · x [A j [ek]
]

8　　　   
9　　 end

x
[
si j

]
← DIAG

[
si j

]−1
·
(
b
[
si j

]
−WARP-REDUCTION[σt]

)
.▷ σt10 　    solve equation sij after reducing    .

P
[
si j

]
← 1.▷11　     update the state variable.

12　 end
13 end

 2   基于多级逐元素处理策略的并行结构化 SpTRSV 算法

 2.1   基于结构信息的任务划分方案

Qyz :=
[
g (0,y,z) ,g (X,y,z))

Qyz z Qyz Z Q (z) :=
{
Q0z,Q1z, . . . ,Q(Y−1)z

}
本文在结构化 SpTRSV问题的网格上进行粗粒度任务划分. 首先, 本文观察到结构化问题中, 行索引落入区间

范围   内的等式存在严格的串行数据依赖关系. 因此本文将行索引位于该区间范围内的等

式视作一个整体, 构成子任务   . 本文按   轴坐标, 将子任务   归为   个任务队列   .

Q(·) z Q(·)
y

D

本文按任务队列   的   轴坐标增序, 依次向各队列分配线程束资源. 在任务队列   内部, 线程束以动态调

度的形式, 从队列中获取要处理的子任务.    轴坐标较小的子任务具有更高的调度优先级. 本文的并行结构化

SpTRSV算法如算法 2所示, 其中   代表算法向每个任务队列分配的 GPU线程束数量.

算法 2. 本文提出的并行结构化 SpTRSV算法.

(Ai [·] ,A j [·] ,A [·] ,b [·] , x [·] ,X,Y,Z)Para-Structured-SpTRSV    
P′ [·]←−1▷1    clear the state variable.
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z← 02  
⌊z/D⌋ < Z3 while     do

Qyz ∈ Q (z) do ▷4　 parallel-foreach task     at warp level.
s ∈ Qyz5　　 foreach equation     do

x
[
A j [ek]

]
▷ P

[
fy (A j [ek]) , fz (A j [ek])

]
⩾ fx (A j [ek]) .6　　　 wait for dependencies     spinning while-loop testing  

s.▷7　　　 solve equation    with multistage element-based strategy (Section 2.2).
P′
[
fy (s) , fz (s)

]
← s.▷8　　　     for cache footprint reduction (Section 2.3).

9　　 end
10　end

z← z+111　 

12 end

 2.2   多级逐元素处理策略

算法 1中 GPU线程束每处理完一个等式, 后续非零元素与当前线程束内各线程之间的映射, 都将从标号为 0
的线程重新开始. 由于结构化 SpTRSV问题每个等式所包含的非零元数目较少, 标号较大的线程, 在计算过程中无

法获得任何非零元素, 始终处于闲置状态, 造成 GPU资源的浪费 (图 2). 为解决现有逐元素策略的线程闲置问题,
本文修改了上述线程和非零元素的映射关系. 算法 2将当前等式的非零元素映射至组内线程之后, 将继续把后续

等式的非零元素, 映射至余下处于闲置状态的线程, 这样每个线程都能够获得一定数量非零元素, 从而避免 GPU
线程闲置 (图 3).
  

Ai [r]

Ai [r] +0 Ai [r] +Nnz (r) Ai [r] +32

active idle

Aa [·] and Aj  [·] 

warp

Ai [r+1] Ai [r+2] Ai [r+3]

...

图 2　现有逐元素处理策略导致 GPU 线程闲置 (斜线阴影部分)
  

Ai [r]

Ai [r] +0 Ai [r] +Nnz (r) Ai [r] +32 Ai [r] +Nnz (r) +32

active

Aa [·] and Aj  [·] 

warp

Ai [r+1] Ai [r+2] Ai [r+3]

...

idle (prefetch) active (prefetch)

图 3　经改进的逐元素处理策略可避免 GPU 线程闲置
 

σtGPU线程的部分和   的计算:
σt ← σt +Aa [ek] · x [A j [ek]

]
.

A j [·] Aa[·] x [·]可拆分为 2 个阶段. 在第 1 阶段, 线程将会读取非零元信息   和   , 在第 2 阶段才会进行右端项   相

关的计算和内存操作. 前一阶段的全局内存访问的耗时较长. 本文采用多级处理的方式来隐藏访存开销. 多级处理

在现有逐元素处理策略的基础上, 加入了非零元信息的预取步骤. 本文利用少量 GPU寄存器资源, 构造了一个微

型数据缓冲队列, 用于容纳预取步骤的操作数并记录操作数的下标. 由线程束内部线程根据下标决定, 是否从缓冲

队列中提取非零元信息, 并进行第 2 阶段的计算. GPU 线程从队列中取出非零元素后, 将发起下一批次非零元信

息的预取操作. 因为非零元信息的预取操作与问题等式间数据依赖无关, 所以多级处理的非零元素访存和计算可

重叠进行, 能够隐藏非零元信息的访存延迟.

 2.3   状态变量压缩技术

P [·] P [·]SpTRSV算法使用若干变量   来标记等式的状态. SpTRSV计算开始前,    的初始值为 0, 算法得到分量
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x [s] P [s] x [·] P [·]
x [·]
 之后, 会将   的值设置成 1. GPU线程在访问分量   之前, 会通过检测   是否为 1 (算法 1第 2行), 来推

断   当前是否处于可用状态, 以维持 SpTRSV 问题的数据依赖关系. 当大量 GPU 线程以循环形式 (算法 1 第

7行), 反复访问状态变量时, 将引起频繁的缓存缺失, 进而产生大量全局内存操作请求. 而这些访存操作将与矩阵

非零元等关键访存操作, 争抢有限的 GPU访存带宽资源.
Y ×Z P [·, ·] x [·]

P [·, ·] x [s] P
[
fy (s) , fz (s)

]
s

x [s]

为解决访存带宽争用的问题, 本文采用一个维度为   的二维数组   来记录   的状态 (算法 2第 6行),
 初始值置为−1 (算法 2 第 8 行). 算法解出分量   之后, 会将状态变量   的值设置为   . GPU 线

程在读取   之前, 将通过测试如下条件:

P
[
fy (s) , fz (s)

]
⩾ s

x [s] 1/X

P′ [·]

判断   当前的可用状态. 本文提出的状态标记方法将状态变量的总数据量, 压缩至原有标记方法的   , 减少了

状态变量在算法工作集数据中的占比, 有效提高了状态变量操作的缓存命中率 (第 3.4 节). 因此算法得以大幅减

少和状态变量   有关的全局内存请求, 节省 GPU的访存带宽资源.

 2.4   针对 GPU 体系架构的进一步优化

Qyz

Qyz

处理子任务   的 for-each循环体 (算法 2第 5–9行)是热点代码段. 在现有方法 [13−17]中线程束每次获取的计

算任务较少, 对于循环内部非零元素计算进行优化的预期收益较少, 而且非零元素计算效率上的不足可以通过

GPU 硬件高并发的特性进行弥补, 因此循环体的优化对整体性能的影响十分有限. 本文提出的算法计算任务 

的粒度较大. 受限于 GPU的硬件设计, 线程束的指令/访存吞吐效率不高, 所以处理非零元素的循环体就会成为算

法性能的主要瓶颈. 本文结合 NVIDIA V100 GPU的硬件特性, 对该循环体进行了优化.
A j [·] ,Aa[·]

ld.global.∗
ld.global.nc.∗ A j [·] Aa[·]

首先, GPU线程通过前文构造的寄存器缓冲队列, 获取矩阵非零元的信息 (   ). 而且由于矩阵非零元

信息在计算过程中保持不变, 本文将缓冲队列预取操作中出现的全局内存取数指令 (   ), 替换成了相应无

数据一致性保证的版本 (   ), 把与   以及   有关的访存操作, 交由 GPU纹理缓存进行缓冲, 进一

步提高非零元信息的访存吞吐效率.

P [·, ·] P [·, ·]

P [·, ·]

P [·, ·]
P [·, ·]

其次, GPU线程需要根据状态变量的数值推断其余线程的计算进度, 因此 GPU线程需共享压缩后的状态

变量    , 并且要能够观察到任意线程对    的最新改动. 由于 L1 级缓存不提供数据一致性保证, 在 GPU
的全局内存访存指令当中 , 针对 L2 级缓存的访存指令 (ld.global.cg.*) 是满足上述需求的一个选项 [27], 但
ld.global.cg.*访存指令的操作延迟较高, GPU 线程从修改到读取    的时间间隔至少为 250 个 GPU 时钟周

期 (图 4实线路径). 附带“获取”语义的访存操作 (ld.require.gpu.*)也可用于实现与 ld.global.cg.*指令类似的功

能 [27], 且使用 d.require.gpu.*指令 (图 4 虚线路径) 对    进行操作的延迟 (140 个 GPU 时钟周期) 显著少于

ld.global.cg.*指令, 因此本文采用该指令对    进行访问. 状态变量操作的高缓存命中率也让 ld.require.gpu.*
指令的执行效率能够维持在较为稳定的状态. 需要说明的是结合 ld. require. gpu.*指令的操作延迟数据以及

NVIDIA V100 GPU 的体系架构特点分析, 本文推断流处理器的总线在数据推送过程中极有可能承担了数据

转发的角色.

  

L1 Cache

SM 1SM 0

Thread 0 Thread 1

L2 CacheP [·,·]

P [·,·]

Interconnection

Network

图 4　使用 ld.global.cg.*指令 (实线)以及 ld.require.gpu.*指令 (虚线)访问 ?[·,·]的数据传输路径示意图
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A j [·]
最后, 在多级逐元素处理以及寄存器缓冲队列的预取操作中, GPU线程需要根据当前非零元的索引以及列下

标   , 决定是否发起新一轮数据预取, 或者判断是否需要进行一些与对角元素相关的额外操作. 实现上述功能

的条件判断语句, 将在循环体内部引入众多分支指令, 导致线程在执行过程中经常出现取值地址发散的情况. 本文

采用谓词执行功能消除了这些分支指令, 以缓解取值地址发散导致的性能损耗问题. 本文将条件判断语句的真值

结果, 存入 GPU的谓词寄存器 [27]当中, 然后给分支语句的每一条指令添加相应的标记信息, 其中包含用于控制指

令执行的谓词寄存器的索引. 被标记的指令总会进入 GPU指令流水线, 因此不会造成取值地址发散的问题. 如果

相应谓词寄存器存储的状态不为真, 那么 GPU 指令流水线不会提交被标记指令的执行结果, 该指令将不会对算

法 2的状态产生任何影响.

 3   实验验证

 3.1   实验设置

本文在 NVIDIA V100 GPU平台上, 对算法性能进行测试评估, 实验平台的软硬件环境配置如表 1所示. 由于

子任务数据依赖关系会随结构化 SpTRSV问题的类型发生变化, 本文发现算法 2的实测性能与任务划分阶段, 算
法给任务队列所分配的线程束数量之间存在关联. 为保证算法 2能够达到最佳的实验效果, 本文依据结构化 SpTRSV
问题的非零元分布结构, 调整了算法向任务队列分配的线程束数量, 表 2列举了算法参数 D 在各类测试问题中的

取值.

 3.2   性能对比实验结果

本文按照图 1所示的非零元分布结构, 生成 D3N7等 4种类型的结构化 SpTRSV问题, 以实际验证算法 2的
加速效果. 参照文献 [2], 本文采用有效访存带宽作为算法性能的评判标准, 有效访存带宽定义如下:

有效访存带宽 :=

(
稀疏矩阵数据总量+右端项数据总量×2

)
SpTRSV计算时间

.

测试结构化 SpTRSV 问题的规模从 643 逐渐增长至 2563. 本文同时还测试了 CUSPARSE 数学库 (csrsv2 函

数)[12]以及现有同步避免 (synchronization free)方法的性能, 作为算法 2加速效果的对照. 测试中所采用的同步避

免方法, 包括 Liu等人提出的原始同步避免算法 [13,14] , 以及最近由 Su等人改进的 Capellini框架 [15]. Capellini框架

融合了一系列 SpTRSV并行算法, 本文呈现的有效带宽数据为该框架的最优性能结果. 实验测量数据取 10次运行

的平均值. 性能实验的结果如后文图 5所示, 算法 2的有效访存带宽为 40.1–225.2 GB/s, 与问题规模以及等式所包

含的非零元数目呈正相关. 算法 2 相比 CUSPASRE 的平均加速比为 2.71 倍, 对比同步避免方法的加速可达

15.1倍, 性能较已有方法有大幅度提升.

 3.3   性能优化效果分析

本文通过对比实验评估前文所述各项优化手段的技术效果. 实验的基线 (baseline) 版本仅使用第 2.1 节所描

述的任务划分策略, 不包含任何优化措施. 多级处理版本 (multistage)在基线版本的基础上, 加入了多级逐元素处

理策略, 完整版本 (compression & others)包含所有优化手段. 实验测试了以上各版本, 处理 D3N33问题时的性能

数据. 图 6是实验中收集的有效访存带宽数据, 图中标注了各项优化手段对有效访存带宽的提升效果. 多级逐元素

表 1    实验平台的软硬件环境配置
 

项目 配置

CPU Intel Xeon Gold 6240
GPU NVIDIA Tesla V100 SXM2
GMEM 32 GB HBM2
OS RHEL 7.6
GCC 7.5
NVCC 10.1

表 2    实验环节对算法参数 D 的设置
 

问题类型 643 1283 1923 2563

D3N7 64 80 80 80
D3N13 64 80 80 80
D3N27 64 64 80 80
D3N33 64 64 44 44
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处理策略以及谓词执行等后续优化手段, 在小规模问题中的性能增益有限. 对于大规模结构化 SpTRSV问题, 多级

逐元素处理策略的有效访存带宽, 相较基线版本有 68%左右的提升, 若使用状态变量压缩技术以及第 2.4节所述

的优化手段, 算法性能还可进一步提升约 25%. 两种优化手段叠加之后, 基线版本有效访存带宽的提升幅度约为 115%.
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图 5　Synchronization Free, CUSPARSE 以及本文提出的算法的有效访存带宽
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图 6　本文所述各项的优化手段对 D3N33 类型问题有效访存带宽的影响
 

 3.4   状态变量压缩效果评估

P [·, ·]

由于算法 2采用动态任务调度, 因此本文无法直接通过性能监测工具测量算法的缓存命中率数据. 本文通过

测量算法 2, 在使用或未使用状态变量压缩技术的情况下, GPU线程状态变量操作所消耗的时间来间接推测其缓

存命中情况. 图 7为在 D3N33类型的结构化 SpTRSV问题中, GPU线程在状态变量操作上消耗的时间. 采用状态

变量压缩技术并启用 GPU 缓存之后 (compressed, cached), 状态变量操作的用时相较禁用 GPU 缓存的情况

(compressed, no caching)有显著下降, 显示绝大部分与   相关的访存操作, 均有效命中 GPU的缓存. 如不采用

状态变量压缩技术 (uncompressed, no caching/cached), 那么 GPU缓存对状态变量操作的时间开销无明显影响, 说
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明相关操作的 GPU 缓存命中率较低. 本实验说明采用状态变量压缩技术, 可有效提升 GPU 缓存命中率, 显著减

少 GPU线程状态变量操作的耗时, 减少状态变量操作占用的 GPU访存带宽.
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图 7　D3N33 类型问题中状态变量压缩前/后 GPU 线程状态变量操作的耗时
 

 4   相关工作总结

分层调度方法是目前运用范围最为广泛的并行 SpTRSV算法, 但该方法预处理开销是算法的主要性能瓶颈 [16,17].
分层调度方法的早期版本需通过全局线程同步来维持等式间的数据依赖关系, 同步操作严重影响算法性能 [32], 现
有研究也提出了一系列方法 [13−15], 来消除线程同步带来的额外开销.

除分层调度算法等基于 CSR格式的并行 SpTRSV算法以外, 现有研究也提供了许多针对 SpTRSV问题的专

用稀疏数据结构, 采用多种存储方式混合形式, 记录稀疏矩阵的非零元分布结构 [33,34], 为并行算法的设计提供便利

条件. 在特定场景中, 预条件子步骤可采用 SpTRSV问题的近似解替换精确解, 着色算法 (coloring)[35−37]是一种比

较常用的近似方法. 该方法通过对 SpTRSV问题的 DAG进行着色, 将等式分为若干集合. 着色算法将忽略集合间

的等式数据依赖关系, 以计算得到 SpTRSV问题的近似解. 从理论的角度, SpTRSV问题也存在其他求解方法 [38−40].

 5   结　论

本文面向 GPU 平台, 针对结构化 SpTRSV 问题, 提出了一种无需预处理步骤的结构化 SpTRSV 问题并行算

法. 该算法采用多级逐元素处理策略, 在隐藏矩阵元素访存延迟的同时, 有效缓解了结构化 SpTRSV 问题导致的

GPU线程闲置问题. 此外, 本文还引入了状态压缩技术, 并结合 GPU的硬件特性进一步改善算法的性能.
为摆脱现有单片封装工艺的技术限制, 目前最新一代 [22,41]的 GPU 已开始采用多片封装技术 (multi-chip

module, MCM)[42,43], 将多个 GPU模块整合到一起来提高 GPU集成的功能单元数量. 虽然MCM模式提供了更多

访存及计算资源, 但 GPU模块间存在与非均衡内存访问 (non-uniform memory access, NUMA)类似的性能损耗现

象 [44], 这给并行 SpTRSV算法的任务划分以及访存优化提出了新的挑战. 如何克服MCM封装模式的不均衡效应,
找到行之有效的并行 SpTRSV算法, 是本文未来需要关注的一个研究方向.
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