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摘  要: 工作流可满足性是业务安全规划的基本问题, 正在面临高资源配比(资源数 n 显著大于步骤数 k)造成的性

能挑战. 在资源独立约束下, 其最高效求解途径是模式空间上的增量回溯法 IPB. 为克服结点真实性验证的性能

瓶颈, 它增量计算模式 k 指派(二部)图及其(左完备)匹配, 分别需要 O(kn)和 O(k2)时间. 利用父子模式的原子差异

增量计算完全指派图, 只需 O(n)时间, 特别是其实际性能, 将随模式块规模增长迅速提高. 但该图的 O(kn)规模导

致了同样的增量匹配时间. 进而引入完备 k 核心匹配概念, 证明其存在性等价于左完备匹配, 且其增量计算时间

为 O(k2). 由此, 建立了时间复杂度更低的最小增量模式回溯法. 在含互斥和两种全局值势约束而授权比例约为

1/4 的扩展公开实例集上进行实验, 结果表明: 当 n/k=10(及 n/k=100), 而 k 变化时, 该方法较 IPB 有平均超过 2(及
5)倍、最低 1.5(及 2.9)倍的性能优势; 当 k=18(及 k=36), 而 n/k=2~4096(及 n/k=2~2048)时, 该方法有平均超过 2.6(及
3.6)倍优势; 而较 2021 年 Minizinc 挑战赛的冠军求解器 Google OR-Tools CP-SAT, 该方法最低有超过 3 倍优势. 
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Abstract: Workflow satisfiability problem is an elemental issue in the security planning of business process, and it is facing the 
performance challenge caused by high resource ratio (the number n of resources is significantly greater than the number k of steps). Under 
resource-independent constraints, its most efficient approach is incremental pattern backtracking (IPB) in the pattern space. To overcome 
the performance bottleneck of verifying whether a node is authentic, IPB computes the k-assignment (bipartite) graph of a pattern and its 
(left complete) matching in an incremental manner, which requires O(kn) and O(k2) time respectively. This study computes a 
full-assignment graph incrementally with only O(n) time by exploiting the atomic difference between a sub-pattern and its super one, and 
in particular its actual performance will increase rapidly with the size of a block in pattern. However, the size O(kn) of such a graph will 
result in the same incremental matching time. Further, this study introduces the concept of complete k core matching and shows that its 
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existence is equivalent to a left complete matching and its incremental computation only costs O(k2) time. Therefore, this study proposes 
an algorithm of minimum incremental pattern backtracking (MIPB) that is superior to IPB in time complexity. Experiments are conducted 
on an extended public instance set with constraints of two global value-cardinality types and of the mutual exclusion, and with an 
authorization ratio of about 1/4. The results show that: when k varies at n/k=10 (n/k=100, respectively), MIPB achieves averagely more 
than 2 (5, respectively) times and at least 1.5 (2.9, respectively) times advantage of performance compared to IPB; when k=18 (k=36, 
respectively), and n/k belongs to 2~4096 (2~2048, respectively), MIPB achieves averagely more than 2.6 (3.6, respectively) times 
advantage. While compared to the champion solver OR-Tools CP-SAT in the 2018~2021 Minizinc Challenges, MIPB achieves at least 
more than 3 times advantage. 
Key words: workflow; authorization; constraint; resource-independent; resource allocation; satisfaction 

云制造和众包等平台将大量分散资源汇集起来, 以服务化方式运营, 带来了动态适应、并发管理、访问

控制与数据保护等一系列技术与安全问题[1−5]. 就单个工作流的资源分配而言, 资源服务化扩大了供给来源,
但也造成了安全隐患. 例如: 在云制造平台上执行客户的工作流时, 各步骤的资源可获取执行所需的业务数

据, 而这些以虚拟服务形式接入的资源来自不同地域和组织[6], 很容易隐匿恶意, 威胁数据安全. 为防止恶意

资源提供者获取关联的重要数据, 需对有关步骤施加职责分离等约束[7]. 而此类约束可能破坏资源分配的可

行性, 需解决有关的冲突判定与正确决策问题, 也就是基于步骤和资源的授权关系, 求满足安全约束的任意

资源分配(或确定其无解), 称为工作流可满足性问题(workflow satisfiability problem, WSP)[8,9]. 它是多种安全

规划的基础[10−12], 并有相应的计数问题[13,14]. 平台日常处理大量的业务实例, 对 WSP 算法的性能要求很高,
但该问题是 NP 完全的[15−17], 缺乏高效求解的保证. WSP 有步骤数(k)和资源数(n)两个核心参数: 前者通常不

超过 100[18]; 而在资源服务化趋势下, 后者可能很大[15,16,19,20]. 这种高资源配比特征, 给 WSP 求解造成了很大

的性能压力. 
WSP的完备性要求制约了局部和智能搜索方法的应用. 不过, 其较低的步骤数有利于确定性求解(或结合

启发式优化). 对符合特定代数规范的约束网络, 存在多项式时间的 WSP 算法[21], 但其可用性较为受限. 大部

分研究均针对一定约束配置而不限网络结构, 并可归纳为解空间搜索和动态规划两条路线[22]. 
• 前者通用性较强, 但解空间“组合爆炸”严重, 给搜索优化造成了困难. 例如: 树分解回溯法[23,24]对约

束网络进行簇集分解, 有助于提高稀疏约束WSP的求解性能[25], 但其时间复杂度高达O*(dW+1)=O(nk) 
(其中, W+1 是最大簇集的基数, 而 d 为各步骤授权资源数的最大值), 为依赖 n 的幂指函数, 难以应对

高资源配比压力; 
• 后一路线有利于结合约束特征进行优化, 实现固定 k 的参数化时间复杂度, 但其通常需要指数级空间

代价, 导致性能严重失衡. 例如: 文献[19]应用基于赋权集容斥原理和快速 zeta 变换的动态规划方法, 
对互斥约束 WSP取得了目前最好的 O*(2k(c+n2))时间复杂度(c为约束数); 对其他若干约束配置, 也将

时间的指数项降至以 2 或 3 为底. 但其空间代价至少为 O*(2k), 极易耗尽内存, 严重制约了求解规模

和时间性能表现[26]. 
近年来, 一个显著的研究动态是模式技术的出现[27]. 模式可看作步骤子集的划分. 根据常见于 WSP 约束

的资源独立性(resource-independent, RI)特征, 对资源分配部分解进行模式抽象, 可以合并计算状态, 消除大

量资源造成的状态膨胀, 从而设计固定 k的参数化算法, 消解高资源配比压力. 该技术推动了前述两条路线的

发展, 产生了模式回溯和模式动态规划两种新型途径. 特别地, 前者在规模与 n 无关的模式空间(如图 1 左端

的示例)上开展回溯搜索, 可显著压缩搜索规模, 降低时间复杂度. 同时, 保留了回溯法通常为多项式空间复

杂度的优势 , 并可利用其丰富的技术积累 . 该途径的最新进展称为增量模式回溯法 (incremental pattern 
backtracking, IPB)[28], 对高资源配比的资源独立约束 WSP, 有目前最好的实际性能和突出的技术优势[29,30]. 

模式回溯[31]在模式空间上搜索, 对其结点进行合格性(即满足约束)和真实性(即满足授权)验证: 前者与

传统回溯差别不大, 且对搜索性能影响较小, 特别是 RI 约束具有验证代价与 n 无关的优点, 而常见的值势约

束验证代价不超过 O(k)(O(k)条的验证代价为 O(k2)[28]); 后者是模式回溯的特征性工作, 也是其为压缩解空间

而付出的主要代价, 包括指派和匹配两个环节. IPB 以增量方式进行真实性验证, 即利用父子模式的差异来计
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算授权指派二部图(其左侧顶点是模式划分块, 右侧顶点是资源, 每个资源对其相邻块中每个步骤都有授权关

系, 如图 1 所示)及其左完备匹配(例如图 1 指派图的虚线边集), 分别取得了 O(kn)和 O(k2)的时间复杂度. 这一

综合结构的算法设计问题对 IPB 的性能优化至关重要, 而本文将从新的角度对其进行研究, 建立最小增量的

模式回溯法(minimum incremental pattern backtracking, MIPB), 主要贡献如下. 
1. 基于模式的划分表示, 定义了模式之间的增元和增集关系, 据此刻划动态模式空间的结构特征, 并

证明其搜索完备性, 初步建立了相应的形式化理论, 为本文及进一步研究奠定了基础; 
2. 充分利用子模式增块与其父模式原块的差别, 以最小增量方式计算增块的完全指派图邻域, 使子模

式的完全指派图计算时间从 O(kn)降为 O(n); 且在此量级内, 其实际性能可随增块规模迅速提高. 
通过对完全指派图使用全局存储, 在搜索深入、切换和回溯时进行恰当的备份、更新和恢复, 可在

整个模式搜索中保持上述性能. 同时, 针对高资源配比条件, 证明在真实性验证等效前提下, 对邻

点数超标的增块无须匹配. 由此将增量匹配实际使用的子图控制在 O(k2)规模, 使该环节可在 O(k2)
时间内完成. 综上, 可将子结点真实性验证时间从 O(k2+kn)降至 O(k2+n), 从而使 MIPB 的时间复杂

度达到 O((f(c)+k2+n)B(k))(其中,B(k)为第 k 个贝尔数, f(c)为单结点约束验证时间), 优于 IPB 的

O((f(c)+k2+kn)B(k))时间. 在公开和扩充实例集上的验证表明, 较现有 IPB和CSP竞赛的冠军求解器, 
MIPB 有突出的实际性能优势. 
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图 1  模式空间和授权指派图示例 

本文第 1 节介绍模式技术和二部图匹配等相关工作. 第 2 节介绍 WSP 和模式回溯法相关概念. 第 3 节形

式化描述动态模式空间理论. 第 4 节建立本文的 MIPB 算法, 其中, 第 4.1 节和第 4.2 节分别对模式真实性验

证的指派和匹配两个环节, 给出相应的最小增量计算技术; 第 4.3 节给出算法描述与分析; 第 4.4 节进一步介

绍算法实现方式. 第 5 节将本文算法与相关方法进行实验比较. 第 6 节总结全文并指出下一步研究方向. 

1   相关工作 

1.1   打破对称和模式技术 

WSP 是约束满足性问题(constraint satisfaction problem, CSP)[32]在工作流应用特征和约束配置下的特殊形

式. 而模式回溯等 WSP 求解技术属于 CSP 打破对称的范畴, 并代表了值对称打破的一项新进展. 
所谓对称是赋值空间上的置换群, 而打破对称旨在减少对称不可行解的重复搜索. 2006 年, Cohen 在文献

[33]中建立了严格的对称性定义, 从理论上证明了约束对称(也称问题对称)和解对称的深刻差别[34]. 他指出:
解对称群只能根据所有可行解确定, 难以完全打破; 约束对称群可根据问题定义确定, 有可能完全识别和打

破. 但对于一般的赋值对称, 识别效率很低. 即使对更为单纯的值对称, 也存在一个长期困扰人们的问题: 若
所有变量具有统一的值域, 则可能存在完全值对称, 可通过群等价树等技术高效打破[35]; 但若变量值域存在

差异, 则会破坏值对称的完全性, 使其难以高效识别和打破. 有很多相关的研究, 如值可交换性[36]、逐片值可

交换性[37]、逐片值-变量可交换性[38]等等. 它们都是从包括值域和约束的整个问题定义中, 在一定条件下寻找

受限的对称性, 而未解决问题深层次的矛盾. 
在此背景下, Cohen 等人通过分析常见于 WSP 约束的资源独立性特征, 提出了资源分配模式概念及其编

码表示, 并设计了一种利用模式编码来压缩缓存的动态规划算法[27]. 模式概念将完全值对称现象归因于约束
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的值独立性, 而不再捆绑到整个问题定义上. 而模式动态规划表明: 借助模式抽象, 有可能实现该对称性因

素的单独利用或打破, 这是非常有意义的. 该算法的时间复杂度为 O*(3kwlogw), w 是资源的分散度. 实验研究

表明, 其性能优于文献[15]等早期代表性工作[39]. 该算法的主要缺陷是动态规划缓存需要指数级空间, 大大

限制了求解规模和时间性能. 2016 年, Cohen 等人又在 at-most-r/at-least-r 等值势约束下, 通过约束传播、消除

无用值和预处理, 优化了模式动态规划的实际性能[40], 但其空间开销仍为指数级, 且实际占用相当高. 
2015 年, Karapetyan 等人开始将模式技术用于回溯搜索. 他们解决了模式真实性验证的问题, 从而可以利

用回溯在模式空间上搜索可行解, 其时间复杂度为 O*(B(k))[31]. 模式回溯首次实现了多项式空间复杂度的

WSP 固定参数求解 , 相对文献[27]的模式动态规划和早期 WSP 算法有显著的实际性能优势 . 2016 年 , 
Crampton等人识别了 WSP约束中的类别独立性特征, 并建立了相应的模式回溯法, 以求解层次化组织等嵌套

约束配置下的 WSP[41]. 2018 年, 翟治年等人指出: 文献[31]的模式回溯仅对完全模式进行(完整或充分的)真实

性验证, 未能有效平衡验证代价与剪枝性能[22], 而对每个模式进行这一验证, 可显著提高较难实例的处理性

能. 但其仍采用文献[31]的真实性验证方式, 对每个模式从头计算指派图及其匹配. 2019 年, Karapetyan 等人

又提出了增量模式回溯法 IPB, 通过利用上下文信息计算指派图及其匹配, 有效降低了授权验证代价[29]. 在
高资源配比的资源独立 WSP 上, IPB 的实际性能显著超过了多种代表性方法, 充分证实了模式回溯的先进性
[30]. 最近, 文献[42]又利用模式块中各步骤授权邻点的分布间隙, 设计了一种边界收缩的加速方法, 以克服文

献[28]邻点搜索范围过大的缺陷, 为 IPB 提供了一种优化实现. 此外, 近期的文献[30]借助模式和所谓上下文

依赖的授权关系来建模更多类型的约束, 并基于 SAT4J 求解, 对非资源独立 WSP 也达到了固定 k 的参数化性

能,进一步扩大了模式技术的意义. 特别地, 模式回溯提出了模式真实性验证这一新型任务, 下面单独介绍其

问题和进展: 
回溯法在根据授权关系(即各步骤变量的值域)构造的原始解空间上搜索, 只需验证结点是否满足约束. 

在高资源配比条件下, 模式空间较原始解空间精简得多, 而资源独立性约束可在模式上验证[27], 故有必要和

可能研究模式空间上的搜索算法. 但模式是一组部分解的抽象, 不一定真实(即满足授权). 文献[31]解决了孤

立模式的真实性验证问题, 将其分解为求模式指派(二部)图及其(左完备)匹配这两个环节, 分别需要 O(k2n)和
O(k3)时间(其中, 匹配环节可用 Hopcroft-Karp算法改进至 O(k2.5)时间). 文献[28]的 IPB将真实性验证与模式空

间结构联系起来, 利用搜索上下文, 增量计算指派图及其匹配. 其增量指派只需计算增块(例如图 1 中子模式

的阴影块)的邻域, 而增量匹配只求一条从增块出发的增广路. 因指派图规模影响其计算代价和匹配效率, 该
文献对增量指派与匹配进行了整体优化, 方法是: 计算不完全的 k 指派图(每块至多有 k 个邻点), 使边数 e 从

O(kn)降到 O(k2), 而在其上求匹配对真实性验证等效. 因 k 指派图的增量计算时间为 O(kn), 其上的增量匹配

时间为 O(k2), 故该文献的(结点)真实性验证代价为 O(kn+k2). 

1.2   二部图最大匹配与匹配增广 

模式真实性的匹配验证可归结为求二部图最大匹配(要求匹配边数 s 等于图左侧顶点数 L, 相当于求左完

备匹配). 而结合搜索上下文, 可通过一次匹配增广完成. 文献[28]在指派图计算阶段对边集进行约简, 将图

规模控制在 O(k2), 从而匹配增广时间复杂度为 O(k2). 该结果完全符合二部图匹配增广的标准时间复杂度

O(e)=O(v2), 其中, v 是二部图顶点数. 但其解除了与资源数 n 的耦合(注意, 指派图的 v=O(k)+n), 有利于高资

源配比下的性能优化. 而本文提出了最小增量匹配技术, 事实上可直接对边数 e=O(kn)的完全指派图, 在
O(k2)时间内完成匹配增广(见第 4.2 节末). 此结论是普适的, 即: 对左右侧顶点数分别为 L 和 R(并设 R/L≥1)
的任意二部图, 均可将匹配增广时间精化至O(L2)(相应用匈牙利算法求最大匹配的时间为O(L3)). 下面回顾相

关文献, 表明无类似结果可引用. 
二部图最大匹配和匹配增广是多项式时间可解的经典问题, 其研究主要集中在早期. 1957 年, Berge 揭示

了最大匹配与可增广性的关系[43], 表明一般图中的匹配最大, 当且仅当其不存在增广路. 1965 年, Edmonds 设
计了求一般图最大匹配的匈牙利算法[44]. 它将一个初始匹配逐次增广至最大, 时间复杂度为 O(v4), 后改进至

O(v3)[45]和 O(ve)[46]. 该算法包括 O(s)=O(v)次匹配增广. 在二部图上, 一次增广可通过广度或深度优先搜索完
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成[47], 时间复杂度为 O(e)=O(v+e)=O(v2). 而在一般图上, 需以更复杂的方式标记和跟踪搜索过程, 才能得到

同样的结果[45,46]. 1972年, Hopcroft和 Karp将求二部图最大匹配的逐次增广过程归并为若干阶段, 每阶段基于

一个原匹配进行广度优先搜索, 再对所得多层子图进行深度优先搜索, 找到原匹配的顶点不交的最短增广路

的极大集, 由此得到比原匹配大 l≥1 的新匹配, 作为下一阶段的基础. 其时间复杂度为 O((v+e)s1/2)=O(v5/2),其
中, s1/2=v1/2 对应阶段数. 基于阶段归并思想, Even 和 Vazirani 对一般图匹配分别取得了 O(v5/2)[48]和 O(ev1/2)的
结果[47,49]. 1991 年, Alt 通过融合相邻前/后阶段的深/广度优先搜索, 将 Hopcroft-Karp 方法的时间复杂度降至

O(v3/2(e/logv)1/2)=O(v5/2/(logv)1/2)[50], 这是至今最好的结果. 该算法包含 O((e/vlogv)1/2)个阶段的匹配增广, 每阶

段需要 O(v2)时间. 上述二部图算法主要是多次匹配增广的整体优化, 并未改进一次增广的时间, 也均未针对

R/L(或 v/s=1+(v−s)/s≥1+R/L)显著的情况, 给出只用参数 L 或 s 精化的结果(即完全用 L 或 s 代替 v, 或者用 L2

或 s2 代替 e). 
通过从不同角度将图和匹配泛化, 二部图最大匹配问题有多种推广: 首先是带权图上的最大权匹配, 但

其时间复杂度均未突破所谓 O(ev1/2)屏障[51,52]; 其次, 在带权或无权图上, 还可将求解目标推广为最大半匹配

和最大 f-g 半匹配等, 而时间复杂度可达到 O(ev1/2logv)等[53,54], 变化不大. 在这些推广问题的研究中, 也均未

见到针对显著 R/L 的时间复杂度精化. 
特别地, 由于在线计算环境的兴起, 动态图结构上的匹配问题受到了重视. 其关注点是: 如何根据图结

构的变化, 通过快速更新来维持最大匹配或某种泛化的匹配目标. 主要的图变化方式分为在线设置和完全动

态设置: 前者可能每次增加一个顶点及其关联边[55,56], 或每次增加一条边[57]; 而后者允许边的增加和删除, 
每次更新一条边[58,59]. 在相应更新最大匹配时, 至多计算一条匹配增广路[59], 并通过快速的近似或随机算法

实现, 其时间复杂度可低至 O(logv)[58]. 对此类算法的性能, 需要结合近似比、是否随机等指标进行综合度量.
本文研究的增量匹配计算也是一种动态匹配问题, 但其二部图的变化规律(搜索深入时, 有一个左侧顶点的邻

域可能会缩小, 或者会增加一个左侧顶点及相应的邻域)不同于前述设置, 而且求匹配时不允许近似. 
最后, 在凸二部图、平面图、间隔图等等特殊条件下求最大匹配, 可以优化其时间复杂度[60]. 但在二部图

相关的优化结果中, 未见考虑 R/L 显著的情况. 

2   预备知识 

本节介绍 WSP 和模式回溯相关的基本概念. 
定义 1. 工作流为一四元组〈S,U,A,C〉, 其中, 
• S, U 为步骤集和资源集, 记 k=|S|, n=|U|以及 c=|C|; 
• A 为授权,定义为{A(u)⊆S|u∈U}或{N(s)⊆U|s∈S}, 其中: A(u)是资源 u 有权执行的步骤集, 而 N(s)是步

骤 s 的授权资源集; 
• C 为约束集, 每个 c∈C 是一个二元组 c=〈Tc,Θc〉, 其中: Tc⊆S 是约束的作用域, 而Θc 表示所有满足约束

c 的对 Tc 中各步骤的资源分配. 
定义 2. 资源分配π:T→U 为 T⊆S 中每个步骤分配唯一的执行资源. T=S 时, 称π是完全的. 若任取 u∈U 都 

有π-1(u)⊆A(u), 则称π是授权的. 若任取 x∈C 都有 Tx⊆T 且π在 Tx 上的投影 |
xTπ Θ∈ , 则称π是合格的. 称授权且 

合格的资源分配是有效的, 完全且有效的资源分配是可行的. 
定义 3. 模式P是 T⊆S的划分. T=S时, 称P是完全的. T=∅时, 必有P=∅, 称P是空的. 称

b P
T P b

∈
= ∪ =∪  

为模式 P 的定义域. 任取 s∈∪P, 将 s 在 P 中所属划分块记为 bP(s). 任何资源分配π都有模式 P(π)={π-1(u)≠∅| 
u∈U}. 若 P(π)=P(π′), 则称资源分配π和π′模式等价, 记为π~π′. 

定义 4. 约束 c=〈Tc,Θc〉具有资源独立性, 是指若 |
cT cπ Θ∈ 且π~π′, 则 |

cT cπ Θ′ ∈ . 可见: c 只要求资源分配π 

在 Tc 上的投影符合某种模式, 而不限制π为 Tc 中每个步骤具体分配哪个资源. 称一个模式满足 c, 当且仅

当该模式的资源分配均满足 c. 
设 C 中只含资源独立约束, 则模式 P 是合格的, 即其满足 C, 当且仅当任何 P(π)=P 的资源分配π是合格 
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的[27]. 这为通过模式搜索 WSP 可行解提供了可能, 但还必须进行模式的授权验证. 
定义 5. 给定模式 P, 其(授权)指派图 G=G(P)是一个二部图〈P,U,E〉. 约定以 P, U 为左、右侧, 而 E 是从

左到右的指派边集. 任取 b∈P 和 u∈U, 若〈b,u〉∈E, 则 b⊆A(u). 任取 b∈P, 其在 G 中的邻域 NG(b)={u∈U| 
〈b,u〉∈E}, 而其授权资源集 N(b)={u∈N|b⊆A(u)}. 若 NG(b)=N(b), 称 b 是完全指派的. 若任取 b∈P 都是完全

指派的, 称 G 是完全指派的. 若任取 b∈P, 当 N(b)≥k 时, |NG(b)|=k; 否则, NG(b)=N(b). 则称 b 是 k 指派的.
若任取 b∈P 都是 k 指派的, 称 G 是 k 指派的. 

文献[28]表明: 模式 P 是真实或授权的, 即存在使得 P(π)=P 的授权资源分配π, 当且仅当 P 的完全或 k
指派图存在左(到右)完备匹配 M:P→U. 对每个 b∈P, 将资源 M(b)分配至 b 中每个步骤, 即为授权资源分配. 

指派图表示模块划分块和资源之间的多对多授权关系, 而左完备匹配为每个块分配唯一的执行资源 .
故模式真实性验证的基本思路可归纳为先建立多对多指派, 再寻找一对一匹配. 

3   动态模式空间理论 

本节将给出动态模式空间的定义及有关性质, 为本文的最小增量模式回溯法奠定理论基础. 而在文献

[28]中, 忽视了模式空间理论性质的研究, 并未给出搜索完备性等保证. 
定义 6. 称模式 P′和 P 具有增元关系, 记作 P′;P, 当且仅当存在 s∈bP′∈P′, 使∪P′⊕∪P={s}且: 

{ , { }},  | | 1
{ } {{ }},    | | 1

P P P

P P

b b s b
P P

b s b
′ ′ ′

′ ′

− >⎧′ ⊕ = ⎨ = =⎩
. 

将 P′和 P 分别称为增元模式和原模式. 将δ(P′,P)=s 和 bP′分别称为 P′(对 P)的增元和增块. 称 bP′−{s}是 bP′ 
(在 P 中)的原块, 而 P∪{∅}是 P 的原块集. 

以上用对称差来描述增元模式和原模式的差异, 而分别从两个方向来看, 有如下结论. 
定理 1. 设模式 P′;P, δ(P′,P)=s∈bP′, 则: 

(i) 存在 b∈P∪{∅}, 使得 b=bP′−{s}; 
(ii) P′−P={bP′}; 

(iii) 
{ },  | | 1

,    | | 1
P

P

b b
P P

b
′

′

>⎧
′− = ⎨∅ =⎩

. 

证明: 
(i) 由 s∈bP′知 |bP′|≥1: 

若 |bP′|>1, 则 P′⊕P={bP′,bP′−{s}}(定义 6). 由于 bP′∈P′而 P′为划分 , 必有∅≠bP′−{s}∉P′, 从而

bP′−{s}∈P−P′. 于是, 存在 b=bP′−{s}∈P⊆P∪{∅}; 
若 |bP′|=1, 则 P′⊕P={{s}}(定义 6). 由于 s∈bP′∈P′, 必有{s}∈P′(而若{s}∈P, 将与∪P′⊕∪P={s}矛
盾). 又由于 P′为划分, 只能有 bP′={s},从而 bP′−{s}=∅∈P∪{∅}; 

(ii) 由 bP′∈P′⊕P 且 bP′∈P′可知 bP′∈P′−P. 若存在 b″≠bP′使得 b″∈P′−P⊆P′⊕P, 由定义 6, 只能是 b″=bP′− 
{s}. 由于 bP′,b″∈P′而 P′为划分, bP′∩(bP′−{s})=∅, 从而 b″=bP′−{s}=∅, 与 b"为划分块矛盾, 于是

P−P′={bP′}; 
(iii) 若 |bP′|>1, 由结论 (i)的证明可知 bP′−{s}∈P′⊕P 而 bP′−{s}∈P, 故 bP′−{s}∈P−P′, 且由 bP′∈P′和

bP′∈P′⊕P 知 bP′∉P−P′. 而 P′⊕P={bP′,bP′−{s}}, 于是 P−P′={bP′−{s}}={b}. 若 |bP′|=1, P′⊕P={{s}}, 
由结论(i)的证明可知{s}=bP′∈P′, 因此 P′−P={{s}}, 而 P−P′=∅. 

证毕.  □  
定理 1(i)说明了增元模式相对原模式的最小差异, 即增块相对其原块, 只相差一个增元. 例如图 1 中, 增

模式{{s1},{s2,s3}}相对原模式{{s1},{s2}}的增块是{s2,s3}, 其原块是{s2}, 两者只相差增元 s3. 定理 1(ii)说明

了增块是增元模式相对原模式的唯一增块. 定理 1(iii)则说明多元增块的原块是原模式中非空的划分块, 而一

元增块的原块是为原模式附加的空块. 基于模式增元关系, 可描述进一步的增集关系, 并表明其对增长路径
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的独立性. 
定义 7. 增元关系的传递闭包称为增集关系, 记为>>. 若 P′>>P, 分别称 P′和 P 为增集模式和原模式. 称

Δ(P′,P)=∪P′−∪P 为增集, 其任意排列为从 P 到 P′的增长路径. 
定理 2. 设模式 P′>>P, 而 s(t1),s(t2),…,s(tm)是 P 到 P′的任意增长路径, 其中, m=|Δ(P′,P)|, 则必存在模  

式序列(P0=P),P1,…,(Pm=P′), 使得 Pi;Pi−1(1≤i≤m), 且δ(Pi,Pi−1)=s(ti). 

证明: 从 P′中按 s(tm),…,s(t2),s(t1)顺序删除步骤及可能导致的空块, 得到模式序列(Pm=P′),…,P1,P0. 对
任意的 1≤i≤m, 存在 b′使得 s(ti)∈b′∈Pi, ∪Pi⊕∪Pi−1={s(ti)}. 若|b′|=1, 即 b′={s(ti)}, 从 Pi 中删除 s(ti)将导

致 b′变空被删除, 从而 Pi−1=Pi−{b′}, Pi⊕Pi−1={b′}. 若|b′|>1, 从 Pi 中删除 s(ti)将导致 b′变为 b′−{s(ti)}, 从而  
Pi⊕Pi−1={b′,b′−{s(ti)}}. 由定义 6 可知, Pi;Pi−1, 且δ(Pi,Pi−1)=s(ti). 删除完成后, ∪P0=∪P, Δ(P′,P)=Δ(P′,P0). 若  

能证明 P0=P, 则 P0,P1,…,Pm 就是符合定理要求的序列. 
反设 P0≠P, 必有 s∈b∈P 且 s∈b0∈P0 使 b≠b0. 不妨设 s0∈b0 而 s0∉b. 又设 s∈b′∈P′, 则 b0⊆b′和 b⊆b′, 且

b′−b⊆Δ(P′,P), b′−b0⊆Δ(P′,P). 因 s0∈b0⊆b′但 s0∉b, 有 s0∈b′−b⊆∪P′−∪P, 与 s0∈b0⊆∪P0−∪P 矛盾. 证毕.  □  
文献[28]直观描述了模式空间的概念. 例如图 1 为 S={s1,s2,s3}的模式空间, 其 B(3)=5 片叶子对应于 S 的 5

种划分. 基于增元关系, 可将模式空间定义为如下树结构. 
定义 8. 模式增长树Σ是以模式为结点、空模式∅为根的树, 且满足以下条件. 
(i) (单调性): 每个子结点与其父结点有增元关系; 
(ii) (共域性): 任何兄弟结点(对父结点)的增元相同; 
(iii) (正则性): 每个非叶结点 P 有 |P|+1 个子结点; 
(iv) (完全性): 叶结点的层数为 k=|S|. 
其中, 层数是结点到根的距离. 将Σ中所有结点的集合记为Ω, 第 0≤t≤k 层结点记为Ωt, 并将 P 的父

结点记为 p(P), 所有子结点记为 Subs(P). 
由于子结点对父结点的增元并不固定, 可在搜索过程中灵活选择, 故模式增长树是一个动态的模式空间.

而以下定理保证了其搜索完备性. 
定理 3. 设 P∈Ωt(0≤t≤k−1), P′>>P, ∪P′=S, 则 P′∈Ωk. 
证明: 对 P 所在层数作归纳. 
• 基始. 
若 P∈Ωk−1, 则存在Ω中的模式序列(P0=∅),P1,…,(Pk−1=P), 使得 Pi;Pi−1(1≤i≤k−1). 由于每个δ(Pi,Pi−1)∉ 

Pi−1, 必有∪P=k−1, 从而可设 S−∪P={s}. 任取 Q∈Subs(P), 必有δ(Q,P)=s. 由定义 8, |Subs(P)|=|P|+1. 又由 
P′>>P 和Δ(P′,P)=S−∪P 知 P′;P 且δ(P′,P)=s. 由定理 1 知: 对应于 s 被加入 P 的哪个原块, P′也有|P∪{∅}|=|P|+1 

种可能, 从而必有 P′∈Subs(P)⊆Ωk. 
• 归纳步骤. 
假设 P∈Ωt(1≤t≤k−1)时命题成立, 证明 P∈Ωt−1时命题也成立. 此时, 由于 P′>>P, 根据定理 2, 必存在模 

式序列(P0=P),P1,…,(Pm=P′)使得 Pi;Pi−1(1≤i≤m). 由于 P1;P, 由定理 1 知, P1 共有|P|+1=|Subs(P)|种可能. 而

任取 Q∈Subs(P), 有 Q;P. 从而只能有 P1∈Subs(P)⊆Ωt. 由于也有 P′>>P1, 由归纳假设知, P′∈Ωk. 

综合基始与归纳步骤, 命题得证. 证毕.  □  
所有完全模式都从空模式增长而来. 根据定理 3, 它们都是模式增长树Σ的叶子. 因此, 模式增长树对完

全模式搜索是完备的. 

4   最小增量模式回溯法 

文献[28]捕获了子模式具有唯一增块的特征, 而增块形成于父子模式的原子性差异, 即两者只相差一个

增元(参见定义 6 和定理 1). 本文将利用这种最小差异表明: 在计算模式完全指派图时, 增块的候选邻点验证

代价可降至 O(1), 而邻点搜索范围的实际规模可在 O(n)量级内极大收缩. 由此可将完全指派图的增量计算时
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间从 O(kn)降至 O(n), 且实际性能极大提高. 不过, 由于完全指派图的边数为 O(kn), 相应的增量匹配代价为

O(kn), 弱于文献[28]的结果, 似乎会破坏整体优势的形成. 本文进而表明: 对授权资源数(即完全指派邻点数)
至少为 k 的块, 允许其匹配资源空缺, 即有本文的 k 核心匹配概念(后文定义 9), 而完备 k 核(心匹配)的存在性

与左完备匹配等价(后文推论 1). 当增块的邻点数至少为 k 时, 由搜索上下文可知完备 k 核存在, 无须增广. 而
当增块邻点数小于 k 时, 由其出发对有关 k 核进行增广, 将只用到边数为 O(k2)的子图, 故基于 k 核的增量匹

配只需 O(k2)时间. 找到一个模式可行解后, 先以 O(k2)时间补全核心匹配, 再转换为真实解即可. 补全是一次

性的, 不影响算法时间复杂度, 且实际代价极其微小. 下面将分指派和匹配两个阶段来介绍模式真实性验证

的最小增量计算技术. 

4.1   最小增量完全指派 

本文不用文献[28]的 k 指派图, 而是面向完全指派图, 建立最小增量的计算方式. 其基本思路非常简明:
子模式的增块是将增元加入父模式的某原块(可能为空)而得, 故该原块的邻域(空原块的邻域可视为资源集 U)
必包含增块邻域, 可从中搜索增块的所有邻点. 而此搜索范围的更替, 将导致比较明显的理论优势: 因为增

块较其原块只多一个增元, 对每个原块邻点验证关于增元的授权, 便可判断是否增块邻点, 只需 O(1)时间, 
相对于文献[28]每次验证候选点对增块中所有元素的授权, 降低了 O(k)倍. 特别地, 该方法的实际性能潜力很

大: 原块邻域为块中各步骤授权资源集的交集, 很可能随着块的增大而迅速缩减, 导致增块邻点急剧富集, 
以其代替文献[28]所用的 U 作为搜索范围, 有利于从少得多的候选找到一个邻点. 而由于单个邻点的搜索效

率提高, 该方法相对文献[28]的优势也将随邻域规模而增长, 至少当完全邻域规模达到 k 时, 才可能出现转折

(此时, k 邻域和完全邻域规模相同; 此后, 当完全邻域扩大时, k 邻域将不再扩大). 在具体描述和分析之前, 先
给出其基本依据. 

定理 4. 设 P′∈Subs(P), δ(P′,P)=s∈bP′, b=bP′−{s}, G′=G(P′)和 G=G(P)完全指派. 
(i) 若|bP′|>1, 则任取 u∈U, 有 u∈NG′(bP′)当且仅当 u∈NG(b)且 u∈N(s); 
(ii) 若|bP′|=1, 则任取 u∈U, 有 u∈NG′(bP′)当且仅当 u∈N(s). 
证明: 
(i) 当|bP′|>1 时, 由定理 1(i)知 b∈P 且非空. 任取 u∈U, u∈NG′(bP′)当且仅当 u∈N(bP′)(完全指派), 当且仅

当 bP′⊆A(u)(定义 5), 当且仅当 b⊆A(u)且 s∈A(u), 当且仅当 u∈N(b)且 u∈N(s)(定义 5), 当且仅当

u∈NG(b)且 u∈N(s) (G 完全指派); 
(ii) 当|bP′|=1 时, 由于 s∈bP′, bP′={s}. 再由 G′完全指派和定义 5, 结论显然. 
证毕.  □  
设父子模式 P 和 P′, 增元为 s, b=bP′−{s}. 且 P 的完全指派图 G=G(P)已知. 为计算 P′的完全指派图 G′= 

G(P′), 由定理 1(ii)、定理 1(iii), 只需在 G−{b}基础上(从图中删除顶点, b≠∅时, 会将块 b 及其关联边从 G 中

删除; 而 b=∅时, 由于 b 不是 G 中顶点, 该操作对 G 没有影响), 补充计算增块 bP′的邻域 NG′(bP′), 生成相应的

关联边. 根据 bP′的大小, 分两种情况计算. 
• 情况 1. 若|bP′|=1, 即 bP′={s}, 由定理 4(ii), 置 NG′(bP′)←N(s)即可, N(s)={u∈U|s∈A(u)}; 
• 情况 2. 若|bP′|>1, 即 b=bP′−{s}∈P, 则由定理 4(i), 先置 NG′(bP′)←∅, 然后对每个 u∈NG(b)循环, 若

u∈N(s), 置 NG′(bP′)←NG′(bP′)∪{u}, 循环结束即得完整的 NG′(bP′). 
由于 u∈N(s)的判断可根据预计算的授权关系矩阵以 O(1)时间完成, 上述 NG′(bP′)计算的时间复杂度为

O(n), 较文献[28]的 O(kn)时间降低了一个因子. 下面表明此结果可以扩展到整个模式搜索中. 
模式回溯有 3 种搜索操作: 从父到子深入(发生条件: 父结点模式验证通过)、从兄到弟切换(发生条件: 兄

结点验证失败或上一步回溯到兄结点, 这里按搜索先后区分兄弟关系)以及从子到父回溯(发生条件: 子结点

验证失败或上一步回溯到子结点, 且其无弟结点). 根据当前结点的验证结果、相对位置(是否存在子结点、弟

结点)和上一步操作(是否被回溯), 将唯一决定下一步操作. 当某个叶结点通过验证时, 即可根据对应的完全

模式和左完备匹配求出一个可满足解, 停止搜索. 或当根结点被回溯时, 搜索无法继续而停止, 此时必无解
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(非有解停止). 
在整个搜索中, 用全局唯一变量 B 来保存真实性验证使用的(完全)指派图, 通过恰当的备份和恢复, 可在

每个搜索结点处, 以 O(n)时间将 B 更新为该结点的指派图. 具体方法是: 
(1) 从父到子深入时, 若 B 为父(结点)指派图, 按前述分析, 可在 O(n)时间内将其更新为子指派图. 更新

只对子结点增块的邻域进行, 更新前需将其原块的邻域备份, 也只需 O(n)时间, 不影响更新的整体

时间复杂度; 
(2) 从兄到弟切换时, 若 B 为兄指派图, 则先利用从父深入到兄时的备份, 将其恢复为父结点完全指派

图并释放备份, 只需 O(n)时间; 然后将 B更新为弟指派图, 仍为一从父到子的深入过程, 如前述, 只
需 O(n)时间; 

(3) 从子到父回溯时, 若 B 为子结点指派图, 相对于父结点指派图, 只在增块邻域上不同, 利用深入时

的备份, 可在 O(n)时间内将增块邻域恢复为原块邻域, 并释放备份, 由此将 B 恢复为父结点指派图. 
搜索从对应于空模式的根结点开始, 此时 B 被设为空指派图. 然后, 根据上述 3 种情况的分析, 整个搜索

可以正确衔接, 连续进行, 从而对每个搜索结点, 保持 O(n)的完全指派图更新时间. 
在资源服务化环境中, 资源配比μ很大. 给定步骤数 k, 文献[28]从大小为 n=μk 的 U 中搜索邻点, 会严重

影响指派计算和模式搜索性能. 设每个步骤平均有 n/Δ个授权资源, 当增块大小为β时, 本文从原块邻域中搜

索增块邻点, 其范围大小平均为 n/Δβ−1, 可达到Δβ−1倍的收缩. 即使底数Δ取值不太大, 该幂指函数也会产生很

强的收缩作用, 对提高增量指派计算的性能极为有利, 但其也伴随着如下限制. 
(1) 若增块存在邻点, 则Δ越大, 即授权比例 1/Δ越小, 从原块邻域中找出增块的邻点越快, 对本文方法

越有利. 然而给定 k, 即使对较高的资源配比 n/k, 极小的授权比例也可能使各步骤的授权资源集大

为缩减, 相应得到很小的解空间, 用回溯法+约束传播可高效搜索, 此时模式空间规模反而可能更

大. 故作为模式回溯法的优势条件, 高资源配比隐含着授权比例不太低的要求; 
(2) 设增块大小为β, 为找到它的一个邻点, 本文较文献[28]在搜索范围上收缩了Δβ−1 倍, 且每个候选邻

点的验证代价降低 O(k)倍, 从而在共同计算邻点集上具有 O(kΔβ−1)倍的优势. 但是, 本文要对每个

块进行完全指派, 相对于文献[28]的 k指派, 可能会计算更多的邻点, 每个额外的邻点需要O(Δ)的代

价(在原块邻域中搜索, 为找到一个增块邻点平均要检查 O(Δ)个候选点, 每次的检查代价为 O(1)). 
为防止代价抵消优势, 额外计算邻点集不应超过共同计算邻点集的 O(kΔβ−1)−1 倍. 本文指派计算方

法较文献[28]的性能优势不是绝对的, 然而对稍大的块, 除非资源配比极大, 该倍数要求已经很难

突破. 

4.2   最小增量完备匹配 

本文的最小增量匹配计算可在边数为 O(kn)的完全指派图上取得 O(k2)的匹配时间复杂度, 其核心思想是:
将匹配简化为所谓 t 核(|P′|≤t≤k), 并以完备 k 核为计算目标. 相关概念定义如下. 

定义 9. 设完全指派图 G′=〈P′,U,E′〉, |P′|≤t≤k. 任取 b∈P′, 称其邻点数超标, 当且仅当|N(b)|=|NG′(b)|≥t.
称 G′上的匹配 m 为 t 核心匹配, 简称 t 核, 当且仅当 m 只饱和邻点数未超标的块, 或不存在〈b,u〉∈m 使得 b 是

邻点数超标的. 设 m 为 t 核, 则称其是最大或完备核, 当且仅当|m|=|{b∈P′||NG′(b)|<t}|, 即 m 饱和所有邻点数不

超标的块. 
在完全指派图 G′=〈P′,U,E′〉上, 给定一个 t 核 m, 若存在邻点数超标的块 b, 即|NG′(b)|≥t, 则其未被 m 所饱

和, 但在其邻域 NG′(b)中检查前 t 个资源, 必能找到空闲资源(m 至多占用 NG′(b)⊆U 中的|m|个资源, 由于

t≥|P′|>|m|, 故 NG′(b)中任意 t 个资源都有未被 m 匹配者), 从而将 m 扩展为一个非核的匹配. 若存在更多的未

饱和超标块, 重复上述操作, 可得更大的非核匹配. 反之, 给定一个非核的匹配, 不论其饱和了多少个超标

块, 总可将相关匹配边都删除而得一 t 核. 于是, 在核与一般匹配之间有着某种等价性, 有可能用 t 核概念来

简化匹配, 降低计算时间. 基于这一思想, 本文得到如下结论. 
定理 5. 完全指派图 G′=〈P′,U,E′〉存在左完备匹配, 当且仅当其存在完备 t 核. 
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证明: 
• 必要性. 
设 Mf 为 G′的左完备匹配, 并记 M=Mf−{〈b,u〉∈Mf|b∈P′∧|NG′(b)|≥t}, 则 M 是 G′的 t 核, 且|P′|−|M|=|Mf|−|M|= 

{〈b,u〉∈Mf|b∈P′∧|NG′(b)|≥t}=|{b∈P′||NG′(b)|≥t}|, 从而 M 是完备 t 核. 
• 充分性. 
设 M 为 G′的完备 t 核. 由二部图匹配的 Hall 定理, 要证 G′存在左完备匹配, 可证任取 Q⊆P′, |NG′(Q)|≥|Q|, 

其中, ( ) ( )G Gb Q
N Q N b′ ′∈

=∪ . 令 { | , , }cP b P u U b u M′ ′= ∈ ∃ ∈ 〈 〉 ∈ , 表示被 M 匹配了资源的块集, 则任意 Q⊆P′必 

为如下情况之一. 
(1) cQ P′⊆ , 此时|NG′(Q)|=|{u∈U|∃b∈Q,u∈NG′(b)}|≥|{u∈U|∃b∈Q,〈b,u〉∈M}|=|Q|; 
(2) ( )cQ P P′ ′∩ − ≠ ∅ , 即存在 ( )cb Q P P′ ′∈ ∩ − . 由定义 9 可知, 任取 cb P P′ ′∈ − , 均有|NG′(b)|≥t. 于是, 

存在 b∈Q, 使得|NG′(b)|≥t, 从而|NG′(Q)|≥|NG′({b})|≥t≥|P′|≥|Q|(注意定义 9 中 t 的取值范围). 
两种情况下均有|NG′(Q)|≥|Q|. 充分性得证. 
证毕.  □  
在定义 9中取 t=k, 可保证对任何 P′均有 t≥|P′|, 有助于利用父子模式的关系进行增量计算. 相应地, 由定

理 5 易得如下推论. 
推论 1. 设完全指派图 G′=〈P′,U,E′〉, 则 G′存在左完备匹配当且仅当其存在完备 k 核. 
为便于描述和分析完备 k 核的增量计算方式, 先给出 t 核增广的如下性质. 
定理 6. 完全指派图 G′=〈P′,U,E′〉, m 是 G′的 t 核, 且存在未被 m 匹配资源的块 b∈P′, 使得|NG′( b)|<|P′|≤t,

则从 b 出发对 m 进行增广, 仍得一 t 核, 而增广过程的时间复杂度为 O(t2). 
证明: m是二部图G′的左到右不完备匹配, 求其增广路具有标准的搜索算法与代价. 无论深度还是广度优

先搜索, 均可归纳为两个方向的操作: 在一个左侧顶点的邻域中, 搜索到一个未被匹配 m 所饱和(且之前搜索

未到达过)的右侧顶点; 或者从一个已被饱和的右侧顶点跳到它的左侧匹配点. 从右到左操作总代价为 O(|m|); 

而从左到右操作总代价为 ( )O | ( ) | O(| |) O( )Gd P
N d E kn′′∈

′= =∑ , 这里, | | | ( ) |Gd PE N d′′∈
′ = ∑ 是总边数, 也是所有 

左侧顶点的关联边数(即邻域大小)之和. 可见: 决定整体代价的主要是从左到右操作, 而相应的左侧顶点要么

是出发点, 要么是初始匹配所饱和的点. 
在本定理条件下, 增广出发点 b 的邻域小于 t, 由于初始匹配 m 为 t 核, 故其饱和的左侧顶点的邻域也一

定小于 t, 从 b 出发搜索到的 m 增广路不可能经过邻点数超标的左侧顶点, 于是对增广路进行匹配边和非匹配

边翻转后, 所得匹配的左侧顶点也都是授权资源数不超标的, 即增广后仍为 t 核. 而增广过程中, 从左到右操 

作的总代价为 ( ) 2
( , , )O | ( ) | O(| | ) O( )Gd b u U d u m N d P t t′= ∨ ∃ ∈ 〈 〉∈

′= =∑ . 证毕.  □  

对定理 6, 还可换一角度理解, 即在完全指派图 G′中, 从邻点数不超标的块出发求 t 核的增广路, 实际上

只用到了其 O(t2)规模的子图 G′−{d∈P′||NG′(d)|≥t}. 而{d∈P′||NG′(d)|≥t}中的左侧顶点既非出发点, 也不被 t 核
所饱和, 将不会被搜索到, 连同其关联边都可以忽略. 例如, 图 2 左端给出的 G′有一个 t=4=|P′|核 m={〈b2,u2〉, 
〈b3,u3〉}(虚线标出), 但 m 没有给邻点数未超标的块 b1 匹配资源, 故非完备核, 可从 b1 出发对 m 进行增广. 求
增广路的广度优先搜索过程如图 2 中间所示, 由此得到一条 m 增广路 b1u3b3u6, 通过翻转其中的匹配与非匹配

边, 可将 m 扩展为完备 t 核{〈b1,u3〉,〈b2,u2〉,〈b3,u6〉}, 如图 2 右端图的虚线边所示. 不难看出: 求增广路的过程与

邻点数超标的块 b4 及其关联边没有关系, 实际上是在子图 G′−{b4}中进行的. 该子图中, 所有块的邻域都小于

t, 而其块数不超过|P′|=4=t, 故其总边数为 O(t2), 而求增广路的代价也被控制在同一量级. 由于该子图也是 k
指派图的子图, 故其上匹配增广的实际性能也不弱于文献[28]. 
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图 2  t 核心匹配的增广示例 

下面给出完备 k 核的增量计算方法及其代价分析. 设父子模式 P 和 P′的完全指派图分别为 G 和 G′, 增元

为 s, 增块为 bP′, 其原块为 b=bP′−{s}, 且 G 存在完备 k 核 M, 则由于 G 和 G′的差异仅由增元 s 引起, 可增量

计算子模式 P′的完备 k 核 M′, 并判断其完备与否. 其主要工作是求增块 bP′的匹配资源, 有如下两种情况. 
• 情况 1. 若|NG′(bP′)|≥k, 则 M′不为 bP′匹配资源. 此时, 若 b=∅, 即 bP′={s}, 则 G=G′−{bP′}, 故 G 的完

备 k 核 M 也是 G′的完备 k 核. 而若∅≠b∈P, 则 G′−{bP′}=G−{b}, 且由于|NG(b)|=|N(bP′−{s})|≥|N(bP′)|= 
|NG′(bP′)|≥k, 故 M 并没有给 G′较 G 缺少的左侧顶点 b 匹配资源, 从而 M 也是 G′中的匹配, 且为 k 核.
又 G′较 G 新增的 bP′邻域大于 k, 故 M 是 G′的完备核. 两种情况下, 均只需取 M′←M, 即得 G′的完备

k 核, 其计算时间复杂度为 O(|M|)=O(k); 
• 情况 2. 若|NG′(bP′)|<k, 则 M′需要为 bP′匹配资源. 此时, 由 M 是 G 的完备 k 核, 不难得出: 
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{ , ( ) },  

PM b s
m

M b M b b P
′ =⎧

= ⎨ − 〈 〉 ∅ ≠ ∈⎩
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,           { }
{ }

{ },  
P

P
G b s

G b
G b b P

′
′

=⎧′ − = ⎨ − ∅ ≠ ∈⎩
的完备 k 核. 

其计算时间复杂度为 O(|M|)=O(k). 在 G′中, 以 m 为初始匹配, 从 bP′出发进行一次增广, 其成功与否,
即表明了 G′是否存在完备核心匹配. 特别地, 由于 m 是 k 核, 其增广可以 O(k2)时间完成. 此外, 当
∅≠b∈P 时, 如果 M(b)=M(bP′−{s})∈N(s), 则因 M(b)∈NG(b)=N(b), 也有 M(b)∈N(bP′)=NG′(bP′). 此时置

m←m∪〈bP′, M(b)〉, 即为 G′的完备 k 核, 只须 O(1)时间. 总体上, 情况 2 仍需要 O(k2)时间. 
当找到一个模式可行解时, 必然伴随得到一个完全指派图及其完备 k核. 对该核进行一次性补全, 可得左

完备匹配. 此时, 有 O(k)个块需要补充匹配资源, 而每个这样的块都有不少于 k 个授权资源(也就是完全指派

图中的邻点), 而其他块至多匹配其中 k−1 个, 故至多搜索 k 个即可找到空闲. 从而, 匹配补全的时间复杂度为

O(k2). 
上述最小增量匹配以(搜索上下文直接给出或略加修改的)k 核为初始匹配, 且增广时, 仅从邻点数未超标

的左侧顶点出发. 实际上, 给定边数为 O(kn)的完全指派图 G 及任意初始匹配 m, 从任意 m 未饱和的左侧顶点

b 出发, 均可以 O(k2)时间完成一次增广, 具体分为 3 步. 
(1) 先将 m 中邻点数超标(≥k)的左侧顶点全部解除匹配, 得到一个 k 核, 需 O(k)时间; 
(2) 若 b 邻点数超标, 跳过本步; 否则由 b 出发, 对上一步所得 k 核做一次增广, 由定理 6 知, 其需 O(k2)

时间; 
(3) 若存在第(1)步解除匹配的左侧顶点或第(2)步跳过的出发点, 设其集合为 L⊆L(G), 对 L 中的左侧顶

点进行匹配补全. 任取 d∈L, 其邻域至少包含 k 个资源, 而第(2)步得到的 k 核至多占用|L(G)|−|L|≤ 

k−1 个资源, 故 d 的补全至多需要 O(k)时间, 而整个 L 的补全需要 O(k2)时间(注意: 当 L 有多个顶点

时, 前一个顶点的补全会扩大匹配, 但只要有待补全的后一个顶点, 现有匹配占用的资源就不可能

达到 k 个). 
最终, 所得匹配将比m大 1, 且饱和了 b. 因这一增广方式未利用搜索上下文, 实际性能偏弱, 故不将其用

于本文算法的正式描述. 

4.3   算法描述与分析 

本节将对最小增量模式回溯算法进行形式化描述和时间、空间复杂度分析. 如下算法 1 给出了 MIPB 的
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框架: 
算法 1. MIPB(P,&B,M)  //递归过程. 
输入: 模式 P; 共享的二部图变量 B=G(P), 为完全指派图, 对 b∉P, NB(b)=∅; 匹配变量 M=MB, 其中, 

MB:P→U 是 B 的完备 k 核, 对 b∉P 或未被 MB 匹配的 b∈P, MB(b)=nil; 
输出: 返回*WS=〈S,U,A,C〉的一个其模式增长(扩展)于 P 的可行解; 若不存在, 返回 nil. 
1.  if (|∪P|=|S|) {  //P 已经是所有步骤的划分 
2.    M←maximize(M);  //用第 4.2 节所述方法将完备 k 核补全为左完备匹配 
3.    return MDP;  //完全模式 P 为 S→P 映射, 可将任意步骤映射到其分块, 再由 M 将块映射为资源 

4.  } else { 
5.    select s∈S−∪P;  //为增强剪枝, 按一定变量排序规则选择下一个步骤 
6.    计算将 s 加入 P 形成的合格模式集 EligibleSubs(P,s); 
7.    while (EligibleSubs(P,s).hasNext(⋅)) {  //P 有未搜索的子模式 
8.      P′←EligibleSubs(P,s).getNext(⋅);  //跳到下一个未搜索子模式 
9.      update(B,P');  //按最小增量方式将 B 更新为完全指派图 G(P′), 并备份更新前的邻域 
10.     if (|NB(bP′)|<k) {  //第 4.2 节情况 2: 增块邻点数未超标, 需求 G(P′)初始匹配 m 并增广 
11.       if (|bP′|>1) {  //增块 bP′非全新, 其原块 bP′−{s}非空 
12.         m←M; 
13.         if (m(bP′-{s})∈N(s))  //借助预计算的授权矩阵, 此条件判断只需 O(1)时间 
14.           m(bP′)←m(bP′−{s});  //沿用原块在 G(P)中的匹配资源 
15.         m(bP′−{s})←nil;  //解除原块的匹配 
16.         if (|m|=|M|) M′←m;  //沿用成功时, 无须再对初始匹配进行增广 
17.       } else {m←M;}  //增块全新时, 原块为空, 无须解除匹配 
18.       if ((|bP′|>1∧|m|<|M|)∨|bP′|=1)  //增块非全新, 且不可沿用原块匹配点, 或增块全新 
19.         M′←augment(B,m,bP′);  //在 G(P′)中, 从 bP′出发求 m 的增广路, 以求完备 k 核 M′ 
20.       if (|M′|=|m|) continue;  //增广失败则真实性验证失败; 否则, M′已是 G(P′)的完备 k 核 
21.     } else {  //第 4.2 节情况 1: 增块邻点数超标, 真实性验证必通过, 完备 k 核不变, 无须增广 
22.       M′←M;  //全新增块, 或原块也因邻点数超标而省略匹配, 均有 M(bP′)=nil 
23.     } 
24.     π←nil; 
25.     π←MIPB(P′,B,M′);  //M′是 B=G(P′)的完备 k 核, 符合调用输入要求 
26.     if (π≠nil) return π; 
27.     restore(B);  //利用备份, 将 B 恢复为 G(P) 
28.   }  //while 
29.   return nil; 
30. } 
算法 1 用一个全局唯一变量 B 来存放每个搜索模式的完全指派图, 由第 9 行的 update(⋅)负责更新和备份,

可展开为如下代码. 
9.1.  assert(NB(bP′)=∅); 
9.2.  if (|bP′|>1) {  //将完全指派图 G=G(P)更新为完全指派图 G′=G(P′) 
9.3.    for (u∈NB(bP′−{s})∧u∈N(s)) NB(bP′)←NB(bP′)∪{u};  //由预计算矩阵判断 u∈N(s), 耗时 O(1) 
9.4.    Nback←NB(bP′−{s});  //备份 bP′原块的邻域, 以便回溯时恢复 
9.5.    NG(bP′−{s})←∅;  //bP′−{s}∉P′, 故置其邻域为空 
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9.6.  } else {  //|bP′|=1, 为全新块, 且只含 s 一个步骤 
9.7.    NB(bP′)←N(s);  //N(s)在搜索之前预计算, 直接复制即可 
9.8.  } 
由于第 9.3 行的 NG(bP′−{s})和第 9.7 行的 N(s)均为 O(n)规模, 在最坏情况下, 上述代码可能检查处理 O(n)

个值, 但每次只需常数时间, 故总代价为 O(n). 
指派图更新后, 算法 1 直接在其上求匹配, 以验证 P′的真实性. 若验证失败, 要切换到弟结点; 或虽通过,

但因子树搜索无解又回溯到本结点, 则需将B=G′恢复为 B=G. 由第 27行的 restore(⋅)负责, 可展开为如下代码: 
27.1.  NB(bP′)←nil;  //清空增块的邻域 
27.2.  NB(bP′−{s})←Nback;  //利用备份, 恢复相应原块的邻域 
易知, 其时间代价为 O(Nback)=O(n). 
对算法 1 的初始调用置 P←∅, B←∅, M←∅. 在最坏情况下, 算法 1 可能遍历模式空间, 故其时间复杂

度仍为 O*(B(k)), 其中, B(k)为第个 k 贝尔数, 反映模式空间的规模. 第 9 行和第 27 行对应于单结点处的最

小增量指派代价, 共需 O(n)时间. 第 10 行−第 23 行对应于单结点处的最小增量匹配代价, 共需 O(k2)时间,
其中: 第 11 −17 行和第 20 行共需 O(k)时间, 第 19 行需 O(k2)时间, 第 22 行需要 O(k2)时间. 从而更准确

的时间复杂度为 O((f(c)+k2+n)B(k)), 其中 , f(c)是单结点处的约束验证代价 , 取决于约束类型及其验证实

现. 相对于文献[28]中 IPB 的 O((f(c)+k2+kn)B(k))时间复杂度, 本文的 MIPB 算法具有理论优势. 
算法 1 的空间代价主要来自问题实例和部分关键数据结构的全局存储. 其中, 授权关系和全局唯一指派

图实例 B 占用 O(kn)空间. 约束关系的存储代价与约束类型有关, 对 c, 不妨设其占用的空间为 g(c), 通常是约

束数量 c的多项式函数. 而邻域备份和匹配关系在搜索深入时分配, 搜索切换或回溯时释放, 因递归深度不超

过 k, 相应的空间复杂度为 O(kn). 于是, 算法 1 的整体空间复杂度为 O(kn+g(c)). 

4.4   算法实现方式 

算法 1 的第 9−23 行的模式真实性验证包括指派和匹配两个环节, 其实现要点是: 
(1) 在计算块的指派邻点时, 需要判断资源是否有权执行步骤, 可借助预计算的 k×n 授权关系矩阵完成,

每次判断只需 O(1)时间. 对于新增的一元块, 直接从其唯一步骤的授权资源集中取邻点即可; 
(2) 采用匈牙利算法在二部图上进行匹配增广, 若原(或初始)匹配 m 为空, 将从头求出整个左完备匹配.

本文采用该算法的深度优先形式, 但对于增块(增广的出发点), 先对其邻域进行一次局部广度搜索.
对初始匹配 m, 用块号(左侧顶点)为索引、资源号(右侧顶点)为元素的数组来存放. 为保证从右侧饱

和点访问其匹配点的操作能以 O(1)时间完成, 为 m 建立反向索引, 用资源号为索引、块号为元素的

数组 rm 来存放, 块 rm[i]≥0 被 m 匹配到资源 i, 而 rm[i]<0 表示 i 不是饱和点. 由于 rm 大小为 n, 在
高资源配比下可能大于 k2, 为了实现第 4.2 节所述的 O(k2)匹配增广时间, 反向索引的创建时间不能

与 n 相关. 为此, 注意到不同搜索结点处的匹配验证彼此独立, 将 rm 数组设置为全局或静态存储,
一次性完成分配, 并初始化为全−1. 每次匹配验证时, 遍历 m 一趟完成 rm 的设置, 并将 rm[i]≥0 的

i 值备份到一个规模不超过 O(k)数组中. 本次匹配结束后, 遍历备份数组一次, 将 rm 恢复为全−1, 
等待下一次使用. 如此循环. 备份数组也可设置为全局存储, 并初始化为空, 在每次恢复 rm 后清空,
等待下次备份使用. 上述方式保证了本文最小增量匹配的 O(k2)时间复杂度, 且当 n 非常大时, 有利

于优化实际性能. 
算法 1 的第 6 行计算合格子模式集合时, 需进行模式上的约束验证, 其主要思路是: 
(1) 每个子模式由增元 s进入父模式中不同的块(或另外的空块)形成. 采用文献[31]的编码方式将模式向

量化, 每个块对应一个整数编码, 而当前模式 P′各块的编码必为一段连续整数 1~|P′|, 最大可取 k.
用一个大小为 k 的 bool 数组表示 s 可进入的每个块, 初始化为全 true; 

(2) 第 6 行只检查增元 s 参与的约束即可, 且只检查一趟, 若一条约束禁止 s 进入某个块, 将该块对应的

数组元素置为 false. 
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约束检查的方式依赖于约束类型. 常见的互斥约束很容易验证, 只需 O(1)时间. 在工作流应用中, 另一

类常见的约束是值势, 又分为 at-most-r 和 at-least-r 这两种. |Tx|≥r 元 at-most-r 和 at-least-r 分别要求 Tx 中步骤

最多/最少由 r 个不同资源执行. 下面给出其快速验证方法: 为每条约束 x 关联一个全局整型数组 ref(x,1…k), 
在搜索前初始化为全 0 值, 其中, ref(x,i)表示当前 x 的约束变量有几个被赋予(块编码)值 i, 并为每条约束 x 附

加一个初始化为 0 的全局计数变量#diff(x), 表示 Tx 当前被赋不同值的个数, 也就是 Tx 中的步骤当前分配的不

同资源的个数(注意: 每个编码值对应一个模式划分块, 而不同块中的步骤由不同资源执行). 在搜索深入或

(从兄弟结点)切入到当前模式时, 会把增元 s 加入编码为 i 的块中(变量 s 此前未被赋值). 此时, 对 s 所参与的

每条值势约束 xs, 置 ref(xs,i)←ref(xs,i)+1, 表示赋值为 i 的约束变量数增 1. 之后, 若 ref(xs,i)=1, 置#diff(xs)← 
#diff(xs)+1, 表示各约束变量所赋的不同值个数增 1. 而在搜索切出(到兄弟结点)或回溯前进行反向维护, 即对

每个 xs, 置 ref(xs,i)←ref(xs,i)−1. 之后, 若 ref(xs,i)=0, 置#diff(xs)←#diff(xs)−1. 在每个搜索结点处, 每条约束的

维护耗时 O(1). 而验证 xs 时, 可直接比较#diff(xs)与 r, 只需 O(1)时间. 总体上, 单条值势约束的验证时间为

O(1). 
算法 1 第 5 行的变量排序规则也依赖于约束配置. 例如, 文献[28]对以上 3 种约束的混合配置设计了启发

式排序规则(对每个候选步骤计算一个优先级并取最大者), 可有效增强搜索剪枝, 且不影响整体时间复杂度. 

5   实验研究 

5.1   数据生成与测试方法 

文献[28]配置互斥及 5 元 at-most/least-3 约束, 研究了资源独立 WSP 随机相变实例的生成模型. 互斥是最

常见的工作流约束, 而值势是常见和主要的资源独立性约束[10,28,31,42], 故上述约束配置有很好的代表性. 该模

型的实例规模由步骤数 k、资源数 n、互斥约束数 e 和 at-most-3/at-least-3 约束数γ共 4 个参数衡量. 由于 WSP
研究关注以 k 为小参数的固定参数性能, 应进一步选择(k,n)空间中 k 较小的区域. 该模型从变化 k 和变化 n 两

个维度对参数空间切片: 前者保持 n/k 而改变 k; 后者固定 k, 令 n≥k 并极度增大. 由于 at-most-3/at-least-3 等

复杂约束相对少见, 故仅取γ=k, 随 k 线性变化. 给定(k,n,γ)后, 取 e=e50, 该点处有/无解实例各占约 50%, 处于

欠/过约束的临界状态, 称为相变点. 相变实例难以求解, 有利于衡量 WSP 算法的能力, 但相变点测量非常耗

时. 对变化 k 维度, 文献[28]在 n=10k 和 n=100k 的高资源配比下, 分别取 18≤k≤58 和 18≤k≤55, 测定了一

系列 e50 值. 而其变化 n 维度取 k=18, 将资源配比从 2 推高至 524 288, 相应测定了 e50, 本文又增加了 k=36 的

系列. 由参数(k,n,e,γ)生成单个实例的方法是: 取 S={0,1,…,k−1}, U={0,1,…,n−1}. 为反映各资源掌握业务技能

种类的差异, 对每个 u∈U, 从{1,2,…,⎣k/2⎦}中随机取值作为|A(u)|, 然后从 S 中随机不重复地选择|A(u)|个元素,
得到 A(u). 这将导致约 1/4 的授权比例, 即每个步骤平均有 n/4 个授权资源. 若从{1,2,…,k}中取|A(u)|, 将导致

约 1/2 的授权比例, 为其最大可能值. 但工作流每个步骤都有其专业技能要求, 较少出现每个资源都能执行大

部分步骤的情况. 又如第 4.1 节所指出: 高资源配比是模式回溯法的优势条件, 但授权比例不能太低. 本模型

1/4 的授权比例无论在应用意义还是技术条件上都有其代表性. 随机不重复地选取 e 对步骤, 即得互斥约束集.
随机不重复地选取γ个 5 步骤子集, 即得 at-most-3 约束集, 同样可生成 at-least-3 约束集. 对每组的 4 个参数,
按上述方法生成 100 个实例. 

文献[28]的 3 个实例集可由 http://researchdata.essex.ac.uk/114/下载. 本文扩充实例集的 e50 值见表 1. 

表 1  “变化 n” (k=36): e50 值 
n 72 144 288 576 1 152 2 304 4 608 9 216 18 432 36 864 

e50 20 40 55 71 82 91 98 103 105 107 
n 73 728 146 456 294 912 589 824 1 179 648 2 359 296 4 718 592 9 437 184 18 874 368 / 

e50 108 109 110 110 109 109 110 109 109 / 

测试时, 本文限制单个实例求解(不含数据文件读取)不超过 1 小时. 对每组 100 个实例, 分有/无解两种情

况统计平均执行时间, 以削弱随机因素, 研究算法性能随实例参数的变化趋势. 当某组参数出现超时实例后,
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不统计该组的结果, 也不再测试更大的参数. 

5.2   对比算法选择与实现 

文献[28]的 IPB 充分确立了模式回溯技术路线在资源独立约束和高资源配比条件下的优势, 是本文首先

要比较的方法. 该文献提供了 C#源代码(http://researchdata.essex.ac.uk/114/). 该实现的候选邻点验证和值势约

束验证均基于块的位图表示(该实现用 64 位整数存储)及其比较操作, 利用了位运算的高效性[61]. 为验证一个

候选邻点, 预计算该资源的授权步骤集并当作一个虚拟的块, 判断其是否覆盖增块即可, 时间复杂度为 O(k),
但实际性能相当于常数. 对约束验证来说, 由于增块和原块具有同一块编号, 而该编号是搜索过程中对增元

的尝试赋值, 故可将增元参与的值势约束 x 的变量集 Tx 作为一个虚拟的块, 借助位运算与原块比较, 根据其

不相交与否, 判断 Tx是否被赋了一个新值. 以此方式维护第 4.4 节所述的#diff(x), 将形成 O(k)的单约束验证时

间复杂度. 但其主要开销是两个 64 位整数的位运算和比较, 实际性能相当于常数时间. 位运算相关实现依赖

于额外硬件特性, 并伴有一定使用限制(按照 C++标准库相关类型的用法, 块位图大小可扩展至 64 位以上, 但
必须在编译期固定, 不能根据实例参数动态设置). 但文献[28]的指派邻点验证方法较 MIPB 更适于位运算加

速(MIPB只需验证每个候选邻点与 1个增元的授权, 用位运算加速空间不大), 采用此类实现与MIPB对比, 可
以充分发挥其本身的优点. 该实现还使用了块邻域缓存技术, 即以块位图为关键字、块指派邻域为值进行散

列存储, 以降低重复计算. 该技术的加速效果非常好, 但存在前述块位图表示、缓存容量选取、缓存清理策略

等值得深入研究的问题, 宜作为下一步研究, 在 MIPB 中暂未采用. 为公平起见, 将该实现按关闭缓存与否,
分为 K19IPB 和 C-K19IPB 两个版本, 同时加入比较, 并以前者为准来报告 MIPB 的性能提升. 该实现的匹配

增广搜索采用广度优先形式, 故无需加入第 4.4 节所述的局部广度搜索. 当资源数 n>k2时, 该实现采用散列表

来建立初始匹配的反向索引(尽管 k 指派图的边数和右侧顶点数为 O(k2), 但其右侧顶点仍使用[0,n)中的资源

编号, 上述处理是为了避免反向索引的规模依赖于 n). 总体上, 除了真实性验证方式的差异, 该实现其他方面

与本文第 4.4 节描述的方式相同, 或有对等的优化处理. 
近年的其他相关研究中, 文献[22]将早期的模式回溯法[31]改进为充分验证模式回溯法 FPB(full pattern 

backtracking). 它对每个搜索结点从头计算模式完全指派图, 原理上显然落后于增量式计算, 实测性能也偏

弱, 故不再纳入对比. 文献[42]给出了 IPB 的变体算法 IVIPB. 本实验在匹配增广、约束验证和变量排序规则

上采用第 4.4 节所述方式, 重新实现了该算法并加入比较. 文献[40]提出了模式动态规划的优化实现方式, 而
文献[30]的推广方法可局限于资源独立约束. 对这两者, 文献[28]都进行过实验并显著胜出, 本文将不再重复.
目前, 与文献[28]方法性能最接近的是 Google OR-Tools 的约束求解器 CP-SAT, 它基于回溯+约束传播技术路

线, 在 2021 年 10 月的 MiniZinc 约束规划竞赛中夺得了冠军, 是 CSP 通用求解器的优异代表. 本文选择其最

新稳定版 v9.2 (对 at-most-3/at-least-3 约束, 按文献[28]所述方式建模)进行比较. 由于 CP-SAT 的技术路线不同

且实现复杂, 后文将主要报告其黑箱性能, 而不作过多分析. 
MIPB 的最小增量匹配是为控制完全指派图上的匹配时间复杂度而设计的. 为了解其对实际性能的影响,

将该特性取消(但采用第 4.4 节的方式实现匹配增广), 得到简化算法 sMIPB (simplified MIPB), 一同加入比较. 

5.3   实验结果与分析 

本节将 CP-SAT, K19IPB, C-K19IPB, IVIPB, MIPB 和 sMIPB 这 6 种算法进行对比实验, 其中, CP-SAT 使

用安装版 OR-Tools 库文件, 建模处理代码用 C++实现; K19IPB/C-K19IPB 为文献[28]提供的 C#代码; 而
MIPB、sMIPB 和 IVIPB 用 C++实现. 编译执行环境为: Win10、Visual Studio 2022 专业版+Release x64 编译模

式+默认优化选项(C++为-O2, C#为打开代码优化, C#目标框架为.Net4.7.2)、主/睿频为 3.6/4.2 GHz 的 Intel Core 
i3-9100 CPU、DDR4 2400 8 G*2 双通道内存、NVME M.2 512 G 固态硬盘. 

• 实验 1. 变化 k 维度: n=10k 
用 n=10k 系列的实例集测试 6 种算法. CP-SAT/K19IPB/C-K19IPB/IVIPB/MIPB/sMIPB 分别在 k=52/52/53/ 

52/55/55处出现超时. 对每个算法的无超时实例组, 分有/无解两种情形统计平均执行时间, 绘制其随 k变化的
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对数坐标曲线, 如图 3 所示. 可以看到, 6 种算法通常在有解情形下取得更好的性能. 因为此时有机会提前找

到一个解, 而不必遍历解空间. 12 条曲线的主体均接近直线走势, 表明 6 种算法的渐进上界至少是指数函数. 

对 5 种 IPB 来说, 这符合它们 O*(B(k))的时间复杂度(模式空间结点数为 0( ) ( ) ( 1)k
iB k B i B k
=

+∑≤ ≤ , 其中, B(k) 

为超指数函数). 尽管最坏情况下可能遍历模式空间, 但验证剪枝大大削减了实际搜索的结点数量, 使 5 种

IPB 的执行时间未表现出明显的超指数增长. K19IPB 和 C-K19IPB 初始走势不同于其他 3 种 IPB, 这与其编写

语言和程序结构有关. CP-SAT 的曲线走势明显不同, 则主要与其底层技术路线有关. 

 
图 3  变化 k (n=10k): 6 种算法执行时间对比 

先将 K19IPB 与 C-K19IPB 比较, 以了解块邻域缓存的加速效果. 统计作图数据可知: 当 k=18~51 时, 有/
无解情形下, C-K19IPB 的时间性能为 K19IPB 的 0.613~1.958/0.637~1.966 倍, 平均 1.456/1.516 倍. 有/无解情

形下, C-K19IPB 分别从 k=28/k=26 处开始取得优势, 并保持至终. 在此范围内, C-K19IPB 的时间性能平均为

K19IPB的 1.738/1.737倍, 表明块邻域缓存极大提高了搜索验证效率, 而指派计算代价是模式验证性能的重要

瓶颈. k 较小时, K19IPB 占据优势, 是因为此时缓存的性能增益不大, 未抵消散列表的启动和维护代价. 
接着, 将 MIPB 与 sMIPB 比较, 以了解最小增量匹配的作用. 统计作图数据可知: 当 k=18~54 时, 有/无解

情形下, MIPB 的时间性能为 sMIPB 的 0.968~1.080/0.964~1.038 倍, 平均 1.006/1.001 倍, 几乎没有多大差异.
这既是因为最小增量方式的性能增益不大, 也是因为匹配计算在结点验证代价中所占比例不高. 首先, 尽管

sMIPB的增量匹配在O(kn)规模的完全指派图上进行, 而MIPB的最小增量匹配在O(k2)规模的子图上进行, 但
对实际性能影响很小. 其原因在于: 最小增量匹配主要是在增块邻域超过 k 时起作用, 可避免一次匹配增广;
而 sMIPB 在深度搜索之前会检查增块邻域一趟, 在上述条件下, 至多检查 k 个邻点即可, 增广时间复杂度为

O(k), 故采用最小增量匹配并未免除多少开销. 另一方面, 匹配计算是结点验证的最后一个环节, 在剪枝搜索

树的相当一部分叶结点处(主要是约束验证失败, 也有增块邻域为空的情形, 注意, 变量排序规则强化了约束

剪枝)不执行. 而在每个内结点处都成功执行, 故往往有机会(在高资源配比和授权比例不低条件下, 指派图总

边数通常较多, 有利于匹配增广搜索)快速完成. 故总体上, 匹配代价在结点验证中所占比例较低, 匹配环节
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的优化对整体性能影响不大. 
在无块邻域缓存的两种 IPB 实现中, K19IPB 的时间性能略优于 IVIPB. 统计作图数据可知: 当 k=18~51

时, 有/无解情形下, K19IPB 的时间性能为 IVIPB 的 0.065~1.145/0.109~1.158 倍, 平均 0.779/0.814 倍; 有/无解

情形下, K19IPB 均从 k=34 处开始取得优势, 此后只偶尔出现很弱的劣势. 在此范围内, K19IPB 的性能倍数平

均为 1.043/1.034, 优势较弱. 两者变量排序规则相同, 约束验证实际性能均为常数时间, 且匹配增广都基于 k
指派图, 主要是在指派计算方式上差异较大. IVIPB 在搜索块的指派邻点时, 综合利用了块中各变量的邻域信

息, 相当于从某个(平均化的)变量邻域中搜索块的邻点. 按照本实验的实例生成模型, 每个步骤平均对 1/Δ= 
1/4 的资源授权, 故其搜索范围大约是 K19IPB 的 1/4. 但其检查增块中 O(β)个步骤的授权关系(每次检查可以

常数时间完成), 这里, β为增块大小, 才能确认或排除一个邻点, 故其候选邻点的验证代价约为 O(β). 而
K19IPB 采用 64 位整数位运算验证候选邻点, 实际性能相当于常数时间. 因此, 若计算同一增块的 k 邻域, 
K19IPB 可能达到 O(β/Δ)倍于 IVIPB 的性能. 但只有形成足够大的增块, 即β>Δ=4, K19IPB 的上述优势才能凸

显出来. 粗略地, 可以只分析 n/Δβ≥1 的情况(此时, 增块通常存在邻点, 而其原块至少有Δ个邻点, 不会在父

结点处导致剪枝). 本实验两者最大可求解 k=51 的实例, 其 n=510, 故β最大取到 4, 故 K19IPB 难以形成明显

的优势. 
现在将 MIPB 和 K19IPB 比较. 由作图数据可知: 在 k=18~51 时, 有/无解情形下, MIPB 的时间性能达到

K19IPB 的 1.776~25.546/1.602~14.375 倍, 平均为 4.708/3.453 倍; 有/无解情形下, 分别从 k=28/k=27 开始, 
MIPB 的优势稳定至 3 倍以内, 且下降趋势很快消失, 平均倍数为 2.337/2.284. 上述性能差异同样是由指派计

算方式主导的. MIPB 和 K19IPB 检查一个候选邻点的实际性能均为常数时间, 只不过 MIPB 的检查范围是原

块的邻域, 其实际规模相对资源集 U 通常大为收缩, 而 K19IPB 可能检查整个 U, 但找到 k 个邻点即可停止.
设搜索结点的增块大小为β, 而每个步骤约有 n/Δ个授权资源, 仍不妨假设 n/Δβ≥1, 则 MIPB 与 K19IPB 找到 

一个邻点的实际代价之比约为 1/Δβ−1, 所求邻点数之比约为
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本实验中, n/k=10, 故若β≥2, 邻点数之比总为 1, 此时, MIPB 便有 4β−1≥4 倍的指派性能优势. 不过, 给
定 n, 当β较大时, 不满足 n/Δβ≥1 条件, 上述 4β−1 倍的性能优势不会出现. 两个算法的共同解出规模最大为

k=51, n=510, 要保证 4β−1 倍性能优势, β最大可取 4, 这就限制了 MIPB 指派性能的优势倍数. 而在整体上, 由
于每个结点处先验证约束, 失败后不计算指派图, 有指派代价时, 一定存在约束验证代价, 还可能存在匹配代

价, 内结点处存在变量排序代价, 搜索前存在初始代价等等因素, MIPB 的上述性能优势也会被冲淡. 
将 MIPB和 IVIPB比较. 由作图数据可知: 当 k=18~51时, 在有/无解情形下, MIPB的时间性能达到 IVIPB

的 1.542~2.888/1.515~2.710 倍, 平均为 2.136/2.080 倍; 当 k=34~51 时, MIPB 的平均性能倍数达到 2.437/2.378.
类似于上一段的分析, 当 n/Δβ≥1 时, MIPB 与 IVIPB 找到一个邻点的实际代价之比约为Δ/(βΔβ−1)=1/(βΔβ−2), 

所求的邻点数之比约为
/( ),  ( / )

1,              ( / )
n k n k

n k

β β
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⎧ >⎪
⎨
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, 从而 MIPB 的性能倍数约为 
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因本实验中β≤4, 所以 MIPB 的整体性能倍数同样受到了限制. 
由以上两段的分析, 不难理解 MIPB 相对 K19IPB 和 IVIPB 的性能优势, 其优势与 n/k 的取值有关. 后文

将固定 k=18 和 k=36, 对极大的 n 做进一步研究. 
再将 MIPB 与另外两种算法比较, 统计作图数据可知. 
(1) 当 k=18~52 时, 有/无解情形下, MIPB 的时间性能达到 C-K19IPB 的 1.017~41.706/0.928~22.577 倍,

平均为 5.450/3.376 倍; 有无/解情形下, 从 k=28/k=25 开始, MIPB 的优势落入 3 倍以内, 且下降趋势
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较快消失, 平均倍数为 1.377/1.421; 
(2) 当 k=18~51 时, 在有/无解情形下, MIPB 的时间性能达到 CP-SAT 的 4.424~1469.963/11.055~1408.857

倍, 平均 319.501/353.940 倍, 总体呈下降趋势; 有无/解情形下, 从 k=47/k=50 开始, MIPB 的优势落

入 15 倍以内, 也不再有下降趋势, 平均倍数为 8.479/11.584, 平均绝对差距为 205.1/986.7 s. 尽管

CP-SAT 是较大型通用软件, 统计、日志等辅助开销偏高, 当 k 较小时影响较大, 但 MIPB 在 k 很大

时仍有上述优势, 且绝对优势突出, 这是仅靠简化辅助开销无法实现的. 
对不依赖.Net 框架的进程, 通过 Windows 接口函数较难得到峰值虚拟内存, 故本文用便于采集的峰值工

作集大小(PeakWorkingSetSize, 为峰值物理内存, 记为 PRAM)和峰值页面文件使用量(PeakPagefileUsage, 记
为 PPage)来衡量空间性能. 本实验 6 种算法的空间代价见表 2. 由该表及原始数据可知: 各算法的空间占用均

随 k 增加呈增长趋势; 对同样的 k, MIPB/sMIPB 的空间占用基本相同, 略低于 IVIPB, 显著低于 K19IPB; 
K19IPB又略低于 C-K19IPB; 而 CP-SAT 的空间占用最大. 当 k=18~51时, 相对于 K19IPB, C-K19IPB在 PRAM
均值上平均高出 3.217 MB, 在 PPage 均值上平均高出 2.879 MB. 这表明块邻域缓存占用的空间并不高. 实际

上, C-K19IPB使用的块邻域缓存以 16 384项为限, 每项有不超过 k≤52个 32位整数, 至多也只有 3.25 MB. 对
同样的 k, MIPB 的两个指标均略低于 IVIPB. 主要是因为 IVIPB 多出了若干索引数组, 抵消了其指派图规模上

的优势. K19IPB 没有这些索引, 故从指派图上规模判断, 其空间性能更应该优于 MIPB. 不过原始数据表明:
对同样的 k, MIPB 两个指标均明显低于 K19IPB. 这可能与程序结构等因素有关. 另外, C#程序由.Net 框架管

理内存, 相对 C++程序可能有较大的基础差异. sMIPB 的两个指标与 MIPB 基本相同, 尽管两者在匹配增广时

所用初始匹配大小可能不同, 但本文采用以块号为索引、匹配资源为元素的数组来存储, 实际空间占用并没

有差异. 
表 2  变化 k (n/k=10): 6 种算法的空间代价(MB) 

空间代价\算法、k 
CP-SAT K19IPB C-K19IPB IVIPB MIPB sMIPB 
18−51 18−51 18−52 18−51 18−54 18−54 

PRAM 
均值 

最小 10.736 15.751 16.104 3.334 3.485 3.485 
最大 86.878 18.619 28.644 4.181 3.723 3.725 
平均 35.696 17.873 21.239 3.755 3.587 3.587 

PPage 
均值 

最小 7.306 17.383 17.410 0.741 0.659 0.657 
最大 86.899 19.658 29.318 1.365 0.901 0.904 
平均 33.640 19.041 22.069 1.023 0.762 0.763 

• 实验 2. 变化 k 维度: n=100k 
用 n=100k 系列的实例集测试 6 种算法. CP-SAT/K19IPB/C-K19IPB/IVIPB 分别在 k=54/52/53/49 处出现超

时, 而 MIPB 和 sMIPB 按时解出了所有实例. 对每个算法的无超时实例组, 分有/无解两种情形统计平均执行

时间, 绘制随 k 变化的对数坐标曲线, 如图 4 所示. 相对于图 3 主要的变化是: MIPB(以及 sMIPB)的曲线位置

与其他算法明显拉开了差距; 另外, CP-SAT 相对其他非 MIPB 算法, 都在更大的 k 处出现超时. 
对 K19IPB 与 C-K19IPB, 统计作图数据可知: 当 k=18~51 时, 有/无解情形下, C-K19IPB 的时间性能为

K19IPB 的 0.763~2.921/0.783~2.867 倍, 平均为 1.904/1.924 倍. 这说明块邻域缓存仍然发挥了很大作用. 
对 MIPB 与 sMIPB, 统计作图数据可知: 当 k=18~55 时, 有/无解情形下, MIPB 的时间性能为 sMIPB 的

0.974~1.046/0.961~1.037 倍, 平均 1.004/1.002 倍, 差异仍很微弱. 其原因与实验 1 类似. 
对 K19IPB 和 IVIPB, 统计作图数据可知: 当 k=18~48 时, 有/无解情形下, K19IPB 的时间性能为 IVIPB 的

0.075~1.092/0.100~1.085 倍, 平均 0.723/0.731 倍. 这仍然是由于 IVIPB 在 k 较小时优势突出导致. 有/无解情

形下, K19IPB 从 k=37/k=39 处开始取得优势, 并大体保持至终. 在此范围内, K19IPB 的性能倍数平均为 1.047/ 
1.030, 只能认为其与 IVIPB 的性能大体相同. 本实验两者共同可求解的最大规模为 k=48, n=4800, 此时β最大

取到 6. 但有/无解情形下, K19IPB 也只达到了 1.092/1.085 倍的性能优势. 这主要是因为 K19IPB 的 O(β/Δ)= 
O(β/4)倍指派性能优势是一个上限. 实际上, IVIPB 确认一个邻点时才会检查β次授权, 更多时候只是排除候

选, 其检查次数往往少于β, 故β达到 6 仍然不足以凸显 K19IPB 的优势. 
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图 4  变化 k (n=100k): 6 种算法执行时间对比 

现在将 MIPB 与 K19IPB 比较. 当 k=18~51 时, 在有/无解情形下, MIPB 的时间性能达到 K19IPB 的 6.038~ 
50.325/5.132~28.695 倍, 平均为 11.977/9.067 倍. 在有/无解情形下, 分别从 k=26/k=24 开始, MIPB 的优势稳定

至 10 倍以内, 且下降趋势很快消失, 平均倍数为 7.606/7.184, 稳定之后的优势比例达到实验 1 的 3 倍以上. 如
实验 1 对应的分析, MIPB 较 K19IPB 的指派性能倍数以增块大小β为指数. 但该实验的解出实例β≤4, 而本实

验对相同的 k, n 值扩大到 10 倍, 从而满足 n/Δβ=n/4β≥1 的β值可增加 1 或 2. 且对增大后的β值, 从 k 个步骤

中取β个的组合方式很多, 有利于相应增块的形成. 在这些增块相应的结点处, MIPB 较 K19IPB 的指派性能会

显著提高(指数部分增加了 1 或 2), 而指派计算是结点验证的主要开销, 故整体搜索性能也会随之提升. 
将 MIPB 与 IVIPB 比较. 当 k=18~48 时, 在有/无解情形下, MIPB 的时间性能达到 IVIPB 的 3.637~8.992/ 

2.880~8.705 倍, 平均为 6.018/5.475 倍. 其优势比例也扩大到实验 1 的近 3 倍. 如实验 1 的对应分析, MIPB 较

IVIPB 的指派性能倍数以增块大小β为指数, 而本实验条件导致β增加 1 或 2, 将会使 MIPB 明显获益. 
再将 MIPB 与另外两种算法比较, 由作图数据可知. 
(1) 当 k=18~52 时, 在有/无解情形下, MIPB 的时间性能达到 C-K19IPB 的 2.894~65.958/2.781~36.322 倍,

平均为 10.262/6.673 倍. 在有/无解情形下, 均从 k=30 开始, MIPB 的优势稳定至 4 倍以内, 且不再有

明显的变化趋势, 而平均倍数达到 3.141/3.005; 
(2) 当 k=18~53 时, 在有/无解情形下, MIPB 的时间性能达到 CP-SAT 的 5.344~4909.639/4.518~2613.183

倍, 平均为 871.900/504.950 倍, 且随着 k 的增大呈下降趋势. 本实验中, CP-SAT 较其他非 MIPB 算

法更晚出现超时, 表明其性能更稳定. 尽管在每组的平均性能通常偏弱, 但 CP-SAT 在 100 个实例间

的性能波动较小, 有时能够按时解出其他算法的超时实例. 
统计各算法的空间代价见表 3. 由该表及原始数据可知, 各算法空间占用随 k 的变化趋势以及 k 相同时的

对比关系都与实验 1 类似. CP-SAT 的解出规模较实验 1 增加, 但空间占用却有所下降, 这应该与其算法机制

有关. K19IPB的指标较实验 1略有增长, 这是因为输入实例的存储规模增加; 另外, 每个步骤的授权资源数扩

大 10 倍, 也会使 k 指派图的规模扩大(达到 k 个邻点的块数增加). C-K19IPB 的指标仍较 K19IPB 略高, 也较实
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验 1 略有增长, 原因均类似于之前的分析. IVIPB 的求解规模较实验 1 下降, 但空间占用却明显增加. 主要是

因为数组索引的规模随 n/k 而扩大 10 倍, 同时, k 指派图的规模有所增加. MIPB 的空间占用较实验 1 有所增长, 
这与输入实例的存储规模增加有关, 也与完全指派图的规模增长有关(同样大小的块, 其邻域规模较实验 1 扩

大 10 倍). 
表 3  变化 k (n/k=100): 6 种算法的空间代价(MB) 

空间代价\算法、k 
CP-SAT K19IPB C-K19IPB IVIPB MIPB sMIPB 
18−53 18−51 18−52 18−48 18−55 18−55 

PRAM 
均值 

最小 10.323 18.452 18.796 4.194 3.639 3.639 
最大 71.730 21.942 31.720 8.008 4.996 5.001 
平均 30.717 20.349 22.730 5.838 4.263 4.173 

PPage 
均值 

最小 6.835 19.967 19.986 1.371 0.802 0.801 
最大 70.904 23.341 32.397 5.244 2.209 2.212 
平均 28.235 21.770 23.602 3.209 1.452 1.452 

• 实验 3. 变化 n 维度: k=18 
用 k=18 系列的实例集测试 6 种算法, 均可按时完成. 对每个算法, 分有/无解两种情形统计各组实例的平

均执行时间, 绘制其随 n 变化的双对数曲线, 如图 5 所示. 本实验中主要的变化是: K19IPB/C-K19IPB 在 n 足

够大时显著超过了 MIPB/sMIPB 和 IVIPB. 下面仍按之前的顺序进行比较和分析. 
对 K19IPB 与 C-K19IPB, 统计作图数据可知: 有/无解情形下, C-K19IPB 的性能达到 K19IPB 的 0.604~ 

0.853/0.626~0.876 倍, 平均 0.760/0.778 倍. K19IPB 占据明显优势, 与前两个实验在 k=18 时的结果大体一致.
这是因为块邻域缓存用散列表实现, 有一定的管理和维护开销. 当 k 较小时, 模式空间不大, 其结点间增块重

复的情况较少, 缓存的性能增益不能抵消其代价. 而当 n 增大时, 虽有利于剪枝搜索树的扩大(根据前述

n/Δβ≥1 的粗略要求, 大 n 值有利于形成较大的增块), 增加重复, 但其以完整模式空间为限度, 对 k=18 的情况

作用不大. 故本实验中, 块邻域缓存的效果对大 n 值并不敏感. 
对 MIPB 与 sMIPB, 统计作图数据可知: 有/无解情形下, MIPB 的性能达到 sMIPB 的 0.981~1.025/0.966~ 

1.009 倍, 平均 0.999/0.997 倍, 差异非常微弱. 其基本原因见实验 1 的分析. 同时, 本文的匹配增广实现针对

大 n 值进行了优化, 故匹配计算部分对整体性能的影响进一步缩小, 有关差异也更难以凸显. 
接着比较 K19IPB 与 IVIPB. 有/无解情形下, n=2k~2048k 时, IVIPB 有 1.029~21.088/1.058~16.201 倍的优

势, 平均 11.094/7.863 倍; 而 n=4096k~524288k 时, K19IPB 有 1.791~146.544/1.832~138.567 倍的优势,平均为

37.839/36.385 倍. 这种优劣的转换, 主要是因为 IVIPB 预计算了多个大小为 n 的数组索引. 当 n 较小时, 可以

快速计算这些索引, 且 K19IPB 的 O(β/Δ)=O(β/4)倍指派性能优势难以凸显(此时β不会很大, 且该优势为偏高

的估计), 故整体上 IVIPB 优势. 而当 n 很大时, 按 n/Δβ=n/4β≥1 估计, 有利于出现大的β. 例如: n=524288k 时, 
β可取到 11; 而 n=4096k 时, β也可取到 8. 但是由于存在互斥约束, β/k 必须很小, 增块才有可能形成. 本实验

中, k=18, e50 通常大于 10, 故β=8 的增块有 90%以上概率包含互斥的步骤. 于是, 大体从 n=4096k 开始, β值便

很难真正地增加, 故 K19IPB 后半段的优势不能由此解释. 对 IVIPB 进行分段计时, 发现对特大的 n 值, 初始

化开销远超过搜索开销, 因而正是这一点主导了 IVIPB 后半段的劣势. 
将 MIPB与 K19IPB比较. 有/无解情形下, n=2k~8192k/n=2k~4096k 时, MIPB有 1.020~53.025/1.721~35.367

倍的优势, 平均 23.647/16.228 倍; 而当 n=16384k~524288k/n=8192k~524288k 时, K19IPB 有 2.251~109.218/ 
1.541~162.531 倍的优势, 平均为 35.066/44.071 倍. 由实验 1 分析给出的公式(1), 给定 k 和 n, 增块大小β越大,
对 MIPB 越有利. 但如上一段的分析, 大体从 n=4096k 开始, β值便很难真正地增加, MIPB 的优势也不会再扩

大. 相反, 由于 n 的增加, n/k>Δβ=4β的情况更容易出现. 此时, MIPB 的性能倍数为 kΔ2β−1/n=k42β−1/n, 会出现缩

小的趋势. 这就解释了 MIPB 相对 K19IPB 的性能变化. 不过, 优劣转换点与若干β值及其频度有关, 很难进一

步分析. 
将 MIPB 与 IVIPB 比较. 在有无解情形下, MIPB 分别有 1.159~6.134/0.853~3.776 倍的优势, 平均为 2.969/ 

2.086 倍, 大体上全程处于优势. 在 n 较小的前半段, 由于 IVIPB 的初始开销很小, MIPB 的优势主要来自于搜
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索阶段, 特别是搜索结点上的指派计算性能. 随着 n 的增加, β值却难以增加, 由实验 1 分析给出的公式(2)可
知, MIPB 的优势会快速缩小(n 以指数速度增长)并转为劣势. 但是, IVIPB 的初始开销也快速增长, 使其相对

MIPB 仍然处于劣势. 若对照与 K19IPB 的比较, 限定 n=2k~8192k/n=2k~4096k, 则 MIPB 较 IVIPB 有 1.159~ 
6.134/1.107~3.776 倍的优势, 平均可达 3.593/2.618 倍. 

再将 MIPB 与另外两种算法比较. 统计作图数据可知. 
(1) 在有/无解情形下, 当 n=2k~8192k/n=2k~4096k时, MIPB相对C-K19IPB有 1.271~69.165/2.138~45.194

倍的优势, 平均 33.091/22.067 倍; 而当 n=16384k~524288k/n=8192k~524288k 时, C-K19IPB 有 1.822~ 
92.870/1.249~142.300 倍的优势, 平均为 29.504/37.891 倍; 

(2) 在有/无解情形下, MIPB 的性能达到 CP-SAT 的 22.072~7613.784/23.050~4747.871 倍, 随着 k 的增大

呈下降趋势, 平均倍数为 2741.766/1744.197. 

 
图 5  变化 n (k=18): 6 种算法执行时间对比 

当 n=2k~524288k 时, 各算法的空间代价见表 4. 

表 4  变化 n (k=18): 6 种算法的空间代价(MB) 

空间代价\算法 CP-SAT K19IPB C-K19IPB IVIPB MIPB sMIPB 

PRAM
均值 

最小 8.103 15.427 15.817 3.312 3.337 3.318 
最大 2443.410 95.366 95.600 3386.220 760.209 760.191 
平均 266.952 25.927 26.242 359.876 83.206 83.186 

PPage
均值 

最小 5.269 17.063 17.080 0.625 0.636 0.638 
最大 2470.466 787.128 786.368 3408.905 783.054 783.065 
平均 272.469 100.377 100.370 362.088 85.373 85.373 

由该表及原始数据可知: 随着 n值的快速增加, 各算法的空间占用也快速增长; 当 n很大时, MIPB/sMIPB
的空间占用显著高于 K19IPB/C-K19IPB, 但明显低于 CP-SAT; 而 IVIPB 的空间占用是最高的. 表中 K19IPB
的两个指标与 K19IPB 大体相同, 这是因为本实验中实例存储规模随 n 值快速增长, 而 k=18 较小, 块邻域缓

存能够占据的空间非常有限. 当 n 足够大时, IVIPB 的空间占用不但显著超过了 K19IPB, 也超过了 CP-SAT,
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这是因为其附加的索引数组大小均为 n. 当 n足够大时, MIPB的两个指标特别是 PRAM已经显著超过K19IPB,
这是因为完全指派图的规模显著超过 k 指派图. 但由于 IVIPB 的大型索引数组, MIPB 的空间占用仍然显著优

于 IVIPB. 
• 实验 4. 变化 n 维度: k=36 
用 k=36 系列的实例集测试 6 种算法, 除 CP-SAT 在 n=262144k 处发生超时外, 其他算法均按时解出了所

有实例. 对每个算法, 分有/无解两种情形统计各组实例的平均执行时间, 绘制其随 n 变化的双对数曲线, 如
图 6 所示. 本实验主要的变化是, IVIPB 对极大的 n 值也超过了 MIPB. 

 
图 6  变化 n (k=36): 6 种算法执行时间对比 

下面仍按顺序进行比较分析. 
对 K19IPB 与 C-K19IPB, 统计作图数据可知: 有/无解情形下, C-K19IPB 的性能达到 K19IPB 的 1.100~ 

4.539/1.134~4.895 倍, 平均为 3.197/3.327 倍, 且随 n 的增加呈明显的增长趋势. 相对于实验 3, 因 k 值翻倍,
模式搜索空间极大扩张, 增块重复的情况也更为显著, 故块邻域缓存的性能增益随之增加, 而其管理开销变

为次要的因素. 而且随着 n 值的增大, 同样的增块会有更多的授权资源(因授权比例不变, 在同样的 n 下, 同一

增块的邻域大小约为实验 3 的 2 倍), 这使更多增块的邻域大小从不足 k 变为等于 k, 其直接计算代价增加, 而
读取缓存将更为有利. 故本实验中, C-K19IPB 的优势会随着 n 值的增大而增加. 

对MIPB与 sMIPB, 统计作图数据可知: 有/无解情形下, MIPB的性能分别为 sMIPB的 0.940~1.050/0.953~ 
1.003 倍, 平均 0.994/0.989 倍, 反而呈现微弱劣势. 该现象不全是偶然的. 步骤的授权资源集扩大 2 倍, 将有

更多增块的邻域大小超过 k, 可在一趟广度搜索中完成匹配增广, 而不进入更耗时的深度搜索(见本文第 3.4节
的匹配增广方式), 这就削弱了 MIPB 相对 sMIPB 的优势. 又由于 MIPB 为简化匹配而做了更多判断, 反而可

能造成其劣势. 
接着比较 K19IPB 和 IVIPB. 有/无解情形下, 在 n=2k~256k 一段, K19IPB 相对 IVIPB 具有 0.871~1.179/ 

0.852~1.175 倍的优势, 平均 1.048/1.049 倍. 考虑到编写语言和程序结构不同, 很难区分两者的性能优劣. 而
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在 n=512k~524288k 一段, K19IPB 的优势扩大到 1.326~5.281/1.305~3.793 倍, 平均 2.583/2.324 倍, 且随 n 增大

呈明显增长趋势. 由于 k=36 时模式搜索空间显著扩张, IVIPB 的线性初始代价已难以主导整体性能, 而
K19IPB在后半段的优势主要是由其指派性能优势导致. 尽管由于互斥约束的限制, 当 n值增大时, 峰值β很难

总是增大, 但是步骤的授权资源数会随之增大, 使更多较大增块所计算的邻点数从少于 k 个变为刚好 k 个. 而
K19IPB 对每个邻点时有 O(β/Δ)=O(β/4)倍的优势, 其指派优势将会随之扩大, 进而导致整体优势的扩大. 

现在比较 MIPB 与 K19IPB. 有/无解情形下, n=2k~4096k/n=2k~2048k 时, MIPB 有 1.095~6.958/1.052~6.619
倍的优势, 平均 3.703/3.639 倍; 而当 n=8192k~524288k/n=4096k~524288k 时, K19IPB 有 1.853~71.830/1.006~ 
104.410 倍的优势, 平均为 23.151/27.631 倍. 随着 n 的增大, MIPB 仍然发生了优劣转换, 转换点的 n/k 较实验

3 变小了约 2 倍, 但其 n 值大体不变, 仍在 100 000 附近. 这是因为在同样的授权比例下, 能够形成的增块大

小直接依赖于 n 值, 本例中 k 值翻倍, 故转换点的 n/k 相应变小. 在图 5 和图 6 中, 随着 n/k 的增大, 都可以观

察到, MIPB 相对 K19IPB 的优势先扩大再缩小的过程. 一层原因是: 随着 n/k 的增大, 峰值β先有所扩张, 后因

互斥约束难以扩张, 使得 MIPB 计算 1 个邻点的最大性能优势先迅速提升, 后难以提升. 另一层原因在于: 随
着 n/k 的增大, MIPB 和 K19IPB 对同一增块共同计算的邻点数将首先增加, 而 MIPB 计算每个邻点的性能都有

优势, 故其优势将随之扩大. 而当 n/k 继续增大时, 更大的增块难以形成, 而两个算法对存量增块共同计算的

邻点数增加到 k 为止, 上述有利因素将逐渐失去作用, MIPB 计算邻点较多的弱点将逐渐成为主导因素. 
将 MIPB 与 IVIPB 比较. 有/无解情形下, n=2k~8192k/n=2k~4096k 时, MIPB 有 1.139~7.339/1.222~6.903 倍

的优势, 平均 4.130/3.943 倍; 而当 n=16384k~524288k/n=8192k~524288k 时, IVIPB 有 1.397~13.602/1.147~ 
26.283 倍的优势, 平均为 6.729/9.483 倍. 随着 n 的增大, MIPB 也发生了优劣转换. 原因仍是由于互斥约束, β
值随 n 值而增大时会受到限制, 而 n 值随 n/k 值持续增大, 对 MIPB 的性能优势不利. 若参照与 K19IPB 的比

较而限定 n=2k~4096k/n=2k~2048k, 则 MIPB 相对 IVIPB 有 1.221~7.339/1.222~6.903 倍的优势, 平均为 4.380/ 
4.120 倍. 

再将 MIPB 与另外两种算法比较, 统计作图数据可知. 
(1) 在有/无解情形下, 当 n=2k~1024k/n=2k~512k 时, MIPB 相对 C-K19IPB 有 0.995~3.314/0.928~3.193

倍的优势, 平均为 1.754/1.713 倍; 而当 n=2048k~524288k/n=1024k~524288k 时, C-K19IPB 有 1.433~ 
289.959/1.119~470.500 倍的优势, 平均为 75.876/100.958 倍; 

(2) n=2k~131072k 时, 在有/无解情形下, MIPB 的性能达到 CP-SAT 的 3.530~607.277/3.051~274.439 倍,
平均为 177.834/115.505 倍. 

6 种算法的空间代价见表 5. 

表 5  变化 n (k=36): 6 种算法的空间代价(MB) 

空间代价\算法、n/k CP-SAT K19IPB C-K19IPB IVIPB MIPB sMIPB 
2~131072 2~524288 2~524288 2~524288 2~524288 2~524288 

PRAM 
均值 

最小 22.400 17.614 18.821 3.048 3.364 3.350 
最大 2 358.888 174.192 175.617 12 543.560 1 946.341 1 946.313 
平均 298.854 35.193 36.064 1 323.932 208.375 208.356 

PPage 
均值 

最小 19.851 19.369 20.110 0.716 0.679 0.682 
最大 2 484.112 2 927.193 2 928.991 12 684.731 2 099.576 2 099.575 
平均 309.444 326.836 327.191 1 336.850 222.093 222.086 

由该表及原始数据可知, 各算法空间占用随 n 的变化趋势以及 n 足够大时的对比关系都与实验 3 类似. 相
对于表 4, 各算法的对应指标基本都出现了比较明显的增长. 这主要是因为 k 和 n 的倍增导致了实例本身以及

指派图规模的增大. 

6   结论与下一步工作 

本文对资源独立性约束 WSP 的增量模式回溯法 IPB 进行改进, 通过建立基于完全指派图和完备 k 核心匹

配的最小增量计算方法, 优化了模式真实性验证的性能, 将整体搜索时间复杂度由 O((f(c)+k2+kn)B(k))降至
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O((f(c)+k2+n)B(k)), 由此建立了最小增量模式回溯法 MIPB. 在包含互斥和 at-most-r/at-least-r 约束、资源授权

比例约为 1/4 的相变随机实例集上进行实验, 结果表明: 
相对于 IPB 的原始实现 K19IPB(关闭块邻域缓存)和另一种优化实现 IVIPB, 若固定资源配比 n/k=10MIPB

的(实例组内)平均性能最低, 具有 1.6 和 1.5 倍优势, (组间)平均 2 倍以上; 而固定 n/k=100, MIPB 的平均性能

最低具有 5.1 和 2.9 倍的优势, 趋势稳定后平均大于 7 倍和 5 倍; 固定 k=18, 在 n=2k~4096k 区间, MIPB 对

K19IPB 有平均 16 倍以上的优势, 对 IVIPB 有平均 2.6 倍以上的优势; 固定 k=36, 在 n=2k~2048k 区间, 
MIPB 对 K19IPB 有平均 3.6 倍以上的优势, 对 IVIPB 有平均 4.1 倍以上的优势. 大体上, 在 n 值为 10 万

左右, MIPB 较 IPB 出现劣势, 此后其相对性能显著下降; 但在此前更有实际意义的 n 值范围内, MIPB 的优

势比较显著, 并呈先增大再减小的趋势, 在一段范围内格外突出. 
相对于 IPB 的原始实现 C-K19IPB(打开块邻域缓存), MIPB 在固定 n/k=10 的切片上, 趋势稳定后的平均

优势为 1.4 倍左右; 在固定 n/k=100 的切片上, 趋势稳定后的平均优势大于 3 倍; 在固定 k=18 的切片上,
在 n=2k~4096k 区间, 平均有 22 倍以上的优势; 在固定 k=36 的切片上, 在 n=2k~512k 区间, 平均有 1.7 倍

以上的优势. 由于块邻域缓存技术同样可以加速 MIPB, 上述比较是技术栈不对等的, 但也更加凸显了 MIPB
的优势. 

相对于 2021 CSP 竞赛的冠军 CP-SAT, MIPB 在上述固定 n/k 的两个切片上, 平均性能最低具有 4.4
倍的优势; 在上述固定 k 的两个切片上, 平均性能最低具有 3 倍以上的优势. 在资源独立性约束和高资源

配比条件下, MIPB 强化了 IPB 技术路线相对回溯+约束传播的优势. 
另外, 现有 IPB 针对 WSP 只求一个可满足解的目标, 使用了简化的 k 指派图, 这会丢失大量可满足

解的信息. 而 MIPB 建立了完全指派图的快速计算方法, 不仅在前述相当大范围内具有性能优势, 而且对

可满足解的计数、枚举或优选问题更具参考价值. 
下一步将研究 MIPB 与块邻域缓存、约束传播、约束图分解等优化技术的结合. 由于 WSP 面向单工作流

的安全规划与资源分配, 而实际场景中的资源往往为多工作流所共享, 将 WSP 相关问题推广到并发环境中,
也有很多工作可以开展. 
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