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摘　要: 基于分解的演化多目标优化算法 (MOEA/D) 的基本思想是将一个多目标优化问题转化成一系列子问题

(单目标或者多目标)来进行优化求解. 自 2007年提出以来, MOEA/D受到了国内外学者的广泛关注, 已经成为最

具代表性的演化多目标优化算法之一. 总结过去 13 年中关于 MOEA/D 的一些研究进展, 具体内容包括: (1) 关于

MOEA/D的算法改进; (2) MOEA/D在超多目标优化问题及约束优化问题上的研究; (3) MOEA/D在一些实际问题

上的应用. 然后, 实验对比几个具有代表性的MOEA/D改进算法. 最后, 指出一些MOEA/D未来的研究方向.
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Abstract:  The  basic  concept  of  the  multiobjective  optimization  evolutionary  algorithm  based  on  decomposition  (MOEA/D)  is  to  transform
a  multiobjective  optimization  problem  into  a  set  of  subproblems  (single-objective  or  multiobjective)  for  optimization  solutions.  Since
MOEA/D  was  proposed  in  2007,  it  has  attracted  extensive  attention  from  Chinese  and  international  scholars  and  become  one  of  the  most
representative  multiobjective  optimization  evolutionary  algorithms.  This  study  summarizes  the  research  progress  on  MOEA/D  in  the  past
thirteen  years.  The  advances  include  algorithm  improvements  of  MOEA/D,  research  of  MOEA/D  on  many-objective  optimization  and
constraint  optimization,and  application  of  MOEA/D  in  some  practical  issues.  Then,  several  representative  improved  algorithms  of  MOEA/D
are compared through experiments. Finally, the study presents several potential research topics of MOEA/D in the future.
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很多现实世界的工程优化问题都需要同时考虑多个相互冲突的目标, 这些问题通常都被建模成多目标优化问

题 (multiobjective optimization problem, MOP). 一个连续MOP可以表述为:
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{
minmize F(x) = ( f1(x), . . . , fm(x))T ∈ Rm

s.t. x = (x1, x2, . . . , xn)T ∈Ω
(1)

Ω ⊂ Rn Rm F(x) :Ω→ Rm m Ω ⊂ Rn其中,    为决策空间,    为目标空间,    是具有   个目标函数值的目标向量. 这里的   是一

个连通的闭集.
通常一个 MOP 不存在一个唯一的最优解, 取而代之的是一组折衷最优解. 这组折衷最优解在决策空间被称

为帕累托集合 (Pareto set, PS) , 在目标空间称为帕累托前端 (Pareto front, PF). 下面给出几个相关的概念.
x1 x2 Ω x1 x2 x1 ≻ x2

i = 1,2, . . . ,m fi(x1) ⩽ fi(x2) j = 1,2, . . . ,m f j(x1) < f j(x2)

定义 1. 支配关系.    ,    为决策空间   中的两个决策变量,    支配    (记为   ), 当且仅当对于所有的

 都有   , 且存在一个   使得   .
x ∈Ω x ≻ x∗ x∗定义 2. 帕累托最优解. 如果不存在任何一个决策向量   能够使得   , 则   是一个帕累托最优解 (Pareto

optimal solution).
定义 3. 帕累托集合. 所有帕累托最优解组成的集合称为帕累托集合.
定义 4. 帕累托前端. 所有帕累托最优解映射到目标空间中的目标向量组成的集合称为帕累托前端.
如图 1所示, PS为多目标优化问题在决策空间的最优解集合, PF为对应于目标空间中的最优解集合.

  
决策空间 目标空间

帕累托最优解

帕累托集合 (PS)

f2

帕累托前端 (PF)

f1
(a) PS (b) PF

图 1　PS和 PF 示意图
 

在没有先验信息的情况下, 决策者 (decision maker, DM)需要得到整个帕累托前端的近似解集合, 后续再根据

需求从中选出一个最适合的. 演化多目标优化算法 (multiobjective optimization evolutionary algorithms, MOEAs)一
次运行就可以逼近整个 PF, 并且 MOEAs 不受限于目标函数的不连续性、不可微性等性质 [1−4]. 这些优良的性质

使得MOEAs受到了越来越多的关注. 当前的MOEAs主要可大致分为以下 3类.
(1) 基于支配关系的演化多目标优化算法

基于支配关系的演化多目标优化算法利用支配关系将种群中的个体分为不同的层级. 越靠近底部层级的个

体, 适应度值越高, 在进行环境选择的时候被选中的机会就越大. 同一层级中的个体互不支配, 需要通过拥挤度距

离或小生境等机制来选择个体. 代表性的算法有 NSGA-II[5]、PESA-II[6]和 SEPA2[7]等. 基于支配关系的演化多目

标优化算法在目标个数为 2–3 个时有比较好的性能. 然而, 随着目标个数的增加, 种群中非支配解的数量急剧上

升, 最后种群中绝大多数的个体都是非支配解. 这会导致基于层级的选择机制失效. 同时, 由于目标空间增大, 为了

确定种群中解的拥挤程度, 需耗费很大的计算量. 因此在高维情况下, 基于支配关系的演化多目标优化算法面临很

大的挑战.
(2) 基于性能指标的演化多目标优化算法

基于性能指标的演化多目标优化算法通过性能指标来指导整个种群的演化优化. 超体积 (hyper volume,
HV) 指标由于具有良好的理论支撑, 成为最常用的指标之一. 然而, 随着目标个数的增加, HV 指标的计算代价

会呈指数级增长, 这阻碍了 HV在高维多目标优化问题上的应用. 为了解决这一问题, 学者们提出一些快速计算

HV的方法 [8,9], 但截至目前, 仍然没有一个特别有效的算法来显著地降低其在高维多目标优化问题上的计算复

杂度.
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(3) 基于分解的演化多目标优化算法 (MOEA/D)

MOEA/D[10]的核心是通过分解方法将一个多目标优化问题分解成一系列子问题来进行求解, 这些子问题可以

是单目标优化问题也可以是多目标优化问题. 然后利用子问题之间的邻域关系, 以协作的方式同时优化所有的子

问题, 并得到整个 PF的近似解集合. 这类算法通常使用子问题的目标函数值作为适应度值, 有效避免了随着目标

个数的增加个体的选择压力失效的状况. 此外, 子问题目标函数值计算不会呈现指数级增长.

MOEA/D自提出以来, 吸引了越来越多学者的关注, 出现了许多MOEA/D的改进算法, MOEA/D也被应用到

许多问题上. 根据谷歌学术中的统计, 到目前为止MOEA/D被 SCI他引已经高达 4 643次. 图 2是MOEA/D每年

被引次数的统计情况, 可以看到近年来MOEA/D被引次数一直在不断地增长. Trivedi等人 [11]在 2016年对这些算

法进行了总结. 然而, 从 2016年至今, 一些新颖的MOEA/D改进版本被提出, 这些改进算法解决了不同领域的一

些通用问题. Xu等人 [12]在 2020年进一步对MOEA/D的改进以及近几年来新的发展进行了系统的研究. 而国内还

没有对这类算法进行总结的文章, 鉴于 MOEA/D 近年来发展迅速以及在许多实际问题上的成功应用, 本文我们

对MOEA/D的发展做出详细讨论. 与已有综述文章相比, 本文的工作主要有以下 4个贡献: (1)结合MOEA/D近

年来的发展, 对MOEA/D的基本框架进行总结; (2)对MOEA/D的演化过程进行划分, 并给出明确的定义; (3)详

细介绍 MOEA/D 在 6 项典型实际问题中的具体应用; (4) 给出 6 个具有代表性的算法在多组测试问题上的对比

实验.
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图 2　MOEA/D被引次数
 

本文第 1节简要介绍MOEA/D的基本框架. 第 2节对MOEA/D的研究方向进行详细地讨论. 第 3节介绍关

于MOEA/D的热点研究. 第 4节介绍MOEA/D在一些实际问题上的应用. 第 5节实验分析具有代表性MOEA/D
改进算法性能. 第 6节提出一些MOEA/D需进一步研究的方向和问题.

 1   MOEA/D 概述

 1.1   MOEA/D 基本框架

如图 3所示, 在MOEA/D的初始化阶段, 需要预先生成一组均匀分布的方向/权重向量. 这组方向/权重向量通

常由单纯形网格设计方法 [13]生成. 利用这些方向向量/权重向量, MOEA/D可以将一个多目标优化问题转换成一组

单目标优化问题 (如线性加权 [14])或者一组简单多目标优化问题 (如空间划分 [15]).

u+1 u+u u+λ

在MOEA/D的迭代阶段, 算法往往利用方向/权重向量之间的邻域关系以及它们与种群分布的关系来执行重

组操作. 这里重组操作可以是   的, 即稳态 (steady state)模式, 也可以是   或   的, 即代际 (generational)模
式. 稳态演化模式是指产生一个新解后就更新整个种群. 代际演化模式是指生成整个子代种群后再与父代种群竞

争得到下一代种群. 在新的子代产生以后, 算法执行替换策略. 这里的替换原则通常是基于种群个体的子问题目标

函数值以及它们与方向/权重向量的距离来执行的.
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算法不断迭代直至达到停机条件. 达到停机条件之后, 算法输出获得的非支配解, 并将其作为这个多目标优化

问题的近似解.
  

开始 输入 初始化 迭代更新 输出 结束停机准则
是

否

基于子问题函数和方向/权重向量
的替换策略

基于方向/权重向量的重组操作

图 3　MOEA/D流程图
 

 1.2   常用的分解方法

在迭代更新过程中, 使用不同的分解方法能够得到不同的子问题函数, 在MOEA/D中, 常用的分解方法有以

下 3种.
(1) 加权和 (weighted sum, WS)方法

λ = (λ1, . . . ,λm)T λi ⩾ 0,
∑m

i=1
λi = 1, i = 1, . . . ,m ( f1(x), . . . , fm(x))T假设   是一个权重向量, 满足   .    为目标向量, 则加

权和方法定义的子问题如下: min gws(x|λ) =
∑m

i=1
(λi fi(x))

s.t. x ∈Ω
(2)

使用不同的权重向量, 可以得到一组不同的子问题. 在问题具有凸 PF 的情况下, 该方法具有良好的性能. 然
而, 在非凸 PF的情况下, 并不是每个帕累托最优解都可以通过该方法得到.

(2) 切比雪夫 (Tchebycheff, TCH)方法

切比雪夫方法可以求解任意 PF形状的MOP, 所以在许多MOEA/D改进算法中得到了广泛使用. 切比雪夫方

法构造的子问题如下: min gte(x|λ,z) = max
1⩽i⩽m
{λi| fi(x)− z|}

s.t. x ∈Ω
(3)

z = (z1, . . . ,zm)T ∀i = 1, . . . ,m, zi <min{ fi(x)|x ∈Ω} x∗

λ x∗
其中,    是参考点, 满足   .在温和条件下, 每一个帕累托最优解   , 必

存在一个权重向量   使得公式 (3)的最优解就是   , 反过来公式 (3)的每一个最优解都对应MOP的一个帕累托最

优解. 因此, 通过改变权重向量, 可以得到不同的帕累托最优解.
(3) 基于惩罚的边界交叉 (penalty-based boundary intersection, PBI)方法

PBI方法构造的子问题如下: 

min gpbi(x|λ,z) = d1 + θd2

d1 =
||F(x)− z)Tλ||

||λ||

d2 =

∥∥∥∥∥∥F(x)−
(
z+d1

λ

||λ||

)∥∥∥∥∥∥
s.t. x ∈Ω

(4)

θ > 0 d1 λ

d2 d1 d2

d1 d2 θ θ

其中, z 与公式 (3)中相同,    是一个预先设定的惩罚参数.    为解映射到目标空间中的目标向量在权重向量 

上的投影距参考点的距离,    为解映射到目标空间中的目标向量距权重向量的距离. 因此具有更小的   和   值的

解被认为是更好的解.    和   的平衡通过参数   控制, 对于不同的MOP设置合适的   值能优化 PBI方法性能.
如图 4所示, 是对应 3种分解方法分解机制示意图. 
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图 4　3种分解方法示意图
 

 2   研究方向

MOEA/D因其简单高效的特点吸引了许多学者对它进行研究. 最初版本的MOEA/D考虑的是一组具有 2–3
个目标的无约束优化问题和一组具有 2–4个目标的背包问题. 随着测试问题的多样性增加和复杂性提高, 出现了

许多基于 MOEA/D 的改进算法. 这些算法主要针对问题的不同特性, 对最初版本的 MOEA/D 进行改进. 具体地,
关于这方面的研究可总结为 5个方向: (1) 权重向量; (2) 分解方法; (3) 重组策略; (4) 替换策略; (5) 计算资源分配

机制. 下面将对这 5个方向逐一展开介绍.

 2.1   权重向量

MOEA/D的一个关键特征是, 种群的多样性由一组权重向量 (或一组由权重向量决定的参考点/参考向量)引
导. 每个权重向量定义一个子问题, 在理想情况下, 每个子问题的最优解为一个帕累托最优解. 对于不同的优化问

题, 经典的权重向量生成方法 [13]存在以下问题.
(1) 生成权重向量的数量受目标函数个数的限制, 无法产生任意指定数量的权重向量.
(2) 对于 PF规则的多目标优化问题, 均匀分布的权重向量能够引导 PF近似解的一致性; 当优化问题的 PF不

规则 (如不连续的、退化的等)时, 均匀分布的权重向量所引导的近似解在 PF上不一定是一致分布的.
(3) 在高维目标空间中, 生成的方向/权重向量大多集中在目标空间的边界, 分布并不均匀. 将目标个数达到 4

个及以上的优化问题称为超多目标优化问题 (many-objective optimization problem, MaOP).
针对上述问题, 从以下两个方面对权重向量的研究进行总结: (1)生成均匀分布的权重向量策略; (2)自适应权

重向量生成方法.
 2.1.1    生成均匀分布的权重向量

Tan等人 [16]提出了基于均匀设计的MOEA/D (uniform design MOEA/D, UMOEA/D)算法, 该算法通过构造均

匀设计的混合实验 (uniform design for experiments with mixtures, UDEM)来生成权重向量. 在 UDEM中, 设置了一

个参数 M 作为权重向量非一致性的度量, M 的值越小, 权重向量的分布越均匀, 在该方法下, 生成的权重向量分布

偏差最小, 与单纯形网格设计方法相比, 得到的权重向量在目标空间中分布更均匀.

N1 N2

针对利用MOEA/D求解MaOP时, 权重向量主要分布在权重空间的边界, Ma等人 [17]提出了一种权重向量初

始化方法, 该方法下可以生成任意数量的均匀分布权重向量, 进而发展了 MOEA/D-UDM 算法. 该算法结合

UDEM[16]和单纯形网格设计方法, 生成备选的权重向量. 将权重向量主要产生在权重空间的内部, 部分留在边界.
然后, 从备选权重向量中选择所需权重向量数量. Li等人 [18]提出生成双层权重向量, 使用单纯形网格设计方法, 分
别在目标空间的边界和内部生成一组大小分别为   和   的权重向量. 然后利用坐标变换, 缩小内部权重向量的

坐标. 最终的权重向量集合为边界和内部所有的权重向量.
 2.1.2    自适应权重向量生成方法

Harada等人 [19]提出为难求解的子问题自适应增加权重向量的方法. 首先通过 EP (外部存档, 用于存储非支配
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解)和已有的权重向量找到比较难搜索到的子问题, 然后分配多个权重向量给这个子问题, 将该子问题进一步细分

为更多的子问题, 使得更多的计算资源用于该子问题. Li等人 [20]提出通过识别浪费计算资源的权重向量来自适应

的调整权重向量. 具体地, 当子问题对应的解在目标空间中的向量陷入局部最优或者处于 PF的不连续区域时, 继
续优化该子问题会浪费计算资源, 此时就需要对权重向量进行调整.

Jiang 等人 [21]提出一种基于帕累托自适应的权重向量生成方法. 该算法根据问题的 PF 特征自动调整权重向

量. 它有两个重要的特点: (1)采用混合均匀设计方法 [22], 生成任意数量的权重向量; (2)利用超体积指标 [4]评估权

重向量与 PF的交点, 调整权重向量使得超体积达到最大和交点沿 PF的分布更均匀. 进一步, Jiang等人 [23]提出了

一种具有快速超体积存档的新型MOEA/D算法, 用于自适应调整权重向量以适应 PF形状的变化. 该算法定义了

一个存档, 存储演化过程中产生的非支配解, 并通过最大化存档集合的超体积更新存档, 最后根据存档中的解周期

性地调整权重向量.
Gu 等人 [24]提出了一种基于自组织映射 (self-organizing map, SOM) 的权重向量设计方法. 具体地, 该算法利

用 N (N 为种群大小) 个当前个体的目标向量训练 SOM 网络中的神经元, 然后根据神经元的权值更新权重向量,
这样权重向量是根据种群中个体分布进行的调整, 因而得到的解在不完整的 PF上分布也是均匀的. 该方法可以与

大多数基于分解的MOEAs结合求解MaOP.

f1 + f2 + . . .+

fm = 1 m f1 + f2 + . . .+ fm = 1

针对 PF 形状不连续, 有尖峰或低尾的问题, Qi 等人 [25]提出了一种采用自适应权重向量调整的改进算法

(MOEA/D with adaptive weight adjustment, MOEA/D-AWA). 该算法提出一个两阶段策略调整权重向量的生成. 在
第 1阶段, 根据 TCH方法生成的权重向量和最优解之间的几何关系, 提出了一种权重向量初始化方法: WS变换.
WS 变换将一个子问题的权重向量进行映射, 由 WS 变换的可逆性, 可得到一组均匀分布在超平面 

  (   为目标函数数量)的权重向量. 但当问题的 PF与超平面   不一致时, 子问题权重向量的

均匀性并不能保证 PF 上最优解的一致性. 故在第 2 阶段, 提出使用自适应权重向量调整策略 (adaptive weight
adjustment, AWA), 使得生成的权重向量与 PF 形状相适应. AWA 策略主要通过离解最近的 m 个邻居解来判断

PF上解的稀疏性. 进一步, Qi等人 [26]使用狄洛尼三角网为子问题定义了一种新的邻域关系, 其 PF上解的稀疏性

由解之间的欧式距离和解之间的分布共同决定.
Li等人 [27]提出一种在演化过程中逐步调整权重向量的方法 (approach to adapt weights, AdaW). 该方法根据种

群在演化过程中产生的信息周期性地更新权重向量, 为给定的问题寻找合适的权重向量. 具体地, 当种群迭代一定

次数后, 对权重向量进行更新, 生成新的权重向量, 删除解拥挤处的权重向量. 此外, 当算法接近演化过程的终点

时, 权重向量的变化可能会导致沿着指定的搜索方向 (权重向量) 演化不够充分. 因此, 该方法不会在最后的 10%
代评估期间更新权重向量.
 2.1.3    小　结

基于分解的算法中最终近似解集的分布和权重向量的分布是密不可分的. 因此, 如何根据问题特点生成均匀

分布的权重向量是这一部分工作的研究目标. 根据上面的讨论, 可以得到以下结论.
(1) MOEA/D-UDM[17]和双层权重向量生成方法 [18], 不仅使得权重向量的生成摆脱了目标数量的限制, 而且克

服了在高维目标情况下边界解稀少的局限性. 但它们在进化过程中权重向量是固定的, 只能在问题 PF规则的情况

下有较好的性能.
(2) 如何在不预先知道问题的 PF情况下确定一组合适的权值是一个开放问题, 利用进化过程中的信息自适应

的调整权重向量是主要的解决方法. 其中, 进化过程中的信息包括子问题的求解程度 [19]、问题 PF特征 [21,23]、种

群分布情况 [24,25]等.
(3) 值得注意的是 AdaW 方法 [27], 该方法通过细化权重自适应过程中的几个关键部分, 即权重生成、权重添

加、权重删除和权重更新频率, 逐步为给定问题分配合适的权重. 实验结果表明, AdaW适用于 PF形状非常复杂

的问题, 包括高度非线性, 不连续的, 退化的问题等.

 2.2   分解方法

传统的 3种分解方法 (即WS、TCH、PBI), 在求解一些MOP时存在一定的缺陷, 如解的改进区域过大, 种群
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多样性被破坏. 近年来不少学者对分解方法进行了深入研究, 这些研究主要可分为以下 3 个方面: (1) 改进法;
(2) 混合法; (3) 划分目标区域法. 下面对这 3类算法进行简要概述.
 2.2.1    改进法

分解方法的效果往往受所优化问题的影响. 由于优化问题的复杂性和多样性, 传统的分解方法在求解一些问

题时存在一定的缺陷. 改进法即根据演化搜索过程中的特点, 对传统分解方法进行改进以更好地求解不同的优化

问题.

θ

在 TCH、PBI分解方法中, 种群中的解在目标空间中朝着参考点 z 演化 (通常 z 是在搜索过程中找到的理想

点). 当种群趋向于 PF的某一区域时, 搜索找到的理想点和真实的理想点之间的距离会变大, 导致最后得到的种群

无法逼近整个 PF. 针对这一个问题, Sato[28]对传统的 PBI分解方法进行扩展, 提出了反向 PBI (inverted PBI, IPBI)
分解方法. 与传统的 PBI通过最小化子问题函数值使得解向理想点 z 演化相反, IPBI以当前种群中最差目标值构

造的 w 为参考点, 通过最大化子问题函数值演化解. 在该方法中, 随着权重向量的改变, 最大子问题函数值对应的

解也会改变, 使得 IPBI能够搜索目标空间中更广泛的区域. 另外, 与 PBI类似, IPBI也通过参数   来平衡种群收敛

性和多样性.
θ θPBI方法的一个缺点是惩罚参数   需要用户指定, 没有唯一的   适用于不同类型的问题. Yang等人 [29]根据对

PBI中惩罚参数进行分析, 提出了两种新的惩罚策略来平衡种群收敛性和多样性. 一种为自适应惩罚方案 (adaptive
penalty scheme, APS), APS对所有子问题分配相同的惩罚值, 但惩罚值随着搜索进行不断增加. 因此, 在搜索早期,
惩罚值较小, 有利于快速收敛; 在搜索后期, 惩罚值变大, 更强调多样性. 另一种为基于子问题的惩罚方案 (subproblem-
based penalty scheme, SPS), SPS根据不同子问题权重向量的位置指定不同惩罚值, 对边界子问题采取严格惩罚, 对
中间子问题采取宽松惩罚, 从而边界解得到保留, PF 上解的分布更广泛. 对两种策略进行比较的实验结果表明,
SPS策略优于 APS. 进一步将 SPS融入两个MOEA/D改进算法 (即MOEA/D-ACD[30]和MOEA/D-STM[31])中, 验
证了 SPS的有效性.

i xi xi

θi i θi

m×Km−1 m m

Wang 等人提出的 MOEA/D-ACD[30]中定义子问题   的当前解   在目标空间中改进区域为所有优于   的解向

量构成的集合. 分析表明, 对于传统的分解方法 (WS, TCH, PBI), 解的改进区域对一些问题来说过大, 导致一个新

的解可以取代几个旧的解, 使得多个不同子问题有相同的解, 破坏了种群多样性. 为了克服这个问题, 提出了约束

分解方法, 即对子问题添加约束. 该方法通过控制参数   来调整子问题   的改进区域, 其中   的值在演化过程中自

适应调整, 达到平衡种群收敛性和多样性的作用. Cai 等人 [32]提出一种基于网格的约束分解方法 (constrained
decomposition with grids, CDG), 该方法将目标空间划分成多个网格. 在划分的网格系统中, 通过约束分解定义了

 个子问题 (   为目标函数的数量, K 为划分的区间数), 其中相同的解最多可以分配给   个子问题, 有效缩

小了解的改进区域. 另外, 网格系统很容易反映解之间的邻域关系, 使得解之间的匹配选择更有效.
lp p

lp p p

Ma等人 [33]提出基于方向向量   范数约束的切比雪夫分解方法 (   -Tch). 在该方法中每个子问题由方向向量

的   范数构成. 分析表明,    值的增加能够使得对各子问题改进区域的划分更均匀. 进一步, 通过分析   -Tch 和其

他切比雪夫分解方法之间的关系, 定义了一个广义子问题, 这个广义子问题可以在竞争中调整子问题的重要性, 使
得偏好的子问题获得更多更新机会, 从而提高算法性能.

α α

α α = 0

聚合函数等高线的形状和位置, 对算法搜索起着至关重要的作用 [34]. Jiang 等人 [35]提出两种等高线可控的聚

合函数, 分别为乘法标量化函数 (multiplicative scalarizing function, MSF)和基于惩罚的标量化函数 (penalty-based
scalarizing function, PSF). 在MSF和 PSF中, 均设置了一个参数   调整解的改进区域大小, 其中更小的   值有利于

算法收敛, 对应解的改进区域更大. 所以在搜索的不同阶段调整   值, 能够有效改进算法性能. 此外, 当   时, 两
种标量化函数都退化为 TCH.
 2.2.2    混合法

不同的分解方法具有不同的搜索特性. 混合法就是将两种或者及以上的分解方法相结合, 以充分利用不同分

解方法的搜索特性来有效解决MOP. 如何选择不同的分解方法进行合理地融合是这类算法的关键.
Ishibuchi等人 [14]提出同时使用 TCH和WS分解方法计算个体适应度值. 并提出两种方式对这两种分解方法
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进行组合. 一种是多网格策略, 其中每个分解方法都有各自完整的权重向量网格系统. 另一种是单网格策略, 交替

为网格中的权重向量分配这两种不同的分解方法. Zhend等人 [36]提出直接将WS和 TCH进行加权组合得到一个

新的加权混合方式 (weighted mixture-style, WM)的分解方法, 由于WS方法集中于全局搜索, 而 TCH方法关注个

体搜索, 从而WM方法能够充分利用搜索信息, 有效提高算法性能.
传统的 WS 和 TCH 方法对目标函数尺度比较敏感, 结合文献 [13] 中基于方向的分解方法: 正常边界交叉方

法 (normal boundary intersection, NBI)和传统的 TCH方法, Zhang等人 [37]提出了一种新的分解方法: NBI方式的切

比雪夫方法, 用于处理目标函数尺度不同的MOP. 该方法根据目标空间中的极值点 (即对应单个目标函数值最小

的点), 生成了一组在极值点连线上均匀分布的参考点. 然后通过最小化解距参考点的最大距离使得解向参考点演

化, 进而逼近 PF.
WS方法适合问题 PF为凸的情况, 当问题 PF非凸时需要选择其他的分解方法. Ishibuchi等人 [38]提出了一种

自动选择WS和 TCH方法策略. 该方法的特点是, 在每一代, 若解的目标向量位于 PF的非凸区域则使用 TCH方

法. 否则, 使用WS方法. 融合该方法的MOEA/D算法在改进的非凸 PF多目标背包问题上进行了实验, 验证了该

方法的有效性. MOEA/D对问题 PF的形状很敏感, 主要是因为分解方法中参考点和子问题公式的设置对各种问

题适应能力不强. Wu等人 [39]提出学习分解 (learning-to-decomposition, LTD)范式, 首次在基于分解的MOEAs中
同时自适应地设置子问题公式中的参考点, 等高线和搜索方向. 具体地, LTD范式由两个相互依赖的部分组成, 即:
学习模块和优化模块. 学习模块使用优化模块中的非支配解作为训练集, 通过高斯回归 (GP)[40]学习估计 PF的模

型. 然后通过学习模型中的信息, 优化模块自适应地设置: (1)符合估计 PF形状的有效参考点; (2) 合适的等高线和

搜索方向. 优化模块可以是任何一种基于分解的MOEAs.
Lp Lp p = 1

p→∞ p Lp p

Lp

p

p

p p

p

Wang等人 [41]分析了一类常用分解方法的性质:   加权方法. 在   加权方法中, 当   时, 即为WS方法; 当
 时, 即为 TCH方法. 分析表明, 随着   值的增加,    的搜索性能下降, 但在 PF几何上的鲁棒性增加, 即   值

可用于调节   方法搜索性能及其 PF几何上鲁棒性之间的平衡. 进一步, 如果知道 PF几何结构, 则可通过 PF的曲

率来确定一个合适的   值, 这验证了文献 [42]中最优分解方法的存在性. 基于这个观点, 提出基于帕累托自适应分

解方法的MOEA/D改进算法, 该算法首先初始化一组   值, 然后在每一代, 使用参考曲线族 [21]近似 PF来评估每个

子问题的   值, 将不同的子问题与不同的   值联系起来. 在此基础上, Wang 等人 [43]中提出了一种在线改进方法:
PaS逼近, 用于选择最优的   值. 该方法并不需要对 PF进行评估, 更简单高效.
 2.2.3    划分目标区域法

MOEA/D及其改进版本大多数通过子问题的多样性来实现种群的多样性. 在更新过程中, 新解是否替换旧解

完全取决于它们的聚合函数值. 在某些情况下, 这种替代会错过一些搜索区域, 导致种群多样性丢失. 另外, 这些算

法取得好的性能需要选择适当的分解方法和权重向量, 这对于很多问题来说并不容易. 为了减缓这些缺陷, Liu等
人 [15]提出一种将多目标优化问题分解为一组多目标优化子问题的方法. 该方法推广了MOEA/D的框架, 得到的算

法为MOEA/D-M2M. 具体地, 首先选择 K 个单位向量, 将目标空间划分为 K 个子区域. 然后将种群中的解分配到

这 K 个不同的子区域. 基于这种划分, 将多目标优化问题转化为 K 个带约束的多目标优化子问题, 其中目标函数

不发生改变, K 个子区域定义了这 K 个子问题的约束空间.
 2.2.4    小　结

分解方法决定了算法在演化过程中的搜索行为, 根据上述研究, 将现有工作总结如下.
(1) 分解方法主要由参考点 [28]、控制参数 [29,33]、等高线的位置和形状 [34,35]等因素决定. 通过调整这些因素, 能

够有效提高算法性能.
(2) 为了打破传统分解方法的限制, MOEA/D-ACD[30]、CDG[32]通过添加约束的方式提出了新的分解机制, 能

够更加灵活地调整旧解被新解替换的范围. 这类方法的关键是制定合适的约束方案以适应不同的优化问题.
(3) 不同的分解方法具有不同的搜索特性, 充分利用不同分解方法的优点, 将分解方法的特点与演化过程相匹

配, 融合多种分解方法可有效提高算法求解问题的性能.
(4) MOEA/D-M2M[15]提出的空间划分策略拓展了分解的定义, 该方法利用权重向量将目标空间划分为一组子
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区域, 为研究分解方法提供了新的思路.

 2.3   重组策略

关于重组策略的研究主要包括两部分: 第 1 部分是父本的选择方式; 第 2 部分是子代的产生方式. 最初版本

的MOEA/D根据目标空间中权重向量之间距离定义子问题邻域结构, 每个解的匹配父本是在其邻域解中随机选

择的.
1−δ

α

β γGen Gen

Li等人 [44]提出允许父本以   的概率从整个种群中选择来提高种群多样性, 得到的算法为MOEA/D-DE. 在
此基础上, Chiang等人 [45]进一步提出一种自适应策略来调整父本选择范围. 在该策略中, 首先根据子问题在连续 

代的改进情况, 将子问题分为已解决的和未解决的, 在演化过程中只选择未解决的子问题进行演化. 同时, 为了保

证收敛性和多样性, 保持了   个拥挤度距离最大的解总是被选择. 然后, 在   代后开始调整父本选择范围 ( 
为最大迭代次数), 根据当前解之间的欧式距离确定邻域结构, 而不是根据目标空间中权重向量之间距离, 从而避

免了在目标空间中接近的解可能在决策空间中相距很远的情况, 实现了更有效的局部调整.
基于邻域的选择可能会产生一些重复解, 导致种群多样性下降. Jiang 等人 [46]引入小生境技术来指导父本选

择. 该方法计算每个解在 T 个邻域解中小生境计数, 如果一个解的小生境计数超过了给定阈值, 意味着这个解与其

邻域解很相似, 此时选择邻域外的解作为父本, 避免了产生重复解, 增加了种群多样性.
选择好父本后, 需要对父本进行重组操作产生新解. MOEA/D 采用模拟二进制交叉 (simulated binary

crossover, SBX)和多项式变异 (polynomial mutation, PM)作为重组算子产生新解. 由于不同算子搜索行为不同, 对
算法的影响也不同. 已有不少算子被提出应用于MOEA/D框架中.

Li等人 [44]提出使用差分算子 (differential evolution, DE)作为杂交算子来处理 PS复杂的MOP. Huang等人 [47]

进一步研究了各种 DE 策略对 MOEA/D 性能影响, 这些 DE 策略包括 DE/best/1、DE/rand/1、DE/best/2、
DE/rand/2和 DE/rand-best/1. 实验结果表明各种 DE策略关键不同在于父本的选择, 但没有一种 DE策略适合所有

问题.
Li等人 [48]提出基于适配率等级的多臂强盗 (fitness-rate-rank-based multiarmed bandit, FRRMAB)策略来自适

应地选择重组算子. 为了减轻直接使用适应度改进导致算法鲁棒性弱的问题, FRRMAB使用适应度改进率 (fitness
improvement rates, FIR) 衡量算子在最近搜索过程中的表现, 并用一个固定大小的滑动窗口来存储最近使用算子

的 FIR值, 每个算子的奖励为当前滑动窗口中该算子所有 FIR值总和. 然后, 引入一个衰退机制, 为所有算子分配

信用值来指导算子选择. 将 FRRMAB方法融入MOEA/D的一个改进算法 (MOEA/D-DRA[49])中, 选择 4种常用

的交叉算子作为候选算子 (即 DE/rand/1, DE/rand/2, DE/current-to-rand/1和 DE/current-to-rand/2), 测试了算法在

UF[50]测试实例上的性能. 实验结果表明, 算法在该测试实例上显著提高了MOEA/D-DE[44]、MOEA/D-DRA[49]和

ENS-MOEA/D[51]的性能.
NKe等人 [52]将MOEA/D与蚁群算法结合来构造解. 提出的算法将一个多目标优化问题分解为   个单目标优化

子问题, 每个单目标优化子问题由一只蚂蚁负责. 在搜索过程中, 每只蚂蚁利用当前解, 邻域信息素矩阵和自身启

发式信息矩阵组成的函数来构造一个新解, 使得构造的解充分利用全局和局部信息, 更可能为子问题的一个较好

的解, 加速算法收敛.
Zhou等人 [53]提出利用高斯模型产生解. 其基本思想是围绕MOEA/D中的解建立一个多元高斯模型, 从建立

的高斯模型中采样一个新的试验解, 然后用多项式变异算子进行变异. 该算法在每一代建立的多元高斯模型与子

问题数目相同, 所以与一般的算子相比, 计算量更大. Shim等人 [54,55]提出把分布式估计算法 (estimation of distribution
algorithm, DEA)融入MOEA/D中来产生解. 算法通过估计决策空间中解的总体分布来预测未知解的分布, 然后采

样选择解.
Martínez等人 [56]提出在MOEA/D中融入局部搜索算子, 进一步获得局部更优解. Ke等人 [57]将一个两阶段局

部搜索方法 (two phase Pareto local search, 2PPLS) 与 MOEA/D 结合, 提出一种基于分解的模因算法 (memetic
algorithm based on decomposition, MOMAD). 算法的每一代在每个解的邻域利用帕累托局部搜索方法产生新解.
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Shi等人 [58]提出基于分解的并行帕累托局部搜索算法 (parallel Pareto local search based on decomposition, PPLS/D),
与 2PPLS不同, 该算法将原始的搜索空间分解为 L 个子区域, 然后在这 L 个子区域同时执行并行搜索.

Ma等人 [59]将一个改进的 Baldwinian学习算子融入MOEA/D框架中. 该算法将当前父代种群分为 K 个不相

交的簇, 在每个簇中建立局部分布模型, 从而得到当前种群的分段分布模型. 然后, 结合父代个体进化历史和得到

的分布模型, 构造后代的下降方向. 在下降方向的指导下, 算法的收敛速度显著增加.
Wang等人 [60]研究了两种不同算子的搜索行为, 分别为差分进化, 多项式变异算子和邻域学习, 反转突变算子.

分析表明前者在找到分布广泛的解上更有潜力, 而后者能找到质量更高的解. 将这两种具有不同搜索特征的算法

融入MOEA/D-GR[61], 更有效地平衡了种群收敛性和多样性, 提高了算法性能.
依据演化过程中的特点, 本文将重组策略定义为两部分: 第 1部分是父本的选择方式; 第 2部分是子代的产生

方式. 根据已有工作, 可以得到如下结论.
δ(1) 通过设置选择父本的邻域范围, 可以有效维持种群的多样性. MOEA/D-DE[44]通过参数   控制从邻域选择

父本的概率. 但这种选择方式可能会产生一些重复解. 文献 [46]引入小生境技术选择父本可有效避免了这一问题,
为种群多样性维持提供了新的方法.

(2) 许多产生子代解的方式已经融入分解的框架中, 主要有采用新的算子 (如: 差分算子 [44]、局部搜索算

子 [56]、改进的 Baldwinian学习算子 [59]等)、利用其他的启发式方法 [52]和概率模型 [53]. 另外, 考虑到不同算子的特

点, 根据算法性能需求融合多种算子可以有效平衡种群收敛性和多样性.

 2.4   替换策略

在MOEA/D中, 一个新解可以替换多个较差的邻域解, 可能破坏种群的多样性. 不少研究通过制定不同的替

换原则来克服这个问题.

xi
new xi

new

xi
new

xi
new Tr

Tr

Li等人 [44]提出通过限定一个新解替换旧解的个数来避免种群多样性被破坏. 在MOEA/D中, 子问题 i 产生的

新解   是否取代其邻域子问题对应的解完全依赖于聚合函数值, 并没有保证解   对取代的子问题来说是最合

适的, 从而产生下面两个问题: (1)若在搜索早期产生一些高质量的解, 将会取代大多数当前解, 使得许多子问题陷

入局部最优; (2)解   虽然不适合子问题 i 的邻域子问题, 但可能适合其他子问题. 而这种情况的解, 在MOEA/D

中会被舍弃, 降低了算法收敛效率. 故Wang等人 [61]提出一种全局替换 (global replacement, GR)策略来调整解的

替换范围. 具体地, 首先为解   找到最合适的子问题 j, 然后选择   个距子问题 j 最近的子问题组成替换邻域, 其

中替换邻域大小   可以控制种群收敛性与多样性平衡. 文献 [62]进一步对 GR策略进行拓展, 提出在演化过程中

动态调整替换邻域大小的方法, 有效平衡了搜索过程中种群收敛性和多样性.
Wang等人 [30]提出一种约束分解方法来限制旧解的改进, 该方法通过对子问题增加约束来减小子问题改进区

域. 根据搜索过程中得到的信息, 文章进一步提出一种自适应调整约束因子策略, 有效平衡了算法在不同搜索阶段

种群收敛性和多样性.
在替换过程中, 有希望的解和子问题之间的相互选择可以看作是一个双边匹配问题, 即子问题对解的选择具

有偏好, 反之亦然. 而 MOEA/D 中并没有明确考虑解对子问题的偏好. Li 等人 [31]提出一个简单有效的稳定匹配

(effective stable matching, STM)模型协调选择过程. 每个子问题根据聚合函数值对所有解进行排序, 此时子问题偏

好聚合函数值更小的解, 因此子问题的偏好促进了算法收敛. 另外, 每个解根据其与子问题方向向量的距离对所有

子问题进行排序, 此时解偏好距离最近的子问题, 解的偏好促进了多样性. 利用 STM为每个子问题分配一个解, 平
衡子问题和解的偏好, 进而平衡了演化搜索过程中种群收敛性和多样性.

Li等人 [18]提出融入帕累托支配关系进行替换的方法. 在该方法中, 解的替换是分层进行的, 依次考虑的是帕

累托支配关系, 局部密度估计和聚合函数. 此外, 为了进一步提高种群多样性, 不会替换与一个孤立子区域相关联

的最差解.
替换策略也是分解算法框架中重要的一步, 该策略通过解的替换来达到平衡种群收敛性和多样性的目的. 主

要的原则有: (1)合理限定新解和旧解的替换范围; (2)将解和子问题之间进行精准匹配, 为每个子问题选择最合适
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的解.

 2.5   计算资源分配

MOEA/D通过固定权重向量定义分解子问题, 这意味着定义了一组不变的子问题, 且在演化过程中每个子问

题得到的计算资源是相等的. 然而对于复杂问题, 不同的子问题优化的难易程度是不同的, 对不同的子问题分配相

同的计算资源, 使得计算资源并没有得到有效的利用. 在基于计算资源分配的MOEA/D改进算法中, 致力于将更

多的计算资源分配给进化潜力更大的子问题, 以充分利用计算资源.

i πi πi

Zhang等人 [49]在MOEA/D的框架下提出一种为不同子问题自动分配计算资源的算法 (MOEA/D-DRA). 在该

算法中, 为每个子问题   定义了一个效用函数   , 并根据每 50 代计算的目标函数值相对减少量更新   . 接着引入

10-竞标赛选择机制选择效用函数值更大的一组子问题进化, 实现了计算资源动态分配. 进一步, MOEA/D-GRA[63]

在MOEA/D-DRA基础上进行扩展. 该算法定义了一个概率向量 P, 并将子问题与 P 中不同元素相关联. 然后提出

两种资源分配策略更新向量 P. 这两种策略分别为离线资源分配 (offline resource allocation, OFRA), 在线资源分

配 (online resource allocation, OBRA). OFRA 表示离线度量, 即向量 P 中的元素根据子问题难易程度事先设定.
ONRA表示在线度量, 即向量 P 根据搜索过程中子问题难易程度动态调整. 实验测试表明, ONRA策略更加实用.

Cai等人 [64]提出了一种新的算法. 该算法利用外部存档指导计算资源在子问题之间动态分配. 算法融合了多

目标演化优化的两种基本策略, 分别为基于支配排序和分解的策略, 用于求解具有 2个或 3个目标的组合优化问

题. 算法维持了两个种群, 一个为内部种群, 另一个为外部存档, 其中基于分解的策略用于演化内部种群, 使用

NSGA-II中的非支配排序和拥挤度距离更新外部存档. 算法通过记录前 L 代中每个子问题演化所得的解进入外部

存档的数量, 决定子问题分配计算资源的概率.

y y

Li等人 [65]提出引入随机权重向量的MOEA/D改进算法. 该算法在MOEA/D-DE[44]的基础上进行改进, 在考虑

使用固定权重向量的同时, 引入随机权重向量, 用于求解具有不规则 PF的MOP. 具体地, 当算法中固定权重向量

定义的子问题 i 在 G 次函数求值中都没有得到改进时, 则从外部种群中选择个体生成新解   , 并更新在   上改进最

大的子问题. 子问题更新通过外部存档中非支配解产生随机权重向量实现.
计算资源分配主要思想是为不同难度的子问题分配不同的计算资源, 以期实现计算资源的高效合理分配. 实

现的方式有: (1) 定义效用函数来评价子问题难易程度, 如何根据演化过程在线更新效用函数是这类方法的关

键 [49,64]; (2)利用外部存档存储演化过程中得到的非支配解, 来指导计算资源分配 [65]; (3)根据演化过程中的信息调

整权重向量 [66], 该方法在求解 PF不规则的问题上具有较好的性能.

 3   研究热点

自 20世纪 90年代以来, 许多学者致力于研究求解目标数量为 2–3个的无约束多目标优化问题算法. 然而许

多实际应用不仅涉及的目标达到 4个或以上, 而且一般都具有一定的限制条件, 使得优化问题的求解难度大大增

加. 近年来, 目标个数达到 4个及以上的超多目标优化问题 (MaOP)和含有约束限制的约束优化问题 (constrained
optimization problem, COP)已成为优化领域的热点研究课题. 受基于分解算法思想和技术的启发, 许多研究在求

解MaOP和 COP上做出了一些成果.

 3.1   在超多目标优化问题 (MaOP) 上的研究

在MaOP中, 随着目标维数的增加, 优化过程中搜索能力、重组效率和分布性评价等难度急剧增加. 而基于分

解的算法中简单有效的个体比较方式以及良好的多样性维持机制有希望解决MaOP中存在的困难. 不少研究已经

做出了一些探索. 本节主要从以下 3个方面进行总结, 分别是: (1)参考点/参考向量的设置; (2)分解技术与其他方

法结合; (3)偏好信息表达.
 3.1.1    参考点/参考向量的设置

基于参考点/参考向量设置的方法主要通过定义一组分布在目标空间中的参考点/参考向量指导种群在不同区

域搜索.

高卫峰 等: 基于分解的演化多目标优化算法综述 4753



Deb等人 [66]在 NSGA-II的框架下提出了一种基于参考点的超多目标演化算法 (NSGA-III)来求解MaOP. 该
算法主要通过一组参考点将目标空间分解, 然后将解与参考点相关联来指导解的选择. 而一组固定的参考点可能

会出现帕累托最优解和参考点不匹配的情况. 故文献 [67] 进一步对 NSGA-III 进行改进, 提出了一种自适应参考

点方法, 即如果一个参考点与多个解相关联, 则认为该参考点是拥挤的, 需要在该参考点附近加入新的参考点. 反
之, 如果一个参考点没有相关联的解, 则将该参考点删除.

文献 [68]在MOEA/D-M2M[15]的基础上, 设计了一种自适应区域分解策略来处理 PF退化的MaOP. 自适应区

域分解由自适应参考向量实现, 该策略根据种群在演化过程中的变化趋势及时调整参考向量来划分区域, 弥补了

PF退化的MaOP在采用固定且均匀分布参考向量的不足之处.
Cheng 等人 [69]提出了一种基于参考向量指导的演化算法 (reference vectors-guided evolutionary algorithm,

RVEA). 该算法主要特点是: (1)设计了一种新的基于角度惩罚距离 (angle-penalized distance, APD)聚合方法来动

态平衡算法收敛性和多样性; (2)针对目标函数没有很好归一化情况, 提出了一种自适应调整参考向量策略, 以得

到一个均匀分布的帕累托最优子集.

d1 d2

d2 d1

Asafuddoula等人 [70]提出了一种基于分解的改进算法 (improved decomposition-based evolutionary algorithm,
I-DBEA). 该算法使用 PBI方法中的两种距离度量   和   来维持种群收敛性与多样性平衡. 与 PBI方法中通过额

外参数控制不同, 算法采用了简单的优先原则, 先考虑   度量再考虑   度量. Yuan等人 [71]提出利用目标空间中解

到参考向量的垂直距离明确地维持高维空间中解的多样性.
 3.1.2    分解技术与其他方法结合

Cai 等人 [72]提出一种基于排序和选择的 MOEA/D 改进算法 (variant of MOEA/D with sorting-and-selection,
MOEA/D-SAS) 求解 MaOP. 算法引入两个独立部分来平衡收敛性和多样性, 即基于分解的排序 (decomposition-
based-sorting, DBS)和基于角度的选择 (angle-based-selection, ABS). DBS只对每个子问题的 L 个最接近的解进行

排序, 以控制收敛性和降低计算量. ABS利用目标空间中解之间的角度信息来精确的保持多样性. 此外, 该算法允

许一个子问题与任意数量的解相关联, 这使得它能更灵活处理 PF形状不同的问题.
Li等人 [18]提出一种结合帕累托支配和分解策略的算法 (MOEAs combines the dominance- and decomposition-

based approaches, MOEA/DD)来求解MaOP. 算法主要利用支配和分解方法的优势来平衡演化过程中收敛性和多

样性. 分解策略用于限制每个解只能与一个子区域相关联, 并通过对子区域的局部密度估计管理多样性. 算法的特

点是采用稳态分层方式, 依次基于帕累托支配, 局部密度估计和聚合函数进行更新操作.

θ

NSGA-III强调的是接近参考点的非支配解, 当目标数量较大时, NSGA-III依赖的帕累托支配关系仍然缺乏足

够的选择压力将种群拉向 PF, 此时 NSGA-III更强调多样性而忽略了收敛性. 而MOEA/D即使在高维目标空间中,
通常也可以通过基于聚合函数的选择算子很好地逼近 PF. 故 Yuan等人 [73]提出了一种新的支配关系:    -支配. 该
支配关系考虑了 NSGA-III与MOEA/D的优势, 利用MOEA/D中基于聚合函数的适应度评价方案来增强 NSGA-
III在高维空间中的收敛能力, 从而更好地兼顾收敛性和多样性.
 3.1.3    偏好信息表达

多目标优化最终目的是为 DM 提供更多偏好解. 随着目标数量的增加, 为 DM 提供大量近似整个 PF 的折中

解, 不仅增加了 DM的工作量, 而且给决策过程带来了许多不相关甚至是有噪声的信息. 特别的, 当目标空间较大

时, 以有限大小的种群来获得整个 PF上具有代表性子集是不现实的. 为了方便决策过程, 利用 DM偏好信息指导

搜索过程, 找到 DM感兴趣的区域不仅能够节省大量的计算资源, 而且更具有实际意义.
基于参考点的多目标演化算法可以通过指定参考点指导特定区域搜索. NSGA-III对整个 PF生成一组均匀分

布的参考点, 若用 DM指定的参考点代替均匀参考点, 也可以聚焦于 PF上偏好区域. 文献 [69]提出通过 DM提供

一个中心向量和半径来指定一个偏好区域. Li等人 [31]提出通过选择指定参考点附近的权重向量来定义子问题, 驱
动搜索及计算资源集中于偏好区域. Mohammadi等人 [74,75]提出基于参考点的分解多目标演化算法 (reference point
based multiobjective evolutionary algorithm with decomposition, R-MEAD)及其改进算法 R-MOEAD2. 算法以 DM
决定的一组参考点代表其偏好区域. 与直接利用参考点定义子问题不同, 算法引入了一组基本权重向量, 所谓基本
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权重向量指的是与每个参考点最接近点对应的权重向量. 然后, 通过半径参数围绕基本权重向量生成一组新的权

重向量. 在满足终止条件之前, 动态循环更新与每个参考点相关的权重向量, 使算法收敛于偏好区域.
Li等人 [76]提出了一种系统方法, 以先验或交互的方式将 DM偏好信息整合到基于分解的演化算法中. 其基本

思想是通过一种非均匀映射策略 (nonuniform mapping scheme, NUMS), 将标准单纯形上原本均匀分布的参考点映

射到接近 DM提供的期望向量, 使得越接近 DM指定的期望向量区域参考点的数量越多, 从而能够直接或交互地

引导搜索过程朝着感兴趣区域方向. 这里 NUMS决定了映射后参考点的分布, 如何进一步根据 DM需求采取不同

的映射策略是值得进一步研究的问题.
Pilat等人 [77]提出将用户偏好融入MOEA/D中的协同演化算法 (co-evolution-based algorithm which incorporates

user preferences into MOEA/D, cwMOEA/D). 算法的主要思想是利用权重向量与用户偏好协同演化. 该算法中用户

偏好通过定义偏好函数表达, 然后在每一代, 对偏好解和非偏好解使用标准差不同的高斯突变来动态调整权重, 探
索用户更偏好的解.

Xiong 等人 [78]提出了一种区域偏好混合交互式超多目标演化算法. 算法结合目标区域和参考点构造了反映

DM偏好的模型. 为了在集中于偏好区域搜索同时保持区域内良好收敛性和多样性, 引入三层排序准则, 在搜索过

程的不同阶段使用不同的排序. 在交互式方法中使用模糊理论使 DM在优化过程中进一步表达偏好程度, 并将更

多的计算资源分配到目标空间中感兴趣区域.

 3.2   在约束优化问题 (COP) 上的研究

约束多目标优化问题 (constrained multiobjective optimization problem, CMOP)在包含多个相互冲突的目标的

同时还需要满足一定的约束条件. 由于约束条件的存在, 导致产生了许多不可行解. 如何处理搜索过程中不可行解

与可行解之间的关系, 实现计算资源的有效利用是求解这类问题的关键. 近年来, 许多复杂的约束处理方法被有机

地集成到MOEA/D框架中, 成功地解决了各种 CMOP. 这些方法主要可分为 3类, 分别是惩罚函数, 目标和约束分离,
修复方法. 下面对这 3类方法进行总结. 另外, 运用MOEA/D的分解思想求解单目标约束优化问题也有一些研究 [79].
 3.2.1    惩罚函数

基于惩罚函数的约束处理方法是处理约束优化问题常用的一种方法, 其主要思想是在目标函数中加入惩罚项

构造惩罚适应度函数, 将约束优化问题转化为无约束优化问题, 从而很多无约束优化方法可以被修正来处理约束

优化问题.

x V(x) V(x) = 0

x x

τ x x τ x

Jan等人 [80]对MOEA/D-DE[44]更新策略进行修正, 提出了一种新的约束处理方法, 该方法通过在适应度函数中

加入惩罚项构造一个惩罚函数来惩罚不可行解. 具体地, 算法计算了每个解   的约束违反值   , 如果   ,
说明   是可行解, 否则是不可行解. 并根据解   当前匹配更新邻域中解的最大约束违反值和最小约束违反值, 定义

一个阈值   控制解   的惩罚量. 当解   的约束违反值大于阈值   时, 罚函数的惩罚量大幅度增加, 解   更新其他解

的机会大大降低, 使得算法更倾向于搜索解的可行区域和可行区域附近的不可行区域.

ε

ε

Fan等人 [81]提出了一种推拉搜索 (push and pull search, PPS)框架, 并将该框架与MOEA/D结合求解 CMOP.
具体地, PPS将搜索过程分为两个不同的阶段: 推进和拉回阶段. 在推进阶段, 不考虑约束对搜索空间进行搜索, 使
得解可以快速跨越 PF前不可行区域, 逼近无约束 PF. 此外, 在推进阶段可以对约束信息进行探测和估计, 用于拉

回阶段的参数设置. 当种群中理想点和最低点之间的最大变化率小于或等于一个预先定义的阈值时, PPS转换到

拉回阶段, 该阶段采用改进的   约束处理技术, 将推进阶段得到的不可行解拉回到可行和非支配区域. 在基于惩罚

技术的约束优化算法中, 惩罚参数的设置决定了不可行解的惩罚程度, 会影响约束优化问题最优解的搜索. 进一

步, Fan等人 [82]提出一种自适应参数设置方法. 受机器学习中学习率的启发, 设计了一个采用指数衰减模型的惩罚

函数, 该模型整合了约束违反值、目标值、当前迭代计数和最大迭代次数的信息, 能够自适应的生成惩罚因子. 与
 约束处理机制 [81]中先考虑约束违反值, 再考虑目标值不同, 该惩罚函数同时考虑了约束违反值和目标值, 能更好

地维持种群多样性.
 3.2.2    目标和约束分离

在惩罚函数方法中, 寻找一个理想的惩罚因子并不容易. 约束与目标分离的机制将目标和约束分开处理, 不需
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要额外的参数.
ε ε ε

ε

ε ε

ε

Fan等人 [83]对   约束处理方法 [84]进行改进, 用于处理 CMOP. 与原   约束处理方法中   水平值递减不同, 在改

进的方法中, 当种群中可行解的比例大于一个给定的阈值时, 增加   水平值, 从而增加了对不可行区域的搜索偏好,
在一定程度上提高了算法性能. 此外, 在该算法中, 以   水平值作为参数, 定义了一个基于   水平值比较的准则, 新
生成的解根据   水平值比较准则与邻域中的解进行比较, 并取代更差的解.

Fan等人 [85]对约束支配原则 (constrained dominance principle, CDP)[86]进行改进, 提出了一种基于角度的约束

支配原则 (angle-based constrained dominance principle, ACDP). 在 CDP中, 考虑不可行解与可行解时, 认为不可行

解总是比可行解更好, 忽略了不可行区域的一些有用信息. 考虑不可行解与不可行解时, 仅依赖于解的约束违反,
使得当种群中大部分的解都为不可行解时, 种群的多样性难以维持. 而在 ACDP中, 在比较解时, 还考虑了比较的

解在目标空间中的角度以及当前种群中可行解比例, 即当比较的解中存在不可行解时, 如果解之间的角度小于一

个给定的阈值, 则认为可行解是更好的, 否则, 解之间是不可比较的. 改进后的方法融入MOEA/D中, 显著改进了

种群收敛性和多样性.
文献 [87]回顾了一类常用的约束多目标进化算法, 其中基于分解的约束多目标进化算法有MOEA/D-CDP[88],

MOEA/D-SR[88]和MOEA/D-IEpsilon[83]. 并在 23个约束问题上对这些算法进行了测试, 实验结果表明, 在基于分解

的约束多目标进化算法中, MOEA/D-IEpsilon性能最好, 这得益于在进化过程中, 算法在工作种群中维持了一小部

分不可行解, 在一定程度上增强了MOEA/D-IEpsilon的性能.
 3.2.3    修复方法

这类算法利用修复算子将不可行解转化为可行解.
文献 [89]提出了一种相反的修复算子, 来修复违反上下界约束的解. 算子的提出受对立学习 (OBL)[90]概念启

发, 当解违反上界约束时, 将解的修复值设置为下界. 反之, 设置为上界. 即对解进行相反的估计, 那么根据 OBL原

理, 这个算子有可能增加种群多样性.

 4   在实际问题中的应用

许多工程应用和工业生产问题都可以转化为多目标优化问题, MOEA/D作为最具代表性的MOEAs之一, 已
成功应用于许多实际问题. 本节主要介绍 6项MOEA/D在实际问题中的典型应用.

 4.1   图像分割问题

图像分割在计算机视觉和图像理解中起着重要作用. 图像分割的定义是将一幅图像分割成具有相似特征 (如
颜色、纹理、灰度等)的多段图像. 近年来, 各种基于演化算法的模糊聚类方法被提出用于图像应用. Zhang等人 [91]

提出一种多目标演化模糊聚类方法, 该方法考虑在图像分割中保持图像细节和抑制噪声的平衡, 采用 MOEA/D
中WS分解方法, 将两个目标优化问题分解为多个单目标优化子问题, 每个子问题代表一个具有不同权重集的模

糊聚类问题, 从而兼顾了保留图像细节和抑制噪声这两个目标的不同平衡. 然而, 在一些复杂的问题中, 特别是非

凸聚类问题, WS 分解方法并不适合作为分解策略. 融合更有效的策略来处理图像分割中复杂聚类问题是未来可

进一步研究的问题.

 4.2   调度问题

柔性制造系统 (flexible manufacturing system, FMS)是指由有限资源组成, 可处理多种作业的计算机控制的制

造系统. 与作业车间和流水车间等传统生产环境不同, FMS 由于具有高度的路由灵活性和资源共享能力, 经常会

遇到死锁问题. 一旦出现死锁, 整个或部分系统将被无限期锁住, 无法完成制造任务. 在实践中, 开发有效的控制和

调度方法在避免死锁的同时优化系统性能是至关重要的. Wang等人 [92]针对有死锁倾向 FMS多目标调度问题, 在
所研究系统 Petri 网 (Petri net, PN) 模型基础上, 结合分解方法和离散化差分演化 (discrete differential evolution,
DDE) 算法, 提出了一种新的调度算法 (DMOEA/D), 该算法将一个多目标调度问题分解为若干单目标子问题, 并
在一次运行中优化所有子问题, 其中子问题的解由 DDE算法生成.
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 4.3   传感器问题

近年来, 无线传感器网络 (wireless sensor networks, WSNs)的应用越来越广泛, 其中最重要的应用之一是入侵

检测. 无线传感器屏障覆盖的目的就是检测试图穿越特定区域的入侵者, 在这些区域有限功率的传感器是以随机

方式远程分布. Zhang 等人 [93]考虑沿线性域部署范围可调的有限功率传感器, 以形成检测入侵事件的屏障. 具体

地, 引入了个最小化目标: (1)满足全覆盖情况下的总耗能; (2)主动传感器的数量; (3)主动传感器节点的最大感知

范围. 为了在这 3 个目标之间取得更好的平衡, 提出了多目标框架 PS-MOEA/D (problem specific MOEA/D).
此外, 将问题的背景知识融入局部搜索中, 使得相邻子问题在搜索过程中能更好地相互协作. 由于传感器的功率是

有限的, 节能是延长无线屏障使用寿命的一个关键问题. 节能WSNs设计的关键是需要决定位置 (部署)和感兴趣

区域传感器部署的传输功率 [94], 来最大化网络覆盖和生命周期. Konstantinidis等人 [95]定义了WSNs中密集部署和

功率分配问题 (dense deployment and power assignment problem, d-DPAP), 提出了一种混合分解和广义子问题依赖

启发式 (generalized subproblem-dependent heuristic, GSH)算法, 该算法将 d-DPAP分解为若干个单目标子问题, 并
利用邻域信息和问题背景知识并行地对子问题进行优化, GSH依概率在 6种 d-DPAP策略之间交替, 这些策略是

基于各种不同WSNs概念和对子问题的偏好设计的.

 4.4   航空航天工程问题

随着全球商业、通讯和旅游业迅速发展, 航空运输业的重要性也明显提高. 然而, 飞机和机场运营的扩展面临

一个相当大的问题是机场附近社区的抗议. 因为噪声, 污染物排放等对环境负面影响的显著增加, 直接影响了机场

周边社区的日常生活. 因此, 如何减少航空运输带来的不利影响, 是实现航空运输可持续发展的关键. 文献 [96]将
MOEA/D技术应用于飞机终端降噪航线的优化设计. 综合各方面因素, 制定了噪声和油耗双目标优化问题. 然后,
利用MOEA/D求解这些问题. 此外, 为了保证在优化过程中垂直剖面的设计空间始终可行, 采用了一种轨迹参数

化技术, 该技术有效减少了MOEA/D模型评价数量, 大大降低了计算成本.
航空发动机管道布线也是一个典型的多目标优化问题. Jiao等人 [97]提出一种基于改进的MOEA/D多目标管

道布线方法, 以自动生成三维空间和发动机旋转空间中管道布局的非支配解. 该方法设计了一种适用于三维空间

中直线布线问题的编码方式, 将管道长度, 管道安装方便度和管道数指定为布线的目标, 并将避障约束整合到每个

目标函数中. 根据管道布线问题的特点, 通过集成一个离散化算子来修正 MOEA/D, 并用它来求解管道布局的

Pareto集. 进一步可将该布线方法推广到表面的情况, 以满足航空发动机旋转表面铺设管道的要求. 最后, 分别在

三维模型和简化后的航空发动机模型上进行了管道布线计算, 验证了该方法的有效性.

 4.5   能源供应问题

α

功率变换器是智慧城市时代重要的可再生能源供应系统, 为了实现高效的可再生能源供应, 必须考虑两个问

题. 第 1个是最大功率点跟踪 (maximum power point tracking, MPPT)[98−100]: 通过调节系统参数, 功率变换器尝试从

光伏输入中提取最大平均功率; 第 2个是系统运行稳定 [101−103]: 通过对系统参数调整, 功率变换器试图稳定瞬时输

入功率的周期轨道. 以这两个问题作为目标函数, Togawa等人 [104]提出了改进的MOEA/D进行求解, 其中以 TCH
作为分解方法, BLX-   

[105]为交叉算子. 通过数值实验, 得到了目标空间中两个目标函数和系统控制参数的帕累托

前端. 这一结果表明文献 [102,103]中的权衡结果是 PF的一部分, 为实现可再生能源的高效供应、发展经济与可

持续能源供应的合作提供了基础.

 4.6   机器学习

在机器学习和认知科学中, 自步学习 (SPL)是最近提出的一种学习范式, 用于避免求解非凸优化任务时, 得到

一个不好的局部最优解. SPL问题可以很自然地表述为一个标准的双目标优化问题, 即损失函数和自步调节器. 文
献 [106,107]中提出了一个多目标自步学习 (multiobjective self-paced learning, MOSPL)方法来求解 SPL问题, 利
用MOEA/D对这两个目标同时进行优化. 由于每个解都可以使用来自其邻域解的信息, 并进行自动校正. 故提出

的MOSPL方法对初始化具有很强的鲁棒性. 此外, MOSPL引导解收敛到帕累托前端, 以最快的速度接近整个求

解路径, 有利于对 SPL问题进行更进一步的理解.
深度卷积神经网络 (deep convolutional neural networks, DCNNs)近十几年来在计算机视觉任务中取得了显著
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的效果. 为了在文献 [108,109]等海量数据集上实现更高的精度, 设计超大规模的网络已成为一种趋势. 然而, 由于

在测试评估过程中需要进行数以千万计的乘加运算, 计算复杂度巨大, 阻碍了 DCNNs 在计算资源有限的平台上

的部署. Zhang等人 [110]提出在MOEA/D的框架下, 以精度和计算成本为两个相互冲突的目标, 同时进化多个染色

体, 这些染色体代表预先训练的卷积神经网络不同的结构. 利用基于MOEA/D的剪枝方法, 通过启发式搜索演化

卷积结构, 主动找到卷积核的关键结构. 该方法显著降低了神经网络计算复杂度, 在网络结构优化等机器学习任务

中显示出巨大的潜力. Lu等人 [111]将MOEA/D用于卷积神经网络中超参数优化, 有效平衡了提出的神经网络结构

的预测精度、模型紧凑性和模型效率.
在连续机器人控制问题的多目标强化学习中, Xu等人 [112]表明多目标机器人控制最佳性能折中的有效表示是

由不同策略族组成的帕累托集. 为了找到这个帕累托集的表示, 提出了一种计算帕累托策略集的有效算法. 该算法

借鉴了MOEA/D中的分解思想, 通过加权和聚合, 将多目标优化问题分解为了多个单目标子问题.
多任务学习 (multi-task learning, MTL)旨在同时学习多个相关任务, 是机器学习领域的热门研究课题. 通过共

同解决多个相关任务, MTL可以进一步提高每个任务的求解性能, 减少执行所有任务所需时间. MTL已经在计算

机视觉 [113]、自然语言处理 [114]和语音识别 [115]等领域取得了很好的效果. Lin等人 [116]提出了一种基于帕累托的多

任务学习 (Pareto MTL)算法, 与以往找到单一解来优化所有任务不同, Pareto MTL结合MOEA/D-M2M[15]和基于

梯度的思想, 获得了一组在各任务之间进行不同权衡的代表性解. 统计结果表明, 提出的算法能有效求解超高维

(神经网络训练, 可达百万维及以上)优化问题. Pareto MTL中的偏好方向虽然可以基于用户偏好, 但得到的解并不

能保证与偏好的一致性. 故Mahapatra等人 [117]进一步提出了精确 Pareto最优 (exact Pareto optimal, EPO)搜索方

法, 寻找满足某一偏好的帕累托最优解, 得到 PF上更多样化的解.
模糊系统是一种将输入、输出和状态变量定义在模糊集上的系统. 模糊系统设计中有两个目标: 最大化准确

性和最大化可解释性, 这两个目标通常是相互矛盾的. 因此, 无法设计一个理想的基于模糊规则系统对这两个目标

来说都是最优的, 即模糊系统设计可看作是找到准确性和可解释性之间一个折中方案. Nojima 等人 [118]提出了一

种新的聚合函数-精度定向函数 (accuracy-oriented function, AOF), 将其融入MOEA/D中, 并应用于演化模糊系统

中模糊分类器设计. 在多目标基于模糊遗传的机器学习 (fuzzy genetics-based machine learning, FGBML)[119]中的测

试, 表明对训练数据使用 AOF能显著提高MOEA/D搜索能力. 基于MOEA/D的多目标 FGBML得到了更简单的

分类器, 在保持测试数据准确性的同时, 计算时间更短.

 5   代表性 MOEA/D 改进算法性能对比

本节实验比较了 6种MOEA/D改进算法性能, 分别是MOEA/D-DE[44]、MOEA/D-DRA[49]、MOEA/D-M2M[15]、

MOEA/D-AWA[25]、MOEA/D-GR[61]和MOEA/D-AGR[62]. 这 6种对比算法主要是根据MOEA/D的改进方向进行

选择的, 具体的算法介绍见第 5.1 节. 测试函数选择了 8 组测试问题, 分别是: ZDT[120]、DTLZ[121]、DTLZ–1 [122]、

mDTLZ[123]、WFG1–WFG4[124]、UF1–UF9[50]、MOP1–MOP7[15]和 RE21–RE25, RE31–RE37[125]问题.

 5.1   算法介绍

(1) MOEA/D-DE、MOEA/D-DRA
MOEA/D-DE 是基于 DE 算子进行演化的 MOEA/D 改进算法. MOEA/D-DRA 是在 MOEA/D 的框架下提出

的一种为不同子问题自动分配计算资源的算法, 算法定义了一个效用函数来指导演化子问题的选择, 实现计算资

源的动态分配.
(2) MOEA/D-M2M
MOEA/D-M2M 拓展了 MOEA/D 的框架, 该算法将目标空间划分为 K 个子区域, 然后将种群中的解分配到

这 K 个子区域, 实现了将一个多目标优化问题转化为 K 个带约束的多目标优化子问题.
(3) MOEA/D-AWA
MOEA/D-AWA针对的是 PF形状不规则的问题 (如不连续、有尖峰或低尾问题)提出的改进算法, 算法采用

一个两阶段策略来实现 PF 上最优解均匀分布. 第 1 阶段初始化得到均匀分布的权重向量; 第 2 阶段引入自适应
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调整权重向量策略, 使得权重向量分布与 PF形状相一致.
(4) MOEA/D-GR、MOEA/D-AGR
MOEA/D-GR 采用一种全局策略来调整解的替换范围, 为当前解匹配合适的子问题及相应的替换邻域.

MOEA/D-AGR进一步对MOEA/D-GR中的策略进行拓展, 在演化过程中采用动态调整替换邻域大小方法, 有效

平衡了搜索过程中收敛性和多样性.

 5.2   测试问题介绍

ZDT是一组 2目标测试问题, 其决策变量维度可扩展. DTLZ测试问题的决策变量维度和目标函数维度都可

以进行扩展, 这两组测试问题的决策变量可分且 PS是线性的. DTLZ–1 是 DTLZ测试问题进行稍微改变得到的, 即
将 DTLZ中最小化目标函数改为最大化目标函数. mDTLZ是对 DTLZ进行修正得到的测试问题, 得到的 mDTLZ
测试问题具有几乎不占主导位置的边界. WFG 测试问题也是可扩展的问题, 这组测试问题包含各种属性: 凸的、

凹的、不可分和多峰等. UF是一组 PS形状复杂的测试问题. MOP是一组距离函数不均衡的测试问题. 这几组测

试问题都是合成的, 特点比较直观. RE是一组由现实问题组成的测试问题, 其目标维度和决策变量维度都是不可

扩展的.

 5.3   实验设置

(1) 种群大小 N: 实验中, 对于相同的测试问题每个算法种群大小设置相同. 对于 ZDT、MOP1–MOP5 和

RE21–RE25 问题, N=100; 对于 DTLZ、UF1–UF9、WFG1–WFG4、MOP6–MOP7、DTLZ–1 和 mDTLZ 问题,
N=300; 对于 RE31-RE37问题, N=105.

(2) 最大评价次数: ZDT问题, 最大评价次数设置为 25 000; DTLZ、WFG1–WFG4、DTLZ–1、mDTLZ和 RE问题,
最大评价次数设置为 100 000; UF1–UF9, 最大评价次数设置为 150 000; MOP1–MOP5, 最大评价次数设置为 300 000;
MOP6–MOP7, 最大评价次数设置为 900 000.

(3) 独立运行次数: 30次.
(4) 性能评价指标: 选择一个常用的指标—反向世代距离 (inverted generational distance, IGD)指标来评价算法

性能.
P∗IGD指标 [126]: 令   为从真实 PF上均匀采样得到的一组解; P 为一个算法终止时获得的一组近似解. 则 IGD

值的计算如下:

IGD(P∗,P) =

∑
v∈P∗

d(v,P)

|P∗| (5)

v = (v1, . . . ,vm)T P∗ d(v,P)其中,    表示   中的一个解,    表示 v 到 P 中最近点的欧式距离. IGD 指标值越小, 表示这个算

法得到的近似解 P 的质量越好.

 5.4   实验结果及分析

表 1为 6个算法求解的 8组测试问题 IGD统计结果. 图 5–图 9为 6个算法中平均 IGD最小的算法, 在 30次独立

运行时得到的 IGD最小时 PF近似图. 由表 1中 IGD统计结果可知, 对于 ZDT, DTLZ这两组测试问题, MOEA/D-AWA
性能最好. MOEA/D-DRA和MOEA/D-M2M次之. 由图 5的 PF近似图可以看到, 最好的算法在 DTLZ2和 DTLZ4
测试问题上表现是欠佳的.

对于 DTLZ–1 测试问题MOEA/D-GR性能最好, 对于 mDTLZ和WFG测试问题MOEA/D-AWA性能最好. 而
通过图 6的 PF近似图可以看到, 6个算法对 DTLZ–1、mDTLZ1、MDTLZ3、WFG3测试问题效果均不理想.

对于 UF 测试问题, MOEA/D-DE 性能最好, MOEA/D-AGR 次之. 由图 7 中 PF 近似图可以看到, 6 个算法在

UF5、UF6、UF8和 UF9测试问题上表现不好.
对于MOP测试问题, MOEA/D-M2M性能最好, MOEA/D-GR和MOEA/D-AGR性能相似.
对于 RE测试问题MOEA/D-AWA性能最好, MOEA/D-M2M次之. 由图 9可以看到, 6个算法在除 RE22测

试问题外, 在这组其他测试问题上效果均不是很理想. 
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表 1    6种算法求解选择的测试问题时, 30次独立运行得到的 IGD度量值
 

Problem
MOEA/D-DE MOEA/D-DRA MOEA/D-M2M MOEA/D-AWA MOEA/D-GR MOEA/D-AGR

mean
(std)

mean
(std)

mean
(std)

mean
(std)

mean
(std)

mean
(std)

ZDT1 2.3923E−2
(6.75E−3)

6.8684E−3
(4.03E−3)

6.8292E−3
(3.74E−4)

3.9987E−3
(9.84E−5)

6.9234E−3
(2.30E−3)

6.824E−3
(1.70E−3)

ZDT2 1.4810E−2
(5.58E−3)

2.7626E−2
(3.01E−2)

7.0759E−3
(3.50E−4)

6.0739E−3
(1.00E−2)

6.154E−3
(1.23E−3)

6.527E−3
(9.91E−4)

ZDT3 3.5688E−2
(1.74E−2)

1.0176E−1
(4.63E−2)

1.7213E−2
(2.15E−3)

8.6876E−3
(4.15E−3)

1.7934E−2
(6.12E−3)

1.2526E−2
(2.44E−4)

ZDT4 4.2971E−1
(2.41E−1)

3.1790E+0
(3.13E+0)

9.9562E+0
(4.18E+0)

1.1497E−2
(1.36E−2)

2.7215E+1
(1.17E+1)

7.2450E−2
(1.04E−3)

ZDT6 3.1371E−3
(1.15E−4)

3.1143E−3
(1.65E−5)

6.0482E−3
(3.33E−4)

3.1920E−3
(5.09E−5)

4.8237E−3
(1.92E−3)

4.4724E−3
(1.62E−3)

DTLZ1 1.5206E−2
(3.25E−5)

1.5191E−2
(5.96E−5)

6.5052E−1
(5.69E−1)

1.0832E−2
(8.17E−5)

1.2041E−2
(5.78E−4)

1.1245E−2
(1.47E−5)

DTLZ2 3.8063E−2
(1.47E−4)

3.7961E−2
(2.31E−4)

8.4632E−2
(3.99E−3)

2.9116E−2
(9.74E−5)

3.1024E−2
(3.21E−4)

3.0431E−2
(4.03E−4)

DTLZ3 5.4607E−2
(5.80E−2)

6.4726E−2
(6.81E−2)

3.1659E+1
(1.15E+1)

3.0183E−2
(3.95E−4)

7.0570E+0
(1.65E+1)

4.5621E−2
(7.7182E−3)

DTLZ4 4.9766E−2
(3.91E−2)

8.5263E−2
(1.27E−1)

4.8311E−2
(1.36E−3)

9.7475E−2
(1.77E−1)

3.8132E−1
(2.71E−1)

3.8174E−1
(1.69E−1)

DTLZ1−1 2.9440E+2
(7.73E+0)

3.1046E+2
(6.72E+0)

2.8668E+2
(8.11E+0)

3.1753E+2
(4.37E+0)

6.9848E+1
(2.23E+1)

1.9624E+2
(2.13E+1)

DTLZ2−1 2.4993E+0
(1.28E−3)

2.4985E+0
(1.73E−3)

2.3754E+0
(3.05E−2)

2.4985E+0
(2.67E−3)

7.2601E−1
(1.08E−1)

2.4975E+0
(1.87E−2)

DTLZ3−1 1.9567E+3
(4.80E+1)

2.0081E+3
(3.71E+1)

1.8589E+3
(7.25E+1)

2.1729E+3
(2.19E+1)

7.4275E+2
(3.60E+1)

2.0402E+3
(2.57E+1)

DTLZ4−1 2.4923E+0
(4.35E−3)

2.4938E+0
(2.39E−3)

2.3689E+0
(2.86E−2)

2.4979E+0
(3.15E−3)

1.8945E+0
(5.44E−1)

2.4908E+0
(4.862E−1)

mDTLZ1 3.7395E−1
(3.31E−1)

3.0537E−1
(1.70E−1)

1.7462E+4
(1.32E+2)

1.7547E−2
(1.94E−4)

3.8001E−1
(3.05E−1)

2.6712E−2
(1.97E−1)

mDTLZ2 5.9440E−2
(1.45E−3)

5.8766E−2
(1.67E−3)

9.1315E−2
(4.34E−3)

3.6228E−2
(1.68E−3)

5.7218E−2
(2.20E−3)

6.2431E−2
(1.20E−3)

mDTLZ3 4.0521E−1
(3.23E−1)

4.3291E−1
(5.21E−1)

2.2231E+4
(2.36E+2)

5.2756E−2
(1.00E−3)

5.5057E−1
(1.72E−1)

6.0391E−2
(2.67E−2)

mDTLZ4 2.0174E−1
(1.22E−1)

2.1648E−1
(1.11E−1)

8.5298E−2
(2.95E−3)

1.6943E−1
(7.91E−2)

1.9501E−1
(1.16E−1)

9.1521E−2
(1.52E−2)

WFG1 1.4072E+0
(4.83E−2)

1.0782E+0
(1.37E−1)

1.2685E+0
(5.87E−2)

1.0062E−1
(2.48E−3)

1.4507E+0
(2.08E−2)

1.4491E+0
(1.61E−2)

WFG2 1.6345E−1
(5.55E−3)

1.6558E−1
(6.14E−3)

1.5418E−1
(5.98E−3)

1.0812E−1
(4.91E−3)

1.4272E−1
(2.10E−3)

1.5413E−1
(6.93E−3)

WFG3 4.3992E−2
(1.50E−3)

4.3698E−2
(2.39E−3)

1.3206E−1
(1.41E−2)

2.6940E−2
(9.09E−4)

1.317E−1
(5.91E−3)

5.5521E−2
(4.09E−3)

WFG4 2.1764E−1
(4.67E−3)

2.1932E−1
(8.86E−3)

2.0798E−1
(7.00E−3)

1.2575E−1
(2.51E−3)

1.9071E−1
(1.84E−3)

1.8764E−1
(7.12E−3)

UF1 3.1263E−3
(3.18E−4)

5.2004E−2
(6.86E−2)

2.7171E−2
(4.96E−3)

1.5171E−1
(9.27E−2)

3.6123E−3
(4.17E−4)

3.6110E−3
(4.16E−4)

UF2 1.1299E−2
(2.00E−3)

9.7983E−3
(4.63E−3)

1.0300E−2
(9.12E−4)

4.4294E−2
(2.14E−2)

3.6762E−3
(5.33E−4)

3.6521E−3
(2.42E−4)

UF3 1.5070E−2
(1.72E−2)

9.6843E−2
(4.11E−2)

3.5622E−2
(8.98E−3)

3.2982E−1
(5.21E−2)

1.9012E−2
(1.40E−2)

1.6128E−2
(1.34E−3)
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表 1    6种算法求解选择的测试问题时, 30次独立运行得到的 IGD度量值 (续)
 

Problem
MOEA/D-DE MOEA/D-DRA MOEA/D-M2M MOEA/D-AWA MOEA/D-GR MOEA/D-AGR

mean
(std)

mean
(std)

mean
(std)

mean
(std)

mean
(std)

mean
(std)

UF4 6.7425E−2
(6.07E−3)

7.0000E−2
(8.05E−3)

4.7085E−2
(1.45E−3)

5.0666E−2
(5.32E−3)

6.7312E−2
(5.91E−3)

6.1372E−2
(1.31E−2)

UF5 4.2309E−1
(9.96E−2)

5.1743E−1
(1.28E−1)

3.8792E−1
(7.02E−2)

5.0210E−1
(1.58E−1)

3.2573E−1
(4.88E−2)

2.5513E−1
(1.62E−2)

UF6 1.3585E−1
(8.93E−2)

3.8852E−1
(1.03E−1)

1.8234E−1
(2.52E−2)

5.4788E−1
(3.16E−1)

1.5281E−1
(9.57E−2)

1.5372E−1
(9.20E−2)

UF7 5.8005E−3
(1.62E−3)

3.6628E−1
(1.92E−1)

1.3647E−2
(3.26E−3)

2.4234E−1
(1.79E−1)

5.9123E−3
(1.46E−3)

5.9021E−3
(2.11E−4)

UF8 9.0957E−2
(1.07E−2)

1.6060E−1
(6.75E−2)

2.1219E−1
(4.96E−2)

1.5933E−1
(6.98E−2)

9.9912E−2
(7.31E−3)

9.8321E−2
(1.95E−2)

UF9 1.4936E−1
(6.56E−2)

2.1486E−1
(2.30E−2)

2.4333E−1
(5.66E−2)

2.2266E−1
(6.08E−2)

1.5523E−1
(6.82E−2)

6.5636E−2
(6.20E−4)

MOP1 1.7844E−1
(7.88E−2)

2.8553E−1
(9.21E−2)

1.8717E−2
(7.11E−4)

6.5686E−1
(1.56E−1)

2.8312E−2
(2.74E−3)

2.7613E−2
(4.23E−3)

MOP2 2.4559E−1
(6.02E−2)

2.1902E−1
(3.71E−2)

1.7538E−2
(8.37E−3)

6.9944E−1
(2.31E−1)

3.7643E−2
(5.10E−2)

7.3183E−2
(4.72E−2)

MOP3 5.1497E−1
(8.56E−2)

6.7173E−1
(1.99E−1)

2.0662E−2
(7.45E−3)

9.1616E−1
(1.01E−1)

2.4037E−2
(1.45E−2)

1.5672E−2
(9.62E−3)

MOP4 2.6603E−1
(2.59E−2)

2.5917E−1
(2.83E−2)

8.9837E−3
(1.15E−3)

3.0528E−1
(1.03E−1)

3.6946E−2
(4.11E−2)

9.0412E−2
(2.87E−2)

MOP5 3.1677E−1
(6.45E−3)

3.0113E−1
(3.68E−2)

2.5137E−2
(1.22E−3)

3.0467E−1
(1.99E−2)

2.6821E−2
(3.51E−3)
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图 5　ZDT和 DTLZ测试问题 PF近似图
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图 7　UF测试问题 PF近似图
 

根据测试问题的性质, 对比算法的特点和实验结果, 可以得到如下一些比较显然的分析结果.
(1) MOEA/D-DE、MOEA/D-DRA主要用来求解 PS形状复杂的多目标优化问题. 在 UF1–UF9这组测试问题

上, MOEA/D-DE的总体性能优于MOEA/D-DRA, 原因是计算资源的动态分配过程中, 优先选择潜力大的子问题,
使得早期演化过程中解比较集中, 在一定程度上忽略了种群的多样性, 增加了算法求解问题的成本. 另外, 可以观

察到MOEA/D-AGR在处理这组测试问题时性能仅次于MOEA/D-DE, 这表明自适应调整解的替换范围可以有效

平衡种群收敛性和多样性.
(2) MOEA/D-M2M在MOP1–MOP5这组测试问题上性能表现比较突出, 这是一组距离函数偏置不均衡的问

题, 其特点是一些高质量的解往往在演化早期就被找到, 很容易把整个种群吸引进入一些局部最优区域. 因此, 这
组问题主要测试算法多样性保持能力. 另外, 可以观察到MOEA/D-GR和MOEA/D-AGR在处理这组测试问题时

也有一定的优势. 

高卫峰 等: 基于分解的演化多目标优化算法综述 4763



0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
f1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
f1

0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

f2

(a) MOP1

MOEA/D-M2M

PF

0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

f2

0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

f2

0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

f2

(b) MOP2

MOEA/D-M2M
PF

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
f1

0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

f2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
f1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
f1

(c) MOP3

MOEA/D-AGR

PF

(d) MOP4

MOEA/D-M2M

PF

(e) MOP5

MOEA/D-AGR

PF

0 0
0.2

0

0.4

0.2

0.6

(f) MOP6

f3
0.8

0.4

1.0

0.4

1.2

f1f2

1.4

0.8
0.60.81.2 1.0

MOEA/D-GR
PF

MOEA/D-GR
PF

0 00

0.2
0.4
0.6

(g) MOP7

f3

0.4

0.8

0.4

1.0

f1f2

1.2

0.80.8
1.21.2

图 8　MOP测试问题 PF近似图
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图 9　RE测试问题 PF近似图
 

(3) MOEA/D-AWA 提出采用自适应权重向量调整策略来求解 PF 不规则 (如 PF 不连续、存在尖峰或低尾)
问题. 根据实验结果, 可以观察到算法在 8 组测试问题中的 5 组上性能最好, 分别是 ZDT、DTLZ、mDTLZ、
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WFG和 RE测试问题. 这表明, 该算法根据演化过程中种群分布信息对权重向量进行调整, 对 PF规则和不规则的

问题均有一定的优势, 并且在处理现实问题上也比较有效. 值得注意的是 mDTLZ这组测试问题, 虽然MOEA/D-
AWA 在这组测试问题上表现最好 ,  但据图 6 所示 ,  最终得到的解集离 PF 比较远 ,  特别是在 mDTLZ1 和

mDTLZ2上, 可能的原因是测试问题中存在的难以支配的边界解对权重向量的调整产生了一定的误导作用. 根据

文献 [123], 采用广义分解方法能在一定程度上缓解上述问题.
(4) DTLZ1–1–DTLZ4–1 这组测试问题主要用于验证算法对 PF形状和大小的敏感性. 据表 1所示, MOEA/D-GR

在这组测试问题上性能最好, 这表明通过调整解的替换范围来平衡种群的收敛性和多样性是一个稳定且有效的策略.
总的来说, 不同算法在不同测试问题上的性能并不相同, 没有算法在所有测试问题上都表现良好. 上述的分析

结果, 可以进一步指导在实际工程应用中算法的选择.
对实际工程应用中建立的多目标优化模型进行求解时, 可以根据优化模型的一些先验信息来指导算法的选

择: (1)能够预先判断模型 PS可能的几何结构, 如果 PS形状是比较复杂的, 优先考虑MOEA/D-DE, MOEA/D-AGR
次之; (2)能够预先判断 PF可能的几何结构, 如果 PF是不规则的, 优先考虑MOEA/D-AWA, 若进一步需要考虑到

算法的稳定性, 则MOEA/D-GR是一个有效的算法. (3)如果模型在求解过程中, 出现一些高质量的解在演化早期

就被找到, 导致演化停滞的现象, 则可以考虑MOEA/D-M2M. 若不能得到有用的先验信息, 由于MOEA/D-AWA
在所有测试问题上总体性能最好, 优先考虑MOEA/D-AWA.

 6   展　望

虽然MOEA/D在演化多目标优化领域已经取得了一些不错的成果, 但经过上述讨论, MOEA/D仍有许多值得

进一步研究的方向.
(1) 算法层面

目前关于MOEA/D的算法改进主要集中在权重向量调整, 以及分解方法的研究上. 对如何利用历史信息、种

群分布信息来产生新解的研究相对较少. 以及对如何进行计算资源的分配和如何替换解的研究也相对缺乏. 如何

将单目标技术更高效地融入MOEA/D的框架中, 提高算法的性能也是一个非常值得关注的研究课题. 另外关于算

法的收敛性分析的研究也有待开展.
(2) 应用层面

多目标优化问题在工程应用与科学研究中非常普遍, 这些问题的各个目标往往相互冲突, 在对其优化时, 需要

对各个目标进行折中处理. 在多目标优化问题的广泛应用前景下, MOEAs应运而生, 目前已经成为比较成熟的解

决多目标优化问题的一门技术, 并在许多行业得到了应用, 如: 通信与网络、机器人、航空航天工程、管理工程、

机械设计与制造、金融, 以及科学研究中的物理、化学、医学、计算机科学等领域. MOEA/D及其改进算法作为

一类求解最优化问题的高效算法, 已成功应用于许多实际应用, 如无线传感器屏障覆盖 [93−95]、车间调度 [92]、飞机

终端降噪航线的优化设计 [96]、航空发动机管道布线 [97]、单脉冲天线设计 [127]、机器人路径规划 [128]、能源供应问

题 [98−105]、机器学习 [106−119]等, 进一步将MOEA/D应用于更多的实际问题将是未来研究的方向之一.

致谢　向张青富老师表示深深的敬意和衷心的感谢, 感谢张老师在论文写作期间提出的宝贵意见和建议.
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