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摘　要: 在已发表文献中, 研究了基于图灵归约求解   -NN的问题, 即给定查询点 q、点集 P 及近似参数   , 找到 q
在 P 中近似比不超过   的近似最近邻, 并提出了一个具有   查询时间复杂度的图灵归约算法, 这里的查询

时间是调用神谕的次数. 经过对比, 此时间优于所有现存的归约算法. 但是已发表文献中提出的归约算法的缺点在

于, 其预处理时间和空间复杂度中有   的因子, 当维度数 d 较大或者近似参数   较小时, 此因子将变得不可

接受. 因此, 重新研究了该归约算法, 在输入点集服从泊松点过程的情况下, 分析算法的期望时间和空间复杂度, 将
算法的期望预处理时间复杂度降到   , 期望空间复杂度降到   , 而期望查询时间复杂度保持 

不变, 从而完成了在已发表文献中所提出的未来工作.
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Abstract:  In  a  published  study,  the  problem  of  using  Turing  reduction  to  solve  ε-NN  is  studied.  In  other  words,  given  a  query  point  q,  a
point  set P,  and  an  approximate  factor  ε,  the  purpose  is  to  return  the  approximate  nearest  neighbor  of  q  in P  with  an  approximation  ratio
of  not  more  than  1+ε.  Moreover,  a  Turing  reduction  algorithm  with  O(logn)  query  time  complexity  is  proposed,  where  the  query  time  is
the  number  of  times  that  the  oracle  is  invoked.  The  comparison  indicates  that  the  O(logn)  query  time  is  the  lowest  compared  to  that  of  all
the  existing  algorithms.  However,  the  disadvantage  of  the  proposed  algorithm  is  that  there  is  a  factor  of  O((d/ε)d)  in  the  preprocessing  time
complexity  and  space  complexity.  When  the  number  of  dimensions  d  is  high,  or  the  approximation  factor  ε  is  small,  the  factor  would
become  unacceptable.  Therefore,  this  study  revises  the  reduction  algorithm  and  analyzes  the  expected  time  complexity  and  space
complexity  of  the  algorithm  when  the  input  point  set  follows  the  Poisson  point  process.  As  a  result,  the  expected  preprocessing  time
complexity  is  reduced  to  O(nlogn),  and  the  expected  space  complexity  is  reduced  to  O(nlogn),  while  the  expected  query  time  complexity
remains O(logn). In this sense, the future work raised in the published study is completed.
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 1   前　言

ε O(logn) ε

ε ε

(1+ε)r∗ r∗

c > 1

Rd lk p = (p(1), . . . , p(d)) q = (q(1), . . . ,q(d))

D(p,q) =

 d∑
i=1

|p(i) −q(i)|k
1/k

在文献 [1]中, 我们提出了从   -NN到 (c, r)-NN的一种   时间的图灵归约, 给出了一种高效的求解   -NN
问题的算法. 这里,    -NN是近似最近邻问题, 定义如下: 给定点集 P、查询点 q 以及近似因子   , 输出一个距离 q
不超过   的点, 其中,    是 q 到 P 中最近的点的距离. (c, r)-NN是近似近邻问题, 定义如下: 给定点集 P、查

询点 q、查询范围 r 和近似因子   , 输出满足以下条件: 若存在 p 使得 p 到 q 的距离不超过 r, 则返回 P 中某一

个距离 q 不超过 cr 的点; 若 P 中所有点距离 q 都超过 cr, 则返回否定答案 No. 在以上定义中, 所有的点都来自于

 , 即每个输入点都是 d 维的向量, 而距离用   距离来表达, 即两个点   ,    之间的距

离为   .

O(logn) O(logn)

O((d/ε)d ·n logn) O((d/ε)d ·n)

ε O((d/ε)d)

文献 [1] 中的算法的查询时间复杂度为   , 即调用神谕的次数或调用 (c, r)-NN 算法的次数为   .
在文献 [1]中我们已经证明, 该算法的查询时间复杂度优于所有现存算法 [2–4]. 但是, 文献 [1]中算法的预处理时间

复杂度为   , 空间复杂度为   . 若将 d 视为常数, 则此算法的复杂度接近文献 [5]中提出的

最优复杂度. 然而在维数 d 比较高或   比较小的情况下,    的因子将变得不可接受. 因此, 在文献 [1]中, 我
们提出未来的工作是降低此因子.

O((d/ε)d)

O((d/ε)d ·n logn) O(n logn) O(n logn)

ε

本文延续文献 [1]的工作, 解决降低算法预处理时间复杂度及空间复杂度中   因子的问题. 实际上, 此
因子的出现是因为文献 [1]中分析的是最坏复杂度. 本文的研究结果表明, 当输入点集服从泊松点过程的情况下,
算法的期望预处理时间复杂度从   降低到   , 而且算法的期望空间复杂度为   , 与 d
和   独立.

现介绍本文的贡献如下.
(1) 本文针对输入点集服从泊松点过程的情况, 提出了不同于文献 [1]中的算法, 并分析了算法的正确性和时

空复杂度.
O(n logn) O(n logn) O((d/ε)d)(2) 本文提出的算法的期望预处理时间复杂度为   , 期望空间复杂度为   , 在移除了 

因子的同时, 仍保持比较低的复杂度.
O(logn)(3) 本文提出的算法的期望查询时间复杂度仍为   , 与文献 [1]中的算法相同.

本文第 1节的其余部分介绍相关工作. 第 2节介绍预备知识及问题定义. 第 3节介绍本文提出的算法. 第 4节
证明本文算法的正确性, 并分析其时间和空间复杂度. 最后第 5节给出结论.

 1.1   相关工作

ε

最近邻问题 (或 NN问题)及其变种是计算几何的重要基础问题 [6], 并在许多领域具有重要的应用 [7–10]. 精确

最近邻问题可以追溯到 1960年代 [11]. 研究者们发现, 解决精确最近邻问题面临着“维度诅咒”, 即当维度数增高时,
算法的理论性能和实验表现都会极大地降低, 甚至无法优于简单的直接搜索 [12,13]. 为了解决“维度诅咒”, 许多研究

者开始研究近似最近邻问题, 即本文中研究的   -NN问题. 研究者们提出了一系列算法 [5,14,15], 但是维度诅咒问题

只是减轻而没有被解决. 更多的相关工作可以参阅文献 [1,4].

ε ε

ε

ε

目前解决“维度诅咒”问题的最好方法当属 Indyk等人提出的基于图灵归约的方法 [4]. 他们定义了 (c, r)-NN问

题, 并提出了第一个从   -NN问题到 (c, r)-NN问题的图灵归约. 于是   -NN问题的求解被分为两部分, 一部分是求

解 (c, r)-NN问题, 另一部分是解决从   -NN问题到 (c, r)-NN问题的图灵归约. 如果两部分都能够避免“维度诅咒”,
则   -NN问题的“维度诅咒”随之解决. 下面我们分别介绍这两部分工作.

Indyk等人 [4]提出的基于局部敏感哈希 (LSH)的方法是目前解决 (c, r)-NN问题最有效的方法. 简言之, 局部

敏感哈希函数能够使得距离较近的点对以较大概率被散列到同一个桶中, 距离较远的点对以较大概率散列到不同

的桶中. 在文献 [4]提出了局部敏感哈希的定义之后, Datar等人 [16]提出了第一个实用的局部敏感哈希函数, 适用

于欧氏空间. 此后, 局部敏感哈希的研究获得了长足的发展, 既有关于不同数据、不同距离函数的局部敏感哈希函

数设计的研究 [17–19], 也有关于局部敏感哈希函数的性能下界的研究 [20,21], 也有关于局部敏感哈希在不同领域的应

用的研究 [22]. 文献 [23,24]给出了详细的综述. 最后要说明的是, 基于局部敏感哈希方法解决 (c, r)-NN的算法可以
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达到伪亚线性时间, 即经过多项式时间的预处理之后, 可以在亚线性时间内得到结果.
ε

ε

O(log2n)

O(log(n/ε)) O(logO(1)n)

O(logn)

O((d/ε)d)

Indyk等人 [4]提出了第一个从   -NN问题到 (c, r)-NN问题的归约. 请注意, 这里的归约是图灵归约, 即以一个

解决 (c, r)-NN问题的算法作为神谕, 通过反复调用 (c, r)-NN问题的算法来解决   -NN问题. 设计图灵归约一般关

注其查询复杂度, 即调用神谕算法的次数. 文献 [4]中给出的归约的查询时间复杂度为   . 文献 [2,3]中提出

新的图灵归约, 其查询时间复杂度分别为   和   , 见文献 [25]. 我们在文献 [1] 中提出另一种图

灵归约, 得到了目前最低的查询时间复杂度   . 但是, 我们在文献 [1] 中提出的归约的预处理时间和空间复

杂度中都有   的因子. 在本文中, 我们就将致力于降低以至消除此因子.
泊松点过程是一种十分重要的随机过程, 它有着很多良好的几何性质, 因此在计算几何领域有很多相关的研

究. 比如文献 [26] 中研究了服从泊松点过程的点集上构建的 Delaunay 三角剖分的性质, 文献 [27] 中研究了服从

泊松点过程的点集上的寻路问题, 文献 [28]研究了服从泊松点过程的网络节点的覆盖问题. 由于泊松点过程的良

好性质, 通常能够使分析得到简化, 并能够得到比较好的理论结果. 据我们所知, 目前还没有在服从泊松点过程的

数据上的近似最近邻问题的研究.

 2   预备知识

d d 2.1      维矩形和   维超球

Rd 1 ⩽ i ⩽ d Ii = [ai,bi] R = I1 × I2 × . . .× Id

Ii li(R) = bi −ai li(R) = l 1 ⩽ i ⩽ d

一个 d 维矩形 R 是   空间上 d 个闭区间的笛卡尔积, 即对于   , 设   , 则   . 称
 为 R 在第 i 维上的定义区间,    为 R 在第 i 维上的边长. 若   对所有   都成立, 则称 R 为

一个 d 维超立方体.
c ∈ Rd r > 0 B(c,r) = {x ∈ Rd |D(x,c) ⩽ r}

B(c,r) D(p,c) < r p ∈ B(c,r) B(c,r) D(p,c) = r

B(c,r)

d 维超球是 2维的圆和 3维的球在高维上的拓展. 令   ,    , 记   为以 c 为球心、

r 为半径的 d 维超球. 对于点 p 和 d 维超球   , 若   则称   或   包含点 p; 若   则

称   通过点 p.

 2.2   泊松点过程

σ

S ⊆ Rd λ

对泊松点过程的严格定义需要   -代数、Borel集、勒贝格测度等概念, 这里不做过多赘述, 请参考文献 [29].
简而言之, 一个定义在   上的、速度为   的泊松点过程是满足以下条件的过程.

A ⊆ S

Pr[N(A) = k] = e−λvol(A) (λvol(A))k

k!

(1) 落到任意区域   之内的点数满足泊松形式的分布, 形式化地, 记 N(A) 为落到区域 A 内的点数, vol(A)

为区域 A 的体积, 则   .

A,B ⊆ S A∩B = ∅ Pr[N(A) = k1] Pr[N(B) = k2](2) 任意   , 若   , 则   和   相互独立.
N(A) = k(3) 在给定   的条件下, 这 k 个点在区域 A 内均匀分布.

Rd λ = 1

n1/d

在下面的讨论中, 我们定义一个点集 P. 设存在一个定义在   上、速度   、点数无限的泊松点过程, S 是

边长为   的 d 维超立方体, 服从泊松点过程而落在 S 内的点集即为 P. 由泊松点过程的性质, P 的期望大小为 n.

 2.3   Delaunay 三角剖分

DT = (V,E) V = P ∀p, p′ ∈ P (p, p′) ∈ E

B(c,r) p, p′ B(c,r)

基于点集 P 构造的 Delaunay三角剖分是一张图   , 其中   , 对   , 边   当且仅当

不存在   通过   且   内包含 P 中其他的点. 细节内容请参阅文献 [25].
我们援引文献 [25]中的如下定理.

Θ(log1/dn)

定理 1. 设输入点集 P 如第 2.2 节中所描述, 则依 P 所构造的 Delaunay 三角剖分中最长边的期望长度为

 .
CP

CPlog1/dn

推论 1. 设输入点集 P 如第 2.2节中所描述, 则存在常数   , 使得依 P 所构造的 Delaunay三角剖分中最长边

的期望长度不超过   .

 2.4   问题定义

ε D(·, ·)我们首先给出   -NN问题和 (c, r)-NN问题的形式化定义. 在以下定义中使用的距离函数   均为欧氏距离

马恒钊 等: 近似最近邻归约问题在泊松点过程上的再研究 4823



函数.
ε q ∈ S ε ε

p′ ∈ P D(p′,q) ⩽ (1+ε)D(p∗,q) p∗ D(p∗,q) =min
p∈P

D(p,q)

定义 1 (   -NN 问题). 设输入点集 P 如第 2.2节所描述,    为查询点,    为近似参数, 则   -NN问题的输出为

点   , 使得   , 其中   是 P 中距离 q 最近的点, 即   .

q ∈ S r > 0 c > 1

D(p,q) < r p′ D(p′,q) ⩽ cr ∀p ∈ P D(p,q) > cr

定义 2 ((c, r)-NN 问题). 设输入点集 P 如第 2.2节所描述,    为查询点,    为查询范围,    为近似参数,
则 (c, r)-NN问题的输出如下: 若存在 p 使得   , 则输出某点   满足   ; 若   都有 

则输出否定答案 No.
ε Acrnn

ε

Acrnn

Acrnn

本文所研究的问题为设计从   -NN问题到 (c, r)-NN的高效图灵归约, 即以一个求解 (c, r)-NN的算法   作

为神谕, 设计求解   -NN问题的高效算法. 设计的要点在于使用恰当的预处理算法和数据结构, 从而尽量减少调用

 的次数. 算法的时间和空间复杂度分为 3部分, 一是预处理算法的时间复杂度, 二是通过预处理算法构建的数

据结构所占用的空间复杂度, 三是查询时间复杂度, 也即调用   的次数.

 3   算　法

本文将要介绍的算法分为两部分, 即预处理算法和查询算法.

 3.1   预处理算法

预处理算法接受如定义 1中所述的输入, 返回一棵树型结构 T, 用于支持查询阶段的算法. 这棵树称为分裂树,
其结构形式化定义如下.

定义 3 (分裂树). 一棵分裂树 T 满足如下条件.
R ⊆ S(1) 树中的每个结点都代表一个 d 维矩形   , 且根结点为 S.

R ∈ T Ii(R) = [ai,bi]

Ii
(1)(R) = [ai, (ai +bi)/2] Ii

(2)(R) = [(ai +bi)/2,bi] R(1) = I1(R)× . . .× Ii
(1)(R)× . . .× Id(R) R(2) = I1(R)× . . .× Ii

(2)(R)

× . . .× Id(R) R

(2) 任一非叶结点   都有两个子结点, 其构造方法如下: 取 R 的最长边   , 将其从中点分成两部

分,    ,    , 则   ,  
 , 它们即为   的两个子结点.

|R∩P| = 1(3) 每个叶结点 R 满足   .

depT (R)

对于分裂树 T 的每个结点 R, 算法对其构造了一个数据结构 Nbr(R), 保存和 R 满足一定位置关系的 T 中的其

他结点. 在下面的定义中, 记 root(T) 为 T 的根结点. 对于 T 中某结点 R, 记   为结点 R 在树 T 中的深度, 也
即从 R 到 root(T)上的路径上边的数量. Nbr(R)的定义如下.

∀R ∈ T ∀R′ ∈ Nbr(R)定义 4. 对于   ,    满足以下条件.
depT (R′) = depT (R)(1)    .

[a(1)
i ,b

(1)
i ] i [a(2)

i ,b
(2)
i ] R′ ∀i ∈ [1,d] ([a(1)

i ,b
(1)
i ]∩

[a(2)
i ,b

(2)
i ] , ∅)∨ (|a(1)

i −b(2)
i | ⩽ 2Cplog1/dn)∨ (|a(2)

i −b(1)
i | ⩽ 2Cplog1/dn)

(2) 设   为 R 在第   维上的定义区间,    为在   第 i 维上的定义区间, 则对于   , 有 

 为真.

CP

下面给出算法 1即为预处理算法的伪代码. 预处理算法分为两个主要过程, 一是进行构造分裂树 T, 二是对 T
中每个结点建立其 Nbr 集. 构造分裂树的过程是一个比较简单的递归过程, 其伪代码在算法 2中给出. 建立 Nbr 集
是一个层序遍历的过程, 使用队列数据结构来完成层序遍历. 预处理算法的详细描述请见下面的算法 1. 在算法 1
的第 11行中, 常数   的值根据推论 1选取.

算法 1. 预处理算法.

输入: 点集 P, 查询点 q, 超立方体 S;
输出: 一棵树结构 T.

1 初始化一棵树 T, 其根为 S
2 Split(root(T))

∅3 Nbr(root(T))← 

4 初始化空队列 Q, 将 root(T)入队
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5 While 队列 Q 非空 do
6　　 Rc←队列 Q 中队顶元素∩
7　　 if |Rc    P|>1 then∪
8　　　 Sonsc← {Rc }   Nbr(Rc)中结点的所有子结点

9　　　 令 R1, R2 为 Rc 的两个子结点

∈10　　　 foreach R'    Sonsc\ {R1} do
11　　　　 if TestNbr(R', R1)==true then∪
12　　　　　　 Nbr(R1)← Nbr(R1)   {R'}
13　　　　 end
14　　　 end

∈15　　　 foreach R'    Sonsc\{R2} do
16　　　　 if TestNbr(R', R2}==true) then∪
17　　　　　　 Nbr(R2)← Nbr(R2)   {R'}
18　　　　 end
19　　　 end
20　　　 将 Rc 从 Q 中出队, 将 R1, R2 入队

21　　 end
22 end

算法 2. 算法 1中用到子程序.

1 Procedure Split(R):
2　　 取 R 的最长边, 将其从中点一分为二, 得到两个较小的矩形 R1 和 R2

3　　 将 R1, R2 作为 R 的子结点加入到树 T 中

4　　 Split(R1)
5　　 Split(R2)
6 end
7 Procedure TestNbr(R1, R2):
8　　 for i=1 to d do
9　　　　 [ai

(1), bi
(1)]← R1 在第 i 维上的定义区间

10　　　　 [ai
(2), bi

(2)]← R2 在第 i 维上的定义区间

∅ ∧ ⩾ ∧ ⩾11　　　　 if ([ai
(1), bi

(1)]∩[ai
(2), bi

(2)]=   )     (|ai
(1)−bi

(2)|     2CPlog
1/dn     |ai

(2)–bi
(1)|     2CPlog

1/dn) then
12　　　　　 return false
13 　　　　end
14　　 end
15 　　return true
16 end

 3.2   查询算法

在预处理算法结束之后, 查询算法基于预处理算法所返回的分裂树 T 来解决第 2.4 节中给出的归约问题, 算

法的执行过程如下.

Rc(1) 设当前考虑的结点   为 T 的根.
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Pc Rc Nbr(Rc)(2) 设当前考虑的点集   为   和   中包含的所有点.

Acrnn Pc CPlog1/dn 1+ε CP

ε ε p′
(3) 调用   , 调用的输入点集为   , 查询点为 q, 查询范围为   , 近似参数为   , 其中   是推论 1

中所给出的值,    是   -NN问题的输入参数. 在后面的引理 4中我们将证明, 此次调用一定会返回一个点   .

Rc∪Nbr(Rc) R′ p′ ∈ R′ Rc← R′(4) 检视   的所有子结点, 设子结点   满足   , 令   .

Rc(5) 若   中包含的点数多于 1, 则返回第 2步, 否则继续.

Pc ε(6) 在   中直接搜索   -NN的结果.

算法的伪代码在下面的算法 3中给出.

算法 3. 查询算法.

Acrnn输入: 输入点集 P, 查询点 q, 解决 (c, r)-NN的算法   , 算法 1的输出 T;
ε输出:    -NN的结果.

1 Rc ← root(T)

∩2 while |Rc    P| > 1 do∪
R′∈{Rc}∪Nbr(Rc)

{R′∩P}3　　 Pc←  

Acrnn4 　　调用   (Pc, q, CPlog
1/dn, 1+ε), 得到返回点 p'

∪ ∈5 　　检视所有{Rc}    Nbr(Rc)的所有子结点, 设子结点 R'满足 p'   R'
6　　 Rc ← R'
7 end
8 在 Pc 中用直接搜索找到 ε-NN的结果并返回

 4   分　析

 4.1   准备工作

CP E[|B(q,CPlog1/dn)∩P|] ⩾ 1引理 1. 取   为推论 1中所给出的常数, 则   .

n1/d P∪{q}
CPlog1/dn CPlog1/dn

证明: 由问题定义, 输入点集 P 和查询点 q 都位于边长为    的区域 S 中, 则根据推论 1, 由    构造的

Delaunay三角剖分的期望最长边为   . 于是在期望情况下, 在以 q 为中心、   为半径的范围之内至

少存在一个点, 引理得证.
O(logn) ∀R ∈ T E[|Nbr(R)|] = O(logn)引理 2. 对 T 中任意结点 R, Nbr(R)集合的期望大小为   , 即对于   ,    .

O(log1/dn) O(logn)

O(logn) O(logn)

O(logn)

证明: 由泊松点过程的性质, 体积为 1的 d 维矩形中包含的期望点数为 1. 由于 T 的每个结点中至少包含 P 中

的一个点, 所以每个结点的体积在期望情况下不小于 1. Nbr(R)的定义可知, Nbr(R)所包含的区域在各维上的边长

都比 R 多   , 进而 Nbr(R)所包含的区域的体积为   . 于是, 对于体积为 1的结点 R, Nbr(R)中包含的

体积为 1 的结点数最多为   . 对于体积大于 1 的结点 R, Nbr(R) 中所包含的结点数则一定少于   . 总
之, T 中任意结点的 Nbr 集合的期望大小为   , 引理得证.

引理 3. 预处理算法返回的分裂树 T 具有如下性质.
O(n)(1) T 中最多有   个结点.

O(logn)(2) T 的期望高度为   .
O(n)

2n−1

O(n)

证明: 根据定义 3可知, T 的每个叶结点中有 1个数据点, 进而 T 中有   个叶结点. T 中每个非叶结点都有

两个子结点, 则当 T 是一棵完全二叉树时, T 中有   个结点, 若 T 不是完全二叉树则 T 中结点会更少. 于是 T
中最多有   个结点, 性质 1得证.

R1 R2

R1 R2

由 T 的构造过程可知, 结点 R 的子结点是通过把 R 的最长边二等分得到的. 因此两个子结点   和   所代表

的 d 维矩形具有相同的体积. 由泊松点过程的性质,    和   中包含的期望点数相同. 也即树 T 中每一层的结点中
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O(logn)包含的点数的期望都比上一层少一半, 则 T 的期望高度为   .

 4.2   正确性分析

Acrnn引理 4. 在期望情况下, 算法 3的第 4行每次调用   都能返回一个点作为结果.
Pc = P B(q,CPlog1/dn)

Acrnn p′ Rc Pc

k+1 p′ k+1 Pc Acrnn

Acrnn

证明: 在第 1 次循环时,    . 又由引理 1, 在期望情况下   至少包含一个点, 于是根据 (c, r)-
NN问题的定义, 第 1次调用   能够返回一个点. 现假设在第 k 次调用时返回了一个点   . 由   和   的设置方

法可知, 在第   次调用时,    仍在第   轮循环中所更新的   中. 由 (c, r)-NN问题的定义, 此次调用   算法

仍能返回一个点. 总之, 算法每次调用   在期望情况下每次都能返回一个点作为结果.
p∗ D(p∗,q) =min

p∈P
D(p,q) p∗ ∈ Pc引理 5. 设   为 q 在 P 中的最近邻, 即   , 则在算法 3的每一次循环中, 总有   .

p′ D(p′,q) ⩽CPlog1/dn

CPlog1/dn D(p∗,q) ⩽CPlog1/dn D(p′, p∗) ⩽ D(p′,q)+D(p∗,q) ⩽

2CPlog1/dn

证明: 由引理 4, 算法 3的第 4行每次都能返回一个点   . 由 (c, r)-NN的定义可知, (c, r)满足   .
另由引理 1, 查询点 q 的最近邻距离不超过   . 即   . 于是有 

 .
R′ p′ Nbr(R′) R′

2CPlog1/dn Nbr(R′) B(q,2CPlog1/dn) D(p′, p∗) ⩽ 2CPlog1/dn p∗ Nbr(R′) Pc

p∗ Nbr(R′) p∗ ∈ Pc

由算法 3 的伪代码,    是包含   的子结点. 由定义 4 可知,    覆盖的区域在每个维度上都比   拓展了

 , 从而   可以覆盖   . 因为   , 则   也能够被   覆盖. 由 

的设置方法,    能够被   覆盖等价于   , 引理得证.
ε定理 2. 算法 3能够正确地返回   -NN的结果.

p∗ ∈ Pc p∗

ε

证明: 由引理 5, 在算法的每一次循环中都有   , 其中   是 q 在 P 中的最近邻. 于是, 算法第 8 行的直接

搜索一定能够能产生   -NN的正确结果.

 4.3   复杂度分析

O(n logn)定理 3. 算法 1的期望时间复杂度为   .
证明: 算法 1的时间复杂度分为两部分, 一是构造分裂树, 二是对分裂树的所有结点建立 Nbr 集.

E[T (n)] = 2E[T (n/2)]+O(n) 2E[T (n/2)]

O(n) O(n)

O(|Nbr(R)|) = O(logn) O(n)

E[T (n)] = O(n logn)

构造分裂树的部分是分治算法, 根据算法 1的内容和引理 3中的证明, 可以写出关于此分治算法的期望时间

复杂度的递归公式:    . 公式中   来自于子结点中期望点数为父结点的一半, 已
经在引理 3的证明过程中得以证明. 关于   项, 观察算法 1可知, 将父结点分裂为两个子结点需要   时间, 遍
历 Nbr(R) 需要   时间, 则分治算法每次循环体需要   时间. 容易证明, 此递归公式的解为

 .
O(n)

O(logn)

O(n logn)

现在分析对分裂树的所有结点建立 Nbr 集的复杂度. 由引理 3, 分裂树 T 中总共有   个结点. 由引理 2, 每
个结点的 Nbr 集的期望大小都为   . 由算法 1的伪代码可知, 每个结点的 Nbr 集最多被遍历一次. 从而建立

所有结点的 Nbr 集的期望时间复杂度   .
O(n logn)将以上两部分时间复杂度相加, 则得到算法 1的期望时间复杂度为   .

O(n logn)定理 4. 算法 1需要   期望空间.
O(n)

O(logn) O(n logn)

证明: 算法 1需要的空间即为存储分裂树 T 所需的空间. 由引理 3, T 中共有   个结点. 由引理 2, 对 T 中每

个结点 R 存储的 Nbr(R)集合的期望大小为   . 于是, 存储 T 总共需要   期望空间.
Acrnn O(logn) O(logn)定理 5. 算法 3 需要调用    算法    次, 也即算法以    的查询时间解决第 2.4 节中给出的归约

问题.
O(logn)

O(logn) Acrnn O(logn)

证明: 算法 3在每一次循环中调用   一次, 而循环的执行次数等于分裂树 T 的高度. 由引理 3, T 的期望

高度为   , 于是算法 3需要调用   算法   次得证.

 5   结　论

ε

O(n logn)

O(n logn) O(logn)

本文是我们发表的文献 [1]中工作的延续, 研究了基于图灵归约求解   -NN问题在输入点集服从泊松点过程

条件下的期望复杂度. 我们提出了与文献 [1]中不同的算法, 并分析了其复杂度, 证明了它具有   期望预处

理时间、   期望空间和   期望查询时间. 本文解决了我们在文献 [1]中提出的未来工作.
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