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摘  要: 布尔可满足性求解能够验证的问题规模通常受限, 因此, 如何高精度地预测其可满足性既是重要的研究

问题, 也是一项具有挑战性的工作. 相关研究工作一般使用由文字节点和子句节点组成的图来表示布尔可满足性

问题的结构, 但是这种表征方法缺少了变量、子句之间的重要关系信息. 在所提方法中, 通过将原始布尔可满足

性问题实例表征为多关系异构图的方式来表达变量和句子之间的关系, 并设计使用消息传递关系网络模型来捕获

实例的关系信息, 提取了更多的结构特征. 结果表明: 该模型在预测精度、泛化能力和资源需求等方面均优于现

有模型, 对所选数据集的平均预测精度为 81%. 该模型在小规模问题(变量数为 100)上训练, 在大规模数据集上预

测的平均预测精度达到了 80.8%. 同时, 该模型对随机生成的非均匀随机问题的预测精度达到 99%, 这意味着它

学习了预测可满足性的重要特征. 此外, 模型预测所花费的时间随着问题规模的增大也只是成线性增长. 总结而

言, 基于关系消息传递网络提出了一个预测精度更高、泛化能力更好的布尔可满足性预测方法. 
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Abstract: The scale of problems that can be verified by Boolean satisfiability (SAT) solving is usually limited. Therefore, how to predict 
the satisfiability of SAT problems with high accuracy is an important research problem and also a challenging task. Previous works used 
graphs consisting of literal nodes and clause nodes to represent the structure of SAT problems. The important relation information between 
variables and clauses is missing. Raw SAT instances are encoded to multi-relational heterogeneous graphs and a message passing relation 
(MPR) network model is used to capture more structure features of an SAT instance. It is showed that the MPR network model could 
outperform previous work in terms of prediction accuracy, generalization ability, and resource requirement. An average prediction 
accuracy of 81% is achieved on all datasets. The model trained on small-scale problems (the number of variables is 100) achieves an 
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average prediction accuracy of 80.8% on larger-scale datasets. Prominently, this model gets 99% prediction accuracy on the randomly 
generated non-uniform random SAT problems, which means it has learned important features to predict satisfiability. Moreover, the 
running time for prediction increases linearly with the size of the problem. In conclusion, the proposed method is of higher prediction 
accuracy and better generalization ability based on a relational messaging network to predict propositional satisfiability. 
Key words: Boolean satisfiability problem; message passing relation network; structure features; propositional satisfiability prediction; 

 multirelational heterogeneous graph 

布尔可满足性问题(SAT)用于确定是否存在满足给定布尔公式的解. 如果存在一组变量的赋值, 可以使得

给定布尔公式的结果为真, 则该问题是可满足的; 否则是不可满足的. SAT 问题通常由 m个合取子句组成的合

取范式(CNF)来描述, 其中每一个子句由一组相互之间为析取关系的正文字或反文字组成. 所有的 SAT 问题

都可以简化为 3-SAT 问题[1]. 一般来说, 处于相变时的 uniform random (UR)3-SAT 问题(子句数与变量数之比

约等于 4.26)相比于其他问题求解起来要困难得多[2]. 实证研究表明: 在最坏的情况下, 使用完全基于回溯算

法的 SAT 求解器求解 UR 3-SAT 问题, 所需时间随实例规模增加呈指数级增长[3]. 
SAT 求解能够验证的问题规模通常受限, 因此, 如何高精度地预测 SAT 问题的可满足性是一个重要研究

问题, 也是一项具有挑战性的工作. 近年来, 一些研究工作转向了使用机器学习的方法来预测 SAT 问题的可

满足性[4,5]. 一些研究者采用 SAT 问题的统计特征来加快 SAT 问题的求解速度[6−10], 并取得了不错的效果. 然
而, SAT 问题的统计特征并不能完整地表达 SAT 问题的特征, 其中缺乏 SAT 问题的完整结构信息. 这在一定

程度上导致模型难以很好地学习到 SAT 问题的共性特征, 降低了模型的学习能力和泛化能力. 此外, 计算

SAT 问题统计特征的过程通常十分消耗资源. 因此, 近期的研究工作开始将研究方向转换为使用 SAT 问题的

结构特征来预测其可满足性[11−15]. 
建立模型的第 1 步是对 SAT 问题进行编码. SAT 问题很适合表征为图结构, 用图来表示 SAT 问题可以使

模型提取更多的结构信息, 从而表现出良好的泛化能力. 现有的方法都将 SAT 问题编码为一个无向图, 每个

文字都是一个节点, 每个子句也是一个节点, 如果文字出现在子句中, 则建立一条边[12−14]. 最后, 利用所有文

字的特征来预测可满足性. 然而, 这种表征方法忽略了变量与子句之间的关系信息, 没有直接地在结构图中

表现出来; 其次, 对于正反文字之间的关系, 虽然建立了边来表征两者之间有联系并进行了节点之间的信息

交换, 但是并没有定义具体的关系函数, 也没有使用特定的关系向量来表征关系信息, 其采用的网络模型也

没有考虑到对边上关系信息的提取. 因此, 我们认为(并将在稍后的实验中显示), 目前的表示仍然不足以完全

表示 SAT 问题的结构. 
一旦定义了 SAT 问题的表征方式, 下一步就是设计模型架构, 使模型学习如何解决 SAT 问题. 目前的工

作使用消息传递(message passing, MP)神经网络来预测 SAT 问题的可满足性[13], 或通过使用可变矩阵神经网

络来改进泛化能力[14], 并表明模型运行时间仅与 SAT 实例的规模成线性关系. 一些工作提到, 节点间的关系

信息是图的重要组成部分, 但尚未提出一个模型架构来解决这个问题[16]. 因此, 关键问题是设计一种能够提

取变量与子句之间的关系信息的网络模型. 
本文旨在提高可满足性的预测精度, 创新性体现在 3 个方面. 
• 首先, 本文使用由变量和子句节点组成的多关系异构图网络[16]来表征 SAT 问题的特征. 变量和子句

节点之间的边表示变量出现在某一个子句中, 边上的信息表示变量在子句中是正文字还是反文字, 
充分地反映了变量和子句之间的关系特征; 

• 其次, 本文提出了一个消息传递关系(message passing relation, MPR)网络模型来提取 SAT 问题的结构

特征. 在消息传递过程中, 节点和边上的信息都会被传递给相邻节点. 这意味着节点除了获取相邻节

点的特征信息之外, 还可以获得相邻节点之间关系的特征信息. 因此, 采用 MPR 可以比其他模型提

取更多的 SAT 问题结构特征[13,14]; 
• 第三, 在预测可满足性时, 本文并未使用所有的文字特征来预测可满足概率, 而是使用了所有子句的

特征. 其原因是, SAT 问题是否满足取决于每个子句. 
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本文从预测的精度、泛化能力、资源需求和运行时间等 4 个方面对所提出的方法进行了评价. 为了方便

与以往工作进行比较, 我们在评估中使用文献[14]的处于相位转移的 UR 3-SAT 数据集. 总体而言, 本文的方

法在变量数为 100−600 的 SAT 问题数据集上的平均准确率达到了 81.1%, 而基线方法的最佳准确率为 79.0%;
在变量数为 600 的数据集上(求解时间为几个小时), 我们获得了 85%的准确率, 而基线方法的预测的准确率为

83.7%. 与文献[14]一样, 我们也在小规模的 SAT 问题数据集上进行训练, 然后将训练好的模型泛化到规模更

大的数据集上. 我们在变量数为 100 的数据集上对 MPR 网络模型进行训练, 训练好的模型在 150−600 变量范

围的 SAT 问题上内达到了 79.5%的平均预测精度, 而基线方法的平均预测精度只有 77.5%. 此外, 在 MPR 网

络模型的训练阶段, 平均每个 SAT 问题只需要 100 MB GPU 显存, 而文献[13]的方法需要 500 MB GPU 显存, 
文献[14]的方法需要 600 MB GPU显存. 最后, 我们的方法在预测阶段的运行时间随问题规模的增长成线性增

长趋势. 

1   MPR 网络模型结构设计 

预测 SAT 问题的可满足性本质上是一项图分类任务. 为了对图进行分类, 我们将 SAT 实例表征为一个多

关系的异构图; 然后, 利用 MPR 网络对图中的结构特征进行提取, 并对提取的特征进行池化操作, 通过激活

函数输出预测值. 对于模型的训练过程, 我们使用端到端的方法进行训练, 模型不但需要预测 SAT 问题的可

满足性, 而且需要预测每个变量的赋值. 

1.1   SAT实例图表征 

为了将原始的包括了 m 个子句、n 个变量的 SAT 实例 X 编码为适当的向量表征, 现有工作将 X 编码为一

个维度是m×n×2的子句-文字形式的张量[14]或由m个子句节点和 n×2个文字节点组成的图[13]. 事实上, 在 SAT
问题中, 文字的特征是根据变量的特征和变量与子句之间关系的特征来动态计算而来的, 而如果子句的特征

确定之后, 也可以通过他们之间的文字关系反向计算出变量的特征. 因此, 本文将 SAT 实例表征为一个有向

多关系异构图, 如图 1 所示, 本文将 X 表示为一个由 n 个变量节点和 m 个子句节点组成的图, 虚线表示变量

在子句中为反文字, 实线表示变量在子句中为正文字, 图 1(a)变量节点 vi 和子句节点 cj 之间的边表示变量 i
的文字是否出现在子句 j; 图 1(b)中的边表示子句 j 是否包含变量 i; 否则, 在两个节点之间不定义边. 
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(a)                                                 (b) 

图 1  SAT 问题图表征方法 

通过这种方式, 我们将原始 SAT 问题编码为一个多关系异构图, 该图由变量节点和子句节点组成和 4 种

表示它们之间正或反关系的有向边组成, 可以将其形式化地描述为 
 G={(vi,rij,cj)|i∈{1…n},j∈{1…m},rij∈R} (1) 
其中, vi 表示变量 i, cj 表示子句 j, rij∈R 表示 vi 与 cj 之间的关系. 本文中定义的关系是正反文字两种关系加上变

量句子节点的两种方向的边的组合, 即 R={pcv,pvc,ncv,nvc}, pcv 表示子句节点指向变量节点的正文字的正关系, 
pvc 表示变量节点指向子句节点的正文字的正关系, ncv 表示子句节点指向变量节点的反文字的反关系, nvc 表示

变量节点指向子句节点的反文字的反关系. 
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在我们的多关系异构图中, 节点数为 m+n, 边的数量为 k, 其中, k 等于 SAT 实例中文字的数量×2. 

1.2   消息传递关系 

将 SAT 实例表征为图之后, 下一步是设计适当的模型来提取 SAT 图的结构特征. 我们设计了一个基于消

息传递关系方法的 MPR 网络[16]来提取结构特征, 该网络可以提取节点以及节点之间边的信息. 
最初的消息传递网络[17]并不考虑节点间边的关系信息, 只通过使用相邻节点的特征来更新节点的状态信

息, 如下所示: 

 ( 1) ( ) ( )( ( , ))
i

l l l
i m i jm Mh g h hσ+

∈
= ∑  (2) 

其中, ( )l
ih 是迭代 l 时节点 vi 的状态; Mi 是 vi 相邻节点的集合; gm(⋅,⋅)是一个变换函数(例如一个简单的线性函 

数), 使用相邻节点的信息更新 vi 的状态; σ(⋅)是激活函数. 基于这个消息传递网络, Selsam 等人提出了 MP 网

络预测布尔可满足性[13]. 他们将消息传递的过程分为两个步骤: 首先, 文字节点的信息传播到相邻的子句节

点, 以更新子句节点的状态; 然后, 子句节点的信息传播到相邻的文字节点, 并更新文字节点的状态. 这个过

程可以表示为 
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其中, gc(⋅)和 gl(⋅)分别表示用户提取子句和文字特征的 LSTM 网络[18], 矩阵 ( )t
iC 和 ( )

,
t

i hC 是子句表示和循环隐藏 

状态(文字节点类似), fc(⋅)和 fl(⋅)是提取邻居节点特征的多层感知机(multi-layer perceptrons, MLP), N(⋅)返回子

句节点或者文字节点相邻节点的索引. 这个网络在消息传递的过程中, 只传播了节点的特征, 缺失了变量与

子句之间的关系. 因此, 我们认为, MP 网络并不完全适用于多关系异构图. 
在本文的方法中, 对于模型中的消息传递, 主要参考了文献[16]中提出的方法, 其特点是非常适合于多关

系异构图, 使用了如下公式进行消息传递: 
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其中, r
iN 表示节点 vi 的相邻节点处于关系 r∈R, ci,r 是正则化系数. 通过将权重矩阵 wr 赋给不同的关系 r∈R, 

区分节点之间的关系. 
图 2 所示展示了消息传递的动态过程. 本文提出的消息传递关系网络也将消息传递过程分割为两个步骤:

首先, 子句节点接收来自其相邻变量的消息并更新其特征(如图 2(a)所示); 然后, 变量节点从其相邻子句接收

消息并更新其特征(如图 2(b)所示). 
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(a)                                                 (b) 

图 2  消息传递关系网络 

此外, 我们还引入了关系函数 fr(⋅)来提取变量与子句之间的正文字关系和变量与子句之间的反文字关系

的信息, 使得模型可以提取到变量和子句之间的关系特征. 以下公式描述了用关系传递信息的过程: 
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其中, gc(⋅)和 gv(⋅)分别表示用户提取子句和文字特征的 LSTM 网络, ( )t
iC 和 ( )t

iV 表示在第 t 个迭代中子句 i 和变

量 i 的特征, ( )
,
t

i hC 和 ( )
,
t

i hV 表示在第 t 个迭代中子句 i 和变量 i 的隐藏特征, R 是图中关系的集合, r
iN 表示节点 i 

相邻的处于关系 r∈R 下的节点的集合. fr(⋅)是用于提取关系 r∈R 特征的 MLP, 其中, R={pcv,pvc,ncv,nvc}. 
在我们的模型中, 对应于图结构表征中定义的关系 r∈R, 分别采用了 4 个 MLP 进行信息提取. 其中: 

( )
cvpf ⋅ 和 ( )

cvnf ⋅ 用于提取子句到变量之间的关系特征, 表示包含多个文字特征的子句特征经过关系函数将子

句中所有的文字特征通过关系函数传递给变量; ( )
vcpf ⋅ 和 ( )

vcnf ⋅ 用于提取变量到子句之间的关系特征, 表示 

变量特征经过关系函数变换成为了子句中的一个文字的特征. 此外, 消息传递层只有一层, 但是拥有很多次

的迭代. 在一次迭代中, 消息被反复传递, 类似于递归神经网络[19]. 在整个过程中, LSTM 和 MLP 的参数是共

享的. 

1.3   池化操作与概率预测 

在消息传播之后, 需要在图节点上应用池化操作以提取图特征. 在本文中考虑了两种池化方法: 一是采

用 Average Pooling 的方式, 另一种是 Attention Pooling. Average Pooling 是将输入的图节点的特征平均之后作

为图特征; Attention Pooling 是通过应用注意力机制给输入的节点分配不同的注意力得分, 有选择性地对节点

的特征进行提取, 从而得到图特征[20]. 在之前的工作中, 基本都采取使用文字特征池化的结果来预测可满足

的概率, 而在本文中, 文字特征并没有直接的编码, 本文中的文字特征是通过在变量特征上应用关系函数动

态计算的, 所以我们无法直接利用文字特征池化的结果. 
为了预测 SAT 问题的可满足概率, 本文决定采用子句特征池化的结果来预测可满足的概率. 原因有两点:

一是在消息传递的过程中, 由变量特征应用关系函数计算得到的文字特征信息会传递给子句节点, 子句节点

因此也就包含了与之相关的文字的所有特征信息; 二是在理论上, 子句的是否可满足与 SAT 问题可满足本身

也有直接的关系. 在本文中, 没有考虑使用变量特征的池化结果来预测概率. 因为变量在理论上并不具备判

断 SAT 问题的可满足的信息, 之前的相关方法使用文字特征的一个理论依据是 SAT 问题的 CNF 表达式本身

就是由一组文字构成的. 因此, 结合两种常用的池化方法得到了以下两种方法. 
• 第 1 种方法是文献[13]的做法. 
首先使用 MLP 网络基于节点特征输出问题可满足的置信度, 然后对整体节点输出的置信度取平均值,以

表示最终模型预测的可满足的置信度. 在我们的方法中, 选择将所有子句的特征提供给 MLP 网络, 以返回标

量输出 y∈[0,1]表示问题可满足的置信度; 然后, 我们将所有 m 个子句输出的可满足置信度取平均, 公式如下: 

 
{1... }

1ˆ ( )ii my C
m

ρ
∈

= ∑  (8) 

其中, ρ(⋅)是 MLP, m 是子句数. 
然而, 直接采取平均的方式本质上是认为每一个子句对 SAT 问题是否可满足的影响是一致的, 但是实际

情况下却并不一定, 比如子句(x∨¬x)对 SAT 问题是否可满足根本不影响. 
• 第 2 种方法是在图中的子句节点上应用注意力机制[20]. 
通过注意力机制对节点进行池化操作, 可以得到图的特征表示, 然后再使用 MLP 输出可满足的概率. 整

个过程可以表示为如下公式: 

 ( )1
ˆ ( ( ))m

gate i iiy softmax f C Cρ
=

= ∑  (9) 

其中, fgate(⋅)是输出注意力得分的函数. 注意力机制可以在训练过程中学习对不同子句应用不同的注意力得分, 
这意味着每个节点的特征都有着不同的贡献度, 从而有可以实现有选择性地提取节点信息, 降低信息噪声. 

文献[14]通过在训练阶段同时预测 SAT 问题的可满足以及每个变量为真的概率的方式, 明显提高了文献
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[13]所提出的模型的预测精度. 因此, 本文同样采用同样的方法来训练模型, 输出层同时输出 SAT问题的可满

足概率以及每个变量为真的概率. 我们添加了一个全连接神经网络在消息传递层之后输出每个变量为真的概

率, 公式如下: 
 ˆ ( )i iv vφ=  (10) 

其中, vi 是 SAT 问题中变量 i 的特征, φ(⋅)是全连接神经网络. 

1.4   目标函数 

在训练阶段, 该模型的目标是最大限度地减少二分类损失函数 LS 的交叉熵, LS 公式如下: 
 ( , )

ˆ ˆlog( ( )) (1 ) log(1 ( ))
i iS i i i iX y D

L y y y yσ σ
∈

= − − − −∑  (11) 

其中, D={(Xi,yi)|i∈{1..n}}表示数据集, Xi 和 yi∈[0,1]表示 SAT 实例 i 及其可满足性标签, 1( )
1 e xxσ −=
+

. 

通过引入文献[14]的方法, 我们的目标函数定义修改为 

 , ,( , , )
0

1ˆ ˆ( , ) ( , )
|| ||i i i S i i A i j i jX y v D j

i

L L y y L v v
v∈

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑  (12) 

其中, LA(⋅,⋅)表示二元分类的交叉熵损失; vi 是问题 i 的一组赋值布尔向量, ||vi||0 是 vi 的长度.对于不可满足的 

SAT 问题, 
0

1
|| ||iv

的值为 0. 

2   实验环境 

2.1   数据集 

在实验阶段, 我们使用由文献[14]共享的 UR 3-SAT 实例和自己生成的非 UR 3-SAT 数据集. UR 3-SAT 数

据集由 11组数据实例构成, 其变量数以 50为梯度, 从 100增加到 600, 每个 SAT问题实例的子句数m=4.258n+ 
58.26n−2/3, 其中, n 是变量数[21]. 每组数据集分别包含 5 000 个可满足和 5 000 个不可满足的实例. 在我们的实

验中, 我们将数据随机分为训练、验证和测试集, 按照 8:1:1 的比例进行分割. 每个数据集中可满足和不可满

足的实例保持 1:1, 维持样本均匀分布. 
在工业应用中, 我们通常对非 UR 3-SAT 模型更感兴趣. 为了评估 MPR 网络模型是否可以提取非 UR 

3-SAT 问题的结构特征, 我们使用 CNFgen 生成器生成了一组数据用于测试[22]. 生成命令是 cnfgen randkcnf k 
n m, 其中, k 是 3, n 和 m 分别是变量数和子句数. 该数据集由 7 组数据构成, 变量数以 100 为梯度, 从 100 增

加到 799. 每组包含 100 个可满足实例和 100 个不可满足实例, 子句数与变量数之比为介于 1−10 之间的随 
机数. 

2.2   模型训练 

对于 MPR 网络模型的结构, 我们对变量节点和子句节点采用了 128 维的 embedding 向量, 用标准正态分

布进行初始化. 在消息传递网络层, 对应关系集合 R, 我们分别使用一个 MLP 作为关系函数, 每个 MLP 有 3
个隐藏层. 此外, 我们用两个 LSTM 网络来更新变量节点和子句节点的特征, 消息传递网络中所有的隐藏层

的神经单元都为 128 个. 在消息传递网络之后, 我们使用具有两个隐藏层和一个输出层的 MLP 来提取所有子

句的特征, 输出每个子句可满足的概率, MLP中的隐藏单位也是 128, 输出层维度为 2. 此外, 我们使用全连接

神经网络输出每个子句节点的注意力分数、一个 128 维输入和 2 维输出的全连接神经网络提取变量节点的特

征, 然后输出变量为真的概率. 每一个隐藏层的激活函数都是 ReLu[23]. 
训练过程中, 我们使用 Adam[24]作为优化器, 初始学习率为 0.001. 此外, 我们还引入了 L2 正则化机制防

止模型过拟合, 正则化系数为 10−8. 在每个迭代中, 消息传播 9 次. 在训练过程中, 随机从训练集中抽取 32 个

样本作为一个小批量. 最终迭代之后, 对于每个 epoch, 模型都在验证集上进行验证: 如果验证集上的预测精

度连续 3 个 epoch 都没有增加, 学习率将调整到原值的一半; 如果准确率在连续 10 个 epoch 不增加, 就停止
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训练, 并保存预测精度最高的模型参数. 

2.3   基线方法 

文献[14]将可变矩阵网络(exchangeable matrix architecture, Exch)与文献[5]中基于 SAT 问题统计特征的随

机森林(random forest, RF)模型和文献[13]使用的 MP 网络进行比较. 其中, 可交换矩阵网络和 MP 网络模型都

通过端到端学习进行训练. 本文主要与上述 3 种基线方法进行比较. 

3   实验结果 

3.1   UR 3-SAT数据集上的准确率 

我们在每个数据集上都训练了 MPR 网络模型. 表 1 显示了所有数据集上预测的实验结果, 3 种深度网络

模型都通过端到端学习进行训练. 
使用人工统计的特征作为输入的模型(即随机森林)在预测准确率上比使用结构特征的模型差. MPR 网络

的预测精度在 11 组数据上的准确率为 77%−85%, 平均预测准确率为 81.1%. MPR 网络模型的准确率大致上随

着 SAT 实例规模的增大而增加. 对于 600 变量数据集, MPR 网络模型的预测精度达到 85%. 

表 1  UR 3-SAT 预测准确率 

变量数 RF Exch MP MPR (ours) 
All Sat Unsat

100 0.702 0.726 0.751 0.777 0.678 0.871
150 0.712 0.745 0.771 0.780 0.767 0.793
200 0.734 0.772 0.781 0.782 0.790 0.779
250 0.703 0.800 0.788 0.811 0.838 0.778
300 0.744 0.800 0.788 0.825 0.783 0.857
350 0.734 0.809 0.812 0.824 0.821 0.822
400 0.711 0.790 0.781 0.785 0.826 0.746
450 0.700 0.789 0.803 0.824 0.784 0.871
500 0.773 0.809 0.795 0.840 0.826 0.840
550 0.756 0.810 0.813 0.826 0.814 0.842
600 0.813 0.837 0.818 0.850 0.841 0.849

平均精度 0.734 0.790 0.791 0.811 0.797 0.823

在其中 10 组数据集中, 我们的预测准确率比对照组 Exch 模型提高了 1%−5%, 在变量数为 400 的数据集

上仅偏低 0.5%. 在所有数据集上, 我们的预测精确度比 MP 网络模型高 1%−4%. 
我们的平均预测准确率(81.1%)与 Exch 模型(79.0%)和 MP 网络模型(79.1%)相比有显著差异, 高出了 2%. 

在所有数据集上, 我们的模型的预测精度方差是 0.000 6, Exch 模型是 0.000 9, MP 网络模型是 0.000 4. 三者的

方差没有太大差距, 意味着本文提出的模型与基线方法相比同样稳定. 

3.2   UR 3-SAT数据集上的泛化能力 

模型的泛化能力表明一个模型是否可以在不同的数据集上提取 SAT 问题的共性结构特征. 如果模型在小

规模数据集上训练后, 可以在较大规模的数据集上获得相当高的预测精度, 就能够大幅减少训练时间和计算

资源. 我们在变量数为 100 的数据集上训练模型, 然后在其他更大规模的数据集上进行测试. 表 2 显示了不同

数据集上模型泛化能力的对比结果. 
结果表明: MPR 网络模型具有良好的泛化能力, 取得了比其他模型更好的预测精度. 在其中 6 组数据集

上, MPR 网络的预测精度超过了 80%. 与 Exch 模型平均 77.5%的预测精度和 MP 网络模型平均 70.6%的预测

精度相比, 在所有数据集上, MPR 达到了 79.5%的预测精度, 超过其余两个模型. 实验结果表明: 相比于 Exch
模型和 MP 网络模型, MPR 模型能够更充分地提取 SAT 问题的结构特征. 

更进一步地, 我们采用 t-SNE 方法[25]对模型提取的变量数为 150 的数据集特征进行了可视化. 如图 3 所

示: 在大部分的样本中, 模型对于可满足的问题和不可满足的问题特征可以进行区分, 部分可满足的样本的

特征误判成了不可满足的, 因此在表 2 中的实验结果上, 模型在不可满足的数据集上的准确率比可满足数据
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集上的准确率更高. 
表 2  UR 3-SAT 泛化能力实验结果 

变量数 RF-100 Exch-100 MP-100 MPR-100 (ours) 
All Sat Unsat

150 0.695 0.758 0.734 0.771 0.683 0.861
200 0.695 0.759 0.704 0.780 0.677 0.888
250 0.654 0.776 0.722 0.800 0.697 0.901
300 0.711 0.780 0.729 0.801 0.668 0.925
350 0.705 0.791 0.725 0.802 0.657 0.942
400 0.681 0.756 0.711 0.761 0.865 0.657
450 0.692 0.778 0.699 0.801 0.664 0.940
500 0.716 0.777 0.686 0.830 0.723 0.938
550 0.722 0.768 0.669 0.790 0.626 0.953
600 0.739 0.809 0.683 0.811 0.677 0.937

平均精度 0.701 0.775 0.706 0.795 0.694 0.923

 
图 3  UR 3-SAT 变量数 150 数据集特征可视化 

3.3   非UR 3-SAT数据集上的泛化能力 

为了评估在 UR 3-SAT 数据集上训练的 MPR 模型是否可以泛化到非 UR 3-SAT 数据上, 我们在变量数为

100 的 UR 3-SAT 数据集训练 MPR 模型, 在非 UR 3-SAT 数据集上进行了测试该模型. 
如表 3 所示, MPR-100 在 7 个数据组上预测的平均精度大于 99%. 该结果表明: 我们的模型可以很好地解

决 CNFgen 生成的随机 SAT 问题, 通过采用 t-SNE 方法[25]对 100~299 变量的数据集特征进行可视化发现, 如
图 4所示, 我们的模型可以很好地对可满足的问题与不可满足的问题进行特征提取, 有着明显的特征区分, 因
此有着极高的准确率. 

为了进一步验证模型的泛化能力, 我们采用 SATLIB 的 Benchmark 数据进行了测试, 选取了 SAT-encoded 
Quasigroup (or Latin square) instances 数据集作为测试集. 该数据集不是随机的 3-SAT 数据, 与训练所用的随

机生成的 3-SAT 数据有着不同的特征分布. 该数据集一共 22 条, 包含 10 条可满足的问题和 12 条不可满足的

问题. 该数据集其变量数最大的超过 2 000, 变量数 600 以下的数据集有 6 条[26]. 在该数据集上, 对于可满足

的实例, MPR-100 的准确率为 60%, 不可满足的实例准确率为 83%. 这说明 MPR-100 在超过 600 甚至更大规

模的数据特征分布不同的数据集上, 泛化性还有待提高. 

表 3  non-UR 3-SAT 预测准确率 

变量数 子句数 子句/变量比 Sat 实例数 Unsat 实例数 Sat 预测精度 Unsat 预测精度 
100−199 133−1844 1.00−9.95 100 100 0.992 0.992 
200−299 235−2954 1.03−9.97 100 100 1.000 0.992 
200−399 345−3868 1.04−9.89 100 100 1.000 0.984 
400−499 411−4532 1.00−9.87 100 100 1.000 1.000 
500−599 568−5935 1.01−9.95 100 100 1.000 1.000 
600−699 685−6779 1.01−9.98 100 100 1.000 1.000 
700−799 783−7865 1.02−9.99 100 100 1.000 1.000 
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图 4  非 UR 3-SAT 变量数 100−199 数据集特征可视化 

3.4   资源需求与运行时间 

本文使用 DGL5.0 来构建多关系异构的 MPR 模型, 并使用支持自动混合精度(AMP)的 PyTorch 1.6.0 作为

后端训练. 用于训练的 GPU 型号为特斯拉 V100 16 G. 在变量数为 100 的实例上训练 Exch 和 MP 网络, 分别

消耗 500 MB 和 600 MB GPU 内存, 而训练我们的 MPR 网络只消耗 100 MB GPU 内存. 该性能优势使我们可

以直接批量使用 32 个样本训练. 我们的模型资源需求较小, 主要有两个原因: 首先, 我们将原始 SAT 实例表

征为由变量和子句节点构成的多关系异构图, 因此变量节点的数量只有 Exch 模型的一半; 其次, 在消息传递

层中我们只迭代了 9 次, 但是 MP 网络模型迭代了 26 次以上. 在消息传递过程中, 我们只使用两个 LSTM 网

络来捕获特征. LSTM 有许多参数, 更多的迭代需要更多的 GPU 内存. MPR 网络模型的训练大约需要 20 个小

时,但是该模型在预测阶段是非常有效的. 我们的模型在 i7 8750H 的 CPU 的环境中进行测试, 分别测试了

MPR 模型在变量 100−600 的数据集上的预测时间以及经典的求解器 Glucose 在变量 100−350 的数据集上的运

行时间[27]. 如图 5 所示: MPR 在预测阶段的运行时间与问题的规模成线性关系; 而经典求解器 Glucose, 其求

解时间与 SAT 问题的规模往往成非线性关系. 可以看到: 在变量为 350 时, 求解时间已经非常长了, 因此没有

求解更大规模的 SAT 问题. 

     
图 5  预测所需时间开销 

3.5   MPR与MPR-Attention的比较 

如表 4 所示: 在 UR 3-SAT 数据集上, MPR-Attention 在预测准确率方面要优于 MPR 模型, 在 7 组数据上

预测准确率超过 MPR 模型. 这表示加入了 Attention 机制之后, 能够更好地提取 SAT 问题的结构特征, 对于可

满足数据和不可满足的数据, 两者都没有太大的偏好. 
从表 5中可以看出, MPR-Attention的泛化能力也优于 MPR模型. 同时可以看到: 相比于 MPR模型, MPR- 

Attention 更加稳定一些. MPR-Attention 模型在可满足的数据和不可满足的数据上得到的泛化平均准确率几乎

一致, 80%左右; 而 MPR 在不可满足的数据上, 泛化平均准确率超过可满足的数据大约 20%. 这表示 MPR 在

泛化预测时倾向于认为输入问题是不可满足的. 这说明对于 SAT 问题中的每一个句子, 对于 SAT 问题是否可
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满足的影响是不同的. Attention 机制的引入对不同的子句分配了不同的注意力, 从而能够更好地提取 SAT 问

题的通用特征, 从而表现的更加稳定. 

表 4  MPR 与 MPR-Attention 的预测精度比较 

变量数 MPR MPR-attention 
All Sat Unsat All Sat Unsat

100 0.777 0.678 0.871 0.793 0.796 0.789
150 0.780 0.767 0.793 0.773 0.720 0.825
200 0.782 0.790 0.779 0.791 0.770 0.811
250 0.811 0.838 0.778 0.802 0.821 0.782
300 0.825 0.783 0.857 0.825 0.826 0.823
350 0.824 0.821 0.822 0.829 0.841 0.816
400 0.785 0.826 0.746 0.777 0.781 0.772
450 0.824 0.784 0.871 0.827 0.806 0.848
500 0.840 0.826 0.840 0.825 0.811 0.838
550 0.826 0.814 0.842 0.826 0.795 0.857
600 0.850 0.841 0.849 0.854 0.855 0.853

平均精度 0.811 0.797 0.823 0.813 0.802 0.819

表 5  MPR 与 MPR-Attention 的泛化能力比较 

变量数 MPR-100 MPR-attention-100 
All Sat Unsat All Sat Unsat

150 0.771 0.683 0.861 0.773 0.814 0.732
200 0.780 0.677 0.888 0.788 0.760 0.815
250 0.800 0.697 0.901 0.788 0.772 0.804
300 0.801 0.668 0.925 0.817 0.776 0.858
350 0.802 0.657 0.942 0.825 0.801 0.849
400 0.761 0.865 0.657 0.753 0.924 0.581
450 0.801 0.664 0.940 0.810 0.772 0.847
500 0.830 0.723 0.938 0.815 0.808 0.821
550 0.790 0.626 0.953 0.827 0.794 0.859
600 0.811 0.677 0.937 0.842 0.841 0.843

平均精度 0.795 0.694 0.923 0.804 0.806 0.801

在我们的 non-UR 3-SAT 数据集上, MPR-Attention 的测试结果见表 6. 可以看到: 相较于表 3 中 MPR 模型

的结果 , MRP-Attention 在预测精度上要差上一些 , 但总体上相差不到 . 我们在 SATLIB 的 SAT-encoded 
Quasigroup (or Latin square) instances 数据集也同样进行了测试, 可满足的实例准确率为 80%, 不可满足的实

例准确率为 67%. 
总体来说, MPR-Attention 与 MPR 模型在大规模的泛化能力上都需要提高, 尤其是在 SATLIB 上的真实数

据集上. 本文的模型主要还是针对于 UR 3-SAT 数据集上训练而来, 在 UR 3-SAT 数据集上表现良好. 对于

non-UR 3-SAT 数据样本分布的特征与 UR 3-SAT 还是有很大区别的, 因此没能很好地泛化, 这也是今后需要

进一步研究的方向. 
表 6  non-UR 3-SAT 上 MPR-Attention 预测准确率 

变量数 子句数 子句/变量比 Sat 实例数 Unsat 实例数 Sat 预测精度 Unsat 预测精度 
100−199 133−1844 1.00−9.95 100 100 0.969 1.000 
200−299 235−2954 1.03−9.97 100 100 0.906 1.000 
200−399 345−3868 1.04−9.89 100 100 0.978 1.000 
400−499 411−4532 1.00−9.87 100 100 0.930 1.000 
500−599 568−5935 1.01−9.95 100 100 1.000 1.000 
600−699 685−6779 1.01−9.98 100 100 1.000 1.000 
700−799 783−7865 1.02−9.99 100 100 1.000 1.000 

4   相关工作 

4.1   Survey Propagation的图表征 

我们表征 SAT 的方法看似与 Survey Propagation[28]类似, 但其实在 3 个方面具有主要区别: (1) 本文为变
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量或子句节点添加了一个 embedding 向量; (2) 在本文的图表示中, 有 4 种类型的边并为每种类型定义了一个

关系函数来实现特征学习能力; (3) 本文提出的模型通过对所有子句节点的特征进行提取进而得到图特征, 从
而输出问题实例的可满足概率. 

4.2   使用图神经网络预测SAT问题可满足性 

文献[12]将 SAT 问题转化为由变量节点组成的二分图, 达到了 70%的预测精度. 文献[13]提出了基于消息

传递网络求解 SAT 问题的启发式方法, 把解决 SAT 问题的过程分为两步: 首先, 训练模型来预测 SAT 问题可

满足的概率; 然后, 在测试阶段将提取的变量特征进行解码, 对于可满足的 SAT 实例, 输出 SAT 问题变量的

赋值. 然而, 该方法使用的是文字和句子作为图节点, 且没有利用文字和句子之间的关系信息; 预测 SAT 可

满足性的准确率达到了 79%, 但泛化能力有待提高. 

4.3   端到端学习 

可变矩阵网络[29]可以接受维度变化的数组作为输入, 因此, 文献[13]将原始 CNF 数据编码为稀疏矩阵, 
其中, 行表示子句、列表示变量, 矩阵项表示变变量是否出现在子句中以及出现的是正文字还是反文字. 该工

作表明: 与其他模型相比, 可变矩阵模型通过端到端学习, 可以获得更好的预测精度, 具有更好的泛化能力;
并通过端到端学习的方式训练 MP 网络[13], 提高了预测精度. 然而, 该工作同样只表征了文字和句子的关系,
并没有表达变量和句子之间的关系. 在我们的工作中, 表征了变量和句子的关系, 采用了端到端学习对模型

训练, 在预测精度和泛化能力上均有所提高. 

5   总  结 

本文首次将 SAT 问题转化为一种多关系异构图, 同时提出了 MPR 网络来预测 SAT 问题的可满足性. 我
们的模型可以从 UR 3-SAT 数据中提取结构特征, 并以较高的精度进行可满足性预测. 此外, MPR 网络模型在

小规模 UR 3-SAT 数据集上训练之后, 可以泛化到大规模的 UR 3-SAT 实例和更大规模的非 UR 3-SAT 实例.
此外, MPR 网络模型在训练和预测时, 仅仅需要有限的资源. 总结而言, 本文提出的方法在 UR 3-SAT 数据集

上预测可满足方面优于其他现有工作的精度、泛化能力和资源需求. 在未来的研究中, 我们将进一步的研究

模型特征提取的可解释性以及更贴近工业界的领域相关的 SAT 问题的相关研究, 例如 SAT Competition 上的

工业数据, 而不仅仅局限于 CNF gen 生成的 UR 3-SAT 数据. 
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