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摘  要: 霍尔逻辑作为计算机程序的逻辑基础, 可以用于描述一般程序的验证. 分离逻辑作为霍尔逻辑的扩展, 

可以支持很多现代程序语言中的高阶特性. 步进索引模型被用于定义自递归谓词. 步进索引逻辑被广泛应用于各

种基于交互式定理证明器的程序验证工具中, 然而, 基于步进索引逻辑的推理却比经典逻辑复杂、繁琐. 事实上, 

也可以在步进索引模型上定义更加简洁清晰的、与“步数”无关的经典逻辑体系下的非步进索引程序语义. 人们希

望找到步进索引逻辑和非步进索引逻辑之间的关系, 但发现两种逻辑并不等价. 对实际的程序验证工作中涉及的

命题进行归纳总结, 找出它们共同的特征, 给出关于程序状态的断言的约束条件; 分别定义步进索引逻辑和非步

进索引逻辑体系中断言的语义, 并证明在该约束条件下两种语义的等价性; 在 Coq 中, 形式化以上所有定义和证

明; 最后, 对未来值得关注的研究方向进行初步探讨. 
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Abstract: Hoare logic is the logic base of computer programming. It is used to describe verification of general programs. Separation logic 

as an extension of Hoare logic, provides supports for high order features used in modern programming languages. Step-indexed model is 

used to define self-referential predicates. Step-indexed logic is widely used in various program verification tools based on interactive 

theorem prover, but the reasoning based on step index logic is more complex and complicated than that based on classical logic. On 

step-indexed model, it is also able to define the non-step-indexed semantics under classical logic system which is more concise and clearer, 

and independent of the number of steps. Aiming at studying the relationship between stepping index logic and non-stepping index logic, it 

is found that the two logics are not equivalent. This study summarizes the propositions involved in practical program verification, finds 

out their common characteristics, and gives the constraint conditions of assertions about program states. The semantics of assertions in 

step-indexed logic and non-step-indexed logic are defined respectively, and the equivalence of the two semantics is proved under the 

constraint conditions. All the above definitions and proofs are formalized in Coq. Finally, the future research directions are discussed 

preliminarily. 
Key words: model of program states; semantics of programming language; formal verification 

程序开发中, 通常使用测试的方法找出和修复错误. 然而这种测试只能帮助修复错误, 却无法保证完成
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的程序没有错误. 在航天器材或医疗设备等应用场景中, 程序中潜在的错误可能会造成严重的后果, 因此我

们希望使用形式化验证方法严格地证明程序的正确性和可靠性. 形式化验证方法将程序代码转换为逻辑公

式, 通过逻辑推理证明程序的性质. 

Floyd 在“Assigning Meanings to Programs”一文中提供了形式化定义程序含义的基本方法[1], Hoare 在这一

工作的基础上, 提出了计算机程序的逻辑基础——霍尔逻辑(Hoare logic)[2]. Hoare 认为, 计算机编程是一门精

确的科学, 因为在任何给定的环境中, 程序的所有属性和执行程序的所有结果原则上都可以通过纯粹的演绎

推理(deductive reasoning)从程序本身的文本推演得到[2]. Hoare 使用霍尔三元组 P{c}Q 表示命题: “若命题 P 在

执行程序 c 之前成立, 则命题 Q 在程序 c 执行结束时成立”[2]. 在霍尔逻辑的基础上, 我们可以在程序代码和

谓词逻辑公式之间建立起等语义关系的转化, 从而确保我们的验证结果是有效的. 霍尔逻辑被广泛用于描述

一般程序的验证, 但是对于和内存状态相关的程序, 并不能很好地进行处理. 现代程序语言中有很多高阶特

性, 如复杂数据结构、动态指针、函数指针等. 关于这些高阶特性的验证, 需要分离逻辑(separation logic)的支

持. 分离逻辑是对一般霍尔逻辑的一种扩展, 其核心内容是引入了分离合取(separating conjunction)运算,记为

A*B[3,4]. 命题“内存 m 满足 A*B”的语义为: “m 可以被划分为不相交的两部分 m1 和 m2, 它们分别满足命题 A

和命题 B”. 分离逻辑在对并发程序和资源管理的验证方面具有更强的验证能力[5]. 分离逻辑和递归数据结构

以及递归函数都非常契合, 对于具有复杂数据结构的动态内存程序的验证非常实用, 在定理证明领域应用十

分广泛. HOCAP[6]、iCAP[7]等工具都基于分离逻辑开发. 

有了分离逻辑的支持, 这些程序语言的高阶特性还需要复杂的程序状态模型的支持. 例如, 为了支持函

数指针, 程序状态的定义由“从地址到值的映射”拓展为“从地址到值或函数的映射”: 

Mem=Loc(Value+Func). 

在本文使用的模型中, Loc 和 Value 均被简化为自然数集. 由于函数与调用该函数前后的程序状态有关, 

函数类型 Func 是一个与 (MemMem)有关的类型 . 显然 , 该模型的定义涉及了一个自反域方程 (reflexive 

domain equation), 而这样的自反域方程一般来说是不可解的. 为了解决这类问题, America 和 Rutten 提出了这

样一种技术, 可以在完备度量空间的范畴(category of complete metric spaces)中找到在一定限制下的自反域方

程的解[8,9]. 这一研究结果是很多程序状态模型研究的基础. 

步进索引模型(step-indexed model)被用于定义自递归(self-referential)的谓词[10]. 链表、树是最简单的自递

归谓词. 以链表为例, 用“list(p)”表示“p 指向一个链表”. 不严格地, list(p)当且仅当: 

(*p=NULLempty)(*pNULLr,(*p=rlist(r))). 

然而, 我们不能直接将这样自递归的描述作为链表结构的定义. 注意到: 对于指针这一数据类型, 我们 

至少要执行一步读取(load)命令才能对其指向的内容做进一步操作, “later”运算符被引入, 以表示“在执行 

至少一步命令后命题成立”, 从而避免了循环定义的问题(注: list 这个自递归谓词的定义并非只有引入 later 运

算符这一种方法, 但另一个关于协变递归谓词(covariant recursive predicates)的方法[10]与本文的主要内容无关,

故不加赘述). 同样以链表的情况为例, list 可以被定义为函数 Flist 的不动点, 其中, Flist 的定义为 

Flist(Q,p)(*p=NULLempty)(*pNULLr,(*p=rQ(r))). 

收缩的(contracting)运算符保证了上述函数 Flist 有不动点, 而该不动点就是我们希望定义的链表结构. 

我们通过引入, 将命题 Q 转化为了一个稍弱的“Q 的近似”, Q. 这种稍弱的近似与“步数”有如下关联: 若我

们只关心程序执行 k+1 步内的状态, 则命题 Q 表示我们需要 Q 在 k+1 步内成立, 而Q 表示我们只需要 Q 在

k 步内成立. 只要我们知道在检验 Q 是否成立之前至少要执行一步命令, Q 这种稍弱的近似就足够强. 仍然 

以链表为例, 因为对 r 进行操作前至少需要执行一步对指针 p 的读取命令, list(p)在 k+1 步内成立只需要 list(r)

在 k步内成立. 函数指针的类型也可以用类似的方法定义. 类比于指针的读取, 我们至少要执行一步函数调用

(function call)命令才能对函数指针指向的内容做进一步操作(注: 本文讨论的主要内容并不涉及自递归谓词). 

步进索引方法通过引入“步数”这一概念, 将难以求解的原始方程转化为更容易求解的近似方程, 然后构
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造出满足近似方程的结构, 更简单地解决了构造递归结构的问题[11]. Iris[12]、VST[13]等基于交互式定理证明器

的程序验证工具都广泛采用步进索引语义. 步进索引方法的核心思想是, 引入步数 n 来表示相应的命题“在 n

步内无法证伪”. 步进索引逻辑根据这一思想, 对经典逻辑下的各个逻辑连接词的语义做出了相应的修改. 步

进索引模型提供了简洁的定义递归结构的方法, 但基于步进索引逻辑的推理却比经典逻辑复杂、繁琐. 事实

上, 我们也可以在步进索引模型上定义更加简洁清晰的、与“步数”无关的经典逻辑体系下的非步进索引程序

语义. 经典逻辑体系中的推理更为简单、简洁, 被广泛使用的可满足性模理论求解器(satisfiability modulo 

theories solver) Z3[14]和合作有效性检查器(cooperating validity checker) CVC4[15]也都是基于经典逻辑开发的. 

本文通过讨论命题P与命题“P在任意步数内均无法证伪”的等价性, 探究两种逻辑之间的关系, 举出了在两个

逻辑体系中语义不同的简单例子, 找到了保证两个逻辑体系等价的命题约束, 并说明了该约束的合理性. 通

过对一些实际的程序验证工作的总结, 我们发现这些程序验证工作涉及到的命题总是符合一些形式, 有一些

特殊的性质, 而这些性质又恰好与上述保证两个逻辑体系等价的命题约束有关. 

交互式定理证明方法采用严格的数学理论, 对目标对象进行准确且无二异性的严格数学建模、描述、推

导与证明. 将以上的所有内容组合到一起是一项非常复杂的工作, 因此我们需要使用交互式定理证明器来确

保这些内容的正确性和完整性. 对程序理论琐碎的细节进行形式化, 一方面可以检验理论本身, 另一方面也

便于以后将这些理论应用于形式化证明程序的正确性. 因此, 本文使用 Coq[16]对以上工作进行了形式化. 

本文第 1 节展示反例并说明两种语义如何不同. 第 2 节提出使两种语义等价的约束. 第 3 节给出该约束

下两种语义等价性的证明. 第 4节说明如何形式化以上内容. 最后总结全文, 并对未来值得关注的研究方向进

行初步探讨. 

1   两种逻辑体系的不同点 

为简明表述, 本文使用 mP 表示非步进索引逻辑意义下的“程序状态 m 满足断言 P”, m, nP 表示步进索 

引逻辑意义下的“程序状态 m 在 n 步内满足断言 P”. 

本文使用 l{P}{Q}表示断言“地址 l 上存储着语义为{P}{Q}的函数”. 这样的断言是步进索引语义和非

步进索引语义主要的分歧点, 其他断言的语义将在第 3.1 节与第 3.2 节中定义. l{P}{Q}的非步进索引语义 

为: “对任意程序状态 m1, m2, 若 m1 满足 P 且在程序状态 m1 上调用地址 l 上存储的函数, 执行结束时的程序状

态是 m2, 则 m2 满足 Q”. 其(不严格的)步进索引语义为 

对任意程序状态 m1, m2 和小于 n 的自然数 k, 若 m1 满足 P, 

且在 m1 上调用地址 l 上存储的函数会在 k 步内终止并到达 m2, 

则 m2 满足 Q. 

此处的“满足”应为步进索引逻辑意义下的, 即: 

m, nl{P}{Q}当且仅当对任意 m1, m2 和 k<n: 

若 m1, nP 且 ( )
,1 2

m l
k nm m , 则 m2, nkQ. 

我们希望上述断言在两种逻辑体系中的语义是等价的, 即: 

l m P Q, (n, (m, nl{P}{Q}))ml{P}{Q}. 

并将上述与函数相关的断言作为可组合的断言的一部分, 使得对任意断言 P 都有: 

m, (n, (m, nP))mP. 

然而该命题并不成立, 以下展示一个简单的反例. 

考虑程序 c: while (*0x10)>0 do (*0x10):=(*0x10)1 endwhile, 其中, *0x10 表示从程序状态的地址 0x10

处取值, 赋值语句*0x10:=e 表示将表达式 e 的值存入程序状态的地址 0x10 处. 我们可以用程序 c 的语义定义

一个函数 f: 在程序状态 m1 上调用函数 f 执行结束的程序状态是 m2 当且仅当在程序状态 m1 上执行程序 c 执行

结束的程序状态是 m2, 调用函数 f 和执行程序 c 所用的步数也相同. 假设程序状态 m 的地址 l 上存储着这个 
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函数 f. 考虑这样一个断言: x, l{0x10x}{False}, 其中, 0x10x 意为“程序状态的地址 0x10处存储着值

x”, False 表示“不存在满足该断言的程序状态”. 符合直觉地, mx, P(x)意为“存在自然数 x, 使得 m 满足断

言 P(x)”; m, nx, P(x)意为“存在自然数 x, 使得 m 在 n 步内满足断言 P(x)”. 以下说明该断言的两种语义如 

何不等价. 

在非步进索引逻辑意义下, mx, l{0x10x}{False}容易证伪, 因为显然不存在自然数 x 可以使程序 

c 无法终止, 因此无论 x 取何值, 调用函数 f 也总会终止, 而只要执行终止, 其终止时的程序状态总不满足断言 

False, 因此不存在 x 使得 m 满足 l{0x10x}{False}, 即 mx, l{0x10x}{False}不成立. 

在步进索引逻辑意义下, 我们可以证明n, (m, nx, l{0x10x}{False}). 不难发现: 对于任意步数 

n, 我们总能找到自然数 x=n+1, 使得程序 c 的执行无法在 n 步内终止(故函数 f 的调用无法在 n 步内终止), 所

以对任意程序状态 m1、m2 和小于 n 的自然数 k, “在 m1 上调用函数 f 会在 k 步内终止并到达 m2”都因为不可能 

在 k 步内终止而不成立, 所以“m 在 n 步内满足 l{0x10x}{False}”成立. 因此, 对任意 n, 都存在自然数

x=n+1, 使得 m 在 n 步内满足 l{0x10x}{False}, 即n, (m, nx, l{0x10x}{False})成立. 

综上所述, x, l{0x10x}{False}的非步进索引语义与步进索引语义不等价. 

2   两种语义等价的约束条件 

尽管两种逻辑体系并不等价, 我们注意到, 上述反例中的情况并不会出现在真实的程序验证场景中. 因

此, 我们希望找到这样一种约束, 它既可以保证满足该约束的命题在两个逻辑体系中完全等价, 又不会影响

实际程序验证. 

2.1   程序功能正确性证明中使用的断言 

本节通过 4 个实际的程序验证工作的例子, 发掘并提出一些可行的约束条件. 

2.1.1   归并排序 

归并排序是一种经典的排序算法, 它将数组等分为两部分递归地分别排序, 再将两个排序后的子数组合

并为一个有序数组. 本文中, 我们用 ArrayRep(l,_,n)表示“程序状态上以地址 l 开始存储着一个长度为 n 的数

组”, ArrayRep(l,A)表示“程序状态上以地址 l 开始存储着数组 A”, 其定义为: 

 对任意地址 l 和正整数 n, ArrayRep(l,_,n)当且仅当 

(l_)*(l+1_)*…*(l+n-1_). 

其中, (l_)表示“程序状态有地址 l 的权限”, 不关心地址 l 处存储着什么; 

 对任意地址 l 和数组 A, ArrayRep(l,A)当且仅当 

(lA[0])*(l+1A[1])*…*(l+len(A)1A[len(A)1]). 

其中, len(A)表示数组 A 的长度, A[i]表示数组 A 的第 i 位(0≤i<len(A)). 

归并排序函数可以被描述为 
,{ ( , )}

( )

 { ,( ) ( , )}.

A ArrayRep x A

MergeSort x

A A A ArrayRep x A



   是 排序后的结果

 

2.1.2   Tarjan 算法 

Tarjan 算法是求解有向图强连通分量的经典算法. Tarjan 算法通过深度优先搜索对图进行遍历, 在遍历过

程中维护包含 DFN 和 LOW 的状态. DFN[i]表示节点 i 在深度优先搜索中被搜索的次序(时间戳), LOW[i]表示

节点 i 或 i 的子树能追溯到的最早的栈中的节点的次序号. 当 DFN[i]=LOW[i]时, 节点 i 及其子树就构成一个

强连通分量. 本文中, 我们用 GraphRep(l,G)表示“程序状态上地址 l 处存储着有向图 G”. 假设我们将算法的结

果, 即图中的所有强连通分量, 存储在 sccList 中, 则该算法可被描述为 
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( , ) * ( , _,| |) * ( , _,| |) *
,

( , _,| |) * 0

( )

,( )

 ( , ) * ( , _,| |) * ( , _,| |) *

( , ) *

GraphRep l G ArrayRep DFN G ArrayRep LOW G
G

ArrayRep sccList G idx

Tarjan l

S S G

GraphRep l G ArrayRep DFN G ArrayRep LOW G

ArrayRep sccList S idx

 
  

 

 



中存储着图 的所有强连通分量

,

_

 
 
  
  
  

 

其中, idx 表示当前节点的编号; |G|表示图 G 中点集的大小, 即图中有多少个顶点. 

2.1.3   红黑树 

红黑树是一种自平衡二叉查找树, 是计算机科学中一种常用的数据结构. 红黑树的基本操作包括插入节

点、删除节点和根据键值查找节点. 本文中, 我们用 TreeRep(l,T)表示“程序状态上地址 l 处存储着红黑树 T”. 

插入节点的函数可以被描述为 
  ,{ ( , ) *  * }

( , , )

{ ,( ( , ) ) ( , )}.

T k v TreeRep l T key k value v

Insert l key value

T T k v T TreeRep l T



   

 

是将键值对 插入树 得到的红黑树

 

删除节点的函数可以被描述为 
 ,{ ( , ) * }

( , )

 { ,( ) ( , )}.

T k TreeRep l T key k

Delete l key

T T T k TreeRep l T



   



是从树 中删除键为 的节点后得到的红黑树

 

我们将根据键值查找节点的返回值存储在地址 ret 中, 则根据键值查找节点函数可以被描述为 
 ,{ ( , ) * }

( , )

,( )
 .

( ( , ) * )

T k TreeRep l T key k

Search l key

v v T k

TreeRep l T ret v



  
 
 




是树 中键为 的节点的值

 

可以对上述红黑树的描述做出带有函数指针的拓展, 假设用于比较键值的函数存储在地址 comp 上, 令: 

P(comp)compk1 k2, {l1k1*l2k2}{l1k1*l2k2*ret(k1 是否小于 k2)}, 

则插入节点的函数可以被描述为 
  ,{ ( , ) * * * ( )}

  ( , , , )

,( ( , ) )
        .

( ( , ) * ( ))

T k v TreeRep l T key k value v P comp

Insert l key value comp

T T k v T

TreeRep l T P comp



   
  

 

是将键值对 插入树 得到的红黑树

 

删除节点的函数可以被描述为 
 ,{ ( , ) * * ( )}

( , , )

,( )
 .

( ( , ) * ( ))

T k TreeRep l T key k P comp

Delete l key comp

T T T k

TreeRep l T P comp



   
  



是从树 中删除键为 的节点后得到的红黑树

 

根据键值查找节点函数可以被描述为 
 ,{ ( , ) * * ( )}

( , , )

,( )
 .

( ( , ) * * ( ))

T k TreeRep l T key k P comp

Search l key comp

v v T k

TreeRep l T ret v P comp



  
 
 




是树 中键为 的节点的值

 

2.1.4   斐波那契数列 

斐波那契数列指的是这样一个数列: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, .... 这个数列从第 3 项开始, 每一项都等于
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前两项之和. 为方便表述, 我们不妨设该数列的第 0 项为 0. 我们可以通过一个循环简单地求出斐波那契数列

的第 N 项(执行该循环前(*n)=N). 

1  while (*n)>0 do 

2    (*n):=(*n)1; 

3    *c:=(*b)+(*a); 

4    *a:=*b; 

5    *b:=*c 

6  endwhile 

用上述程序的语义定义求解斐波那契数列的第 N 项的函数 f, 则 f 可以被描述为 
,{ * 0* 1* _}

( )

 { 0* ( ) * ( 1) * _},

N n N a b c

f

n a fib N b fib N c






   

   
 

其中, fib(i)表示斐波那契数列的第 i 项. 注意到, fib(i)+fib(i+1)=fib(i+2)对全体自然数 i 都成立. 

为了验证这一描述的正确性, 我们找到循环不变量: 

{k, (0≤k≤N)(n(Nk)*afib(k)*bfib(k+1)*c_)}. 

借助这一循环不变量, 函数 f 描述的正确性不难证明. 

2.1.5   总结断言的特征 

通过以上 4 个例子, 我们可以总结出实际使用的断言的普遍特征. 

(1) 描述一段程序(或函数)的性质时, 使用任意量词而不用存在量词. 

在实际的程序验证中, 我们只可能用任意量词修饰描述函数的谓词(即 l{P}{Q}), 而不会使用存在量 

词. 以常见的阶乘函数举例, 我们希望一个阶乘函数可以正确计算并返回任意自然数的阶乘(不严格地, x, 

(l{0x10x}{0x10x!})是一个判断地址 l 上是否存储着一个阶乘函数的断言), 而不是可以对某个自然数进

行计算(与前面的例子相对应, x, (l{0x10x}{0x10x!})不是一个有实际意义的断言, 它也不会出现在 

实际的程序验证工作中). 从上文的例子中也能够发现: 归并排序可以对任意数组进行排序, Tarjan 算法可以

对任意有向图求解, 红黑树相关的函数可以对任意红黑树进行操作, 斐波那契数列也可以对任意项求解. 将

这些例子的函数描述中的“任意”换成“存在”, 显然会将这些函数的描述变成没有实际意义的命题. 

(2) 描述一个程序状态时, 尤其是在循环不变量中, 使用存在量词而不用任意量词. 

与函数的描述相反, 我们只会使用存在量词来修饰一个关于程序状态的断言, 而不会使用任意量词. 例 

如, 断言l, l_不是一个有意义的断言, 因为任何一段程序都不可能需要内存上每个地址的权限(注意: 在我 

们的模型中, 内存上有无穷多个地址). 

(3) 可以分为“内存如何存储某些数学对象”和“这些数学对象满足什么条件”这两部分. 

“内存如何存储某些数学对象”这一部分内部用分离合取*而不用合取连接, “这些数学对象满足什么条

件”这一部分可以是任意的数学命题, 两部分之间用合取连接. 一个断言可能有多种逻辑上等价的形式, 如: 

(P(x1)且 Q(x2))(l1x1*l2x2)(P(x1)l1x1)*(Q(x2)l2x2). 

但出于习惯, 我们总会使用符合该约束的形式. 

此外, 我们还对断言额外提出两个要求: 带有参数的断言参数取值的唯一性和带有分离合取的断言内存

划分方式的唯一性. 这两个唯一性要求在后续的等价性证明中起到了关键的作用, 在实际的程序验证工作中

也有合理性. 以下简单说明这两个要求. 

(1) 要求带有参数的断言有唯一性. 

在实际的程序验证过程中, 对于类似上述反例中的存在性断言x, P(x), 其中, P(x)是一个带有参数的

断言. 如果某个程序状态在一定步数以上满足x, P(x), 我们总能根据这个程序状态找到唯一确定的 x, 即
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“存在正整数 N 使得对任意 m, n≥N, x, y, 若 m, nP(x)且 m, nP(y), 则 x=y”. 以断言x, 0x10x 为例, 显 

然对于任何一个程序状态 m, 其地址 0x10 上存储的值都是唯一确定的, 故而对任意 x 和 y 都有: “若 m, 

10x10x 且 m, 10x10y, 则 x=y”. 不难发现: 上文例子中的表示内存中某地址上存在一张图、一棵树或一 

个数组的断言, 以及描述循环不变量的断言也都符合这一约束. 事实上, 实际的程序验证中涉及的大多数带

有参数的断言都像这些例子一样, 其参数的取值可以在一步以内就被唯一确定(即“对任意 m, x, y, 若 m, 

1P(x)且 m, 1P(y), 则 x=y”). “存在正整数 N 使得对任意 m, n≥N, x, y, 若 m, nP(x)且 m, nP(y), 则 x=y”的约 

束有效地防止了第 1 节举出的反例中, 根据不同剩余步数可以找到不同的值, 使得步进索引命题成立而非步

进索引命题不成立的情况. 实际的程序验证中涉及的断言也都满足这一约束. 

上述对带有参数的断言唯一性的约束是语义上的约束. 

实际使用的断言大多满足这一语法约束: 存在性断言通常形如x, P(x)lx 而不会是x, P(y)xy 的形 

式. 不难发现, 上文 4 个实际的程序验证工作的例子都满足这一语法上的约束. 显然, 在给定程序状态的情况

下, 该语法约束事实上可以推导出上述语义约束. 因此, 本文不再对语法约束作进一步讨论. 

注意: 这里要求的参数的唯一性是指给定程序状态的情况下唯一, 并非对程序的所有可达状态(即未知程

序状态的情况下)唯一. 

(2) 要求对于任意与分离合取相关的断言都存在一个步数 N, 使得在 N 步以上内存的划分方式是唯一的. 

不满足这个约束的断言通常没有实际意义. 以断言(l0x0l1x1)*l2x2 为例, 我们无法判断满足该断言

的程序状态究竟满足 l0x0 或 l1x1 中的哪一条, 而这导致关于 l0、x0、l1 或 x1 的推理均无法进行下去. 这一 

约束防止了含有分离合取的断言根据不同剩余步数有不同的内存分配方式导致步进索引语义和非步进索引语

义出现分歧的问题, 同时, 实际的程序验证中涉及的断言也都满足这一约束. 

2.2   断言及其约束条件的定义 

程序状态的断言 P 的语法可以被归纳地定义为 

Plv|l{P}{P}|P*P|PP|AP|v,P(v)|lv,{P(v)}{P(v)}, 

其中, l 代表程序状态的一个地址, v 代表一个值, A 代表一个与程序状态无关的命题(本文的模型中多为数学命

题, 如“x<y”, “x+y=z”等). 注意到, 断言只在描述函数的性质时使用任意量词. 为了强调这一性质并避免混淆, 

我们将v, l{P(v)}{P(v)}写成 lv, {P(v)}{P(v)}. 

接下来我们给出第 2.1.5 节中对断言的两个额外要求的形式化定义. 

定义 1. 断言 P 和 Q 可以“合法进行分离合取”当且仅当: 

存在正整数 N, 使得对任意 m1, m2, 1 2,  m m  和 n≥N 都有: 

若(m1,m2)和 1 2( , )m m  都是 m 的划分, 

且 m1, nP, 1 2 2,  ,  ,  ,  ,  ,m n P m n Q m n Q    , 

则 1 1m m 且 2 2m m . 

这一性质与分离逻辑中断言的准确性有关. 一个断言 p 是准确的(precise)当且仅当对任意 s 和 h 都最多只 

有一个 hh, 使得 s, hp[17]. 一般来说, 分离逻辑中的断言准确性不在步进索引模型下进行讨论, 这里相当 

于添加了该性质和步数的关系. 

定义 2. 带有参数的断言 P(即 P(v)是一个断言)具有唯一性当且仅当: 

存在正整数 N, 使得对任意 m, x, y 和 n≥N 都有: 

若 m, nP(x)且 m, nP(y), 则 x=y. 

综合上述约束条件, 断言的合法性可以被严格定义. 

定义 3. 断言 P是合法的, 当且仅当: 

1. P=lv 或 

2. P=l{P}{Q}且 P 和 Q 都是合法的或 
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3. P=P*Q 且 P 和 Q 都是合法的且 P 和 Q 可以合法进行分离合取(定义 1)或 

4. P=PQ 且 P 和 Q 都是合法的或 

5. P=AP 且 P 是合法的或 

6. P=v, P(v)且 P(v)是合法的且 P 具有唯一性(定义 2)或 

7. P=lv, {P(v)}{Q(v)}且 P(v)和 Q(v)都是合法的且 P 具有唯一性(定义 2). 

为了之后证明的简洁, 我们进一步将对函数前条件的唯一性约束加强为 

对任意 m, n1, n2, v1 和 v2, 若 m, n1P(v1)且 m, n2P(v2), 则 v1=v2. 

以下我们证明在这些约束条件下两种语义的等价性. 

3   约束条件下两种语义等价性的证明 

断言的步进索引语义和非步进索引语义分别可以有如下定义. 

3.1   步进索引语义的定义 

1. m, nlv 当且仅当程序状态 m 的地址 l 上存储着值 v; 

2. m, nl{P}{Q}当且仅当对任意 n≤n, m1, m2 和 k<n: 

若 m1, nP 且 ( )
,1 2

m l
k nm m  , 则 m2, nkQ; 

3. m, nP*Q 当且仅当存在 m 的一种划分(m1,m2), 使得 m1, nP 且 m2, nQ; 

4. m, nPQ 当且仅当 m, nP 或 m, nQ; 

5. m, nAP 当且仅当 A 成立且 m, nP; 

6. m, nv, P(v)当且仅当存在 v, 使得 m, nP(v); 

7. m, nlv, {P(v)}{Q(v)}当且仅当对任意 v, n≤n, m1, m2 和 k<n: 

若 m1, nP(v)且 ( )
,1 2

m l
k nm m  , 则 m2, nkQ(v). 

本文暂不考虑“m 在 0 步内满足断言 P”的语义, 步进索引语义中涉及的步数均为正整数. 

3.2   非步进索引语义的定义 

1. mlv 当且仅当程序状态 m 的地址 l 上存储着值 v; 

2. ml{P}{Q}当且仅当对任意 m1, m2 和 k: 

若 m1P 且对任意 n都有 ( )
,1 2

m l
k nm m  , 则 m2Q; 

3. mP*Q 当且仅当存在 m 的一种划分(m1,m2), 使得 m1P 且 m2Q; 

4. mPQ 当且仅当 mP 或 mQ; 

5. mAP 当且仅当 A 成立且 mP; 

6. mv, P(v)当且仅当存在 v, 使得 mP(v); 

7. mlv, {P(v)}{Q(v)}当且仅当对任意 v, m1, m2 和 k: 

若 m1P(v)且对任意 n都有 ( )
,1 2

m l
k nm m  , 则 m2Q(v). 

本文中, 用“ ,1 2
f

k nm m 对任意 n 都成立”表示非步进索引意义下的“在 m1 上调用函数 f, 执行结束时的程 

序状态是 m2”. 

3.3   其他重要的定义 

为了证明上述约束条件下两种逻辑体系的等价性, 我们引入◇n符号, 用来修饰断言P. m◇nP表示“存在

n 步内无法与 m 区分的 m, 使得 mP”. 其中, “无法区分”定义为定义 4. 

定义 4. 程序状态 m1 与 m2 在 n+1 步内无法区分, 当且仅当对任意地址 l 都有以下 3 项中某一项成立. 

1. m1 和 m2 均没有地址 l 的权限; 
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2. m1 和 m2 在地址 l 上储存的值相等; 

3. m1 和 m2 在地址 l 上储存的函数在 n 步内无法区分. 

记为“m1nm2”. 其中, “函数 f1 和 f2 在 n 步内无法区分”定义为定义 5. 

定义 5. 函数 f1 和 f2 在 n 步内无法区分当且仅当: 

对任意程序状态 m1, m2 和步数 k<n, 1
,1 2

f
k nm m 当且仅当 2

,1 2.f
k nm m  

显然, 若两个函数在较大的步数内无法区分, 则它们在较小的步数内一定也无法区分; 若两个程序状态

在较大的步数内无法区分, 则它们在较小的步数内也无法区分. 

步进索引语义应当有以下两条性质. 

1. 对任意 m, n1, n2 和 P, 若 m, n1P 且 n1≥n2, 则 m, n2P; 

2. 对任意 m1, m2, n 和 P, 若 m1nm2 且 m1, nP, 则 m2, nP. 

这两条性质根据上述定义均能简单加以证明. 

我们假设函数有以下性质. 

1. 保距性: 对任意 f, m1, m2, 1 2,  m m  , k 和 n: 

若 1 1nm m 且 2 2n km m  , 则 ,1 2
f

k nm m 当且仅当 ,1 2.f
k nm m   

2. 向下闭合: 对任意 f, m1, m2, k, n 和 n: 

若 ,1 2
f

k nm m 且 n≥n, 则 ,1 2.f
k nm m   

3. 对任意 f, m1, m2, n 和 k<n: 

若 ,1 2
f

k nm m , 则存在 1 1nm m  和 2 2 ,n km m   使得 ,1 2
f

k nm m   对任意 n都成立. 

4. 对任意 f, m1, m2, n 和 k<n: 

若 ,1 2 ,f
k nm m  则对任意 1 1,nm m   都存在 2 2 ,n km m   使得 ,1 2

f
k nm m   对任意 n都成立. 

注意: 这里的函数 f 不是由语法树定义的类型, 而是对函数语义的描述(即函数的 denotation). 本文中, 我

们将函数类型 Func 定义为满足以上 4 条性质的四元关系. 不妨假设: 对任意 f, m1, m2, k 和 n≤k, 都有 

,1 2.f
k nm m  这一假设不会违反以上任意一条性质, 并且可以避免对 k 和 n 大小情况进行分类讨论. 

3.4   等价性的证明 

以下证明两种语义的等价性, 即: 

对任意合法的断言 P 和程序状态 m, (m, nP 对任意正整数 n 都成立)当且仅当 mP. 

我们先将这一结论扩展为 

对任意合法的断言 P 和程序状态 m, 

(n, (m, nPm◇nP))且 

((n, (m, nP))mP)且 

((n, (m◇nP))mP). 

注意到, 对任意 m 和 n 都有 mnm, 故对任意 m 和 P, mPn, (m◇nP)显然成立. 

对任意断言 P, “对于任意 m 都有(n, m◇nPm, nP)”需依赖“对于任意 m 都有 mPn, (m, nP)”进

行证明: 对任意 m, 由◇n 符号的定义, m◇nP 即为mnm, mP; 由“对于任意 m 都有 mPn, (m, nP)”可

推得 m, nP; 由步进索引语义的性质 2, m, nP. 

对任意断言 P, “对于任意 m 都有(n, (m◇nP))mP”需依赖“对于任意 m 都有n, (m, nPm◇nP)”

和“对于任意 m 都有(n, (m, nP))mP”进行证明. 在这两个前提条件下, 证明十分显然. 

以下使用结构归纳法证明另外 3 个分支, 即对任意合法的断言 P 和程序状态 m: 

(n, (m, nPm◇nP))且((n, (m, nP))mP). 

作为归纳假设, 以下涉及的断言 P, Q, P(v)和 Q(v)均满足: 

对任意程序状态 m, 
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(n, (m, nXm◇nX))且 

((n, (m, nX))mX)且 

((n, (m◇nX))mX), 

其中, X=P 或 Q 或 P(v)或 Q(v). 

与函数指针有关的断言是上述命题证明中的关键部分, 我们以引理的方式给出这些关键证明的详细过 

程. 首先, 我们对断言 l{P}{Q}证明该命题, 即证: 

对任意程序状态 m: 

(n, (m, nXm◇nX))且((n, (m, nX))mX), 

其中, X=l{P}{Q}. 

引理 1. 对任意 m, (n, (m, nl{P}{Q}))ml{P}{Q},即: 

对任意 m, 

若 ( )
,1 2 1 1 2 2( ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ),m l

k nn n n m m k n m n P m m m n k Q     对任意 ≤ 和 若 且 则   

则 ( )
,1 2 1 1 2 2( ,  ,  ,  ( ),  ).m l

k nm m k m P m m n m Q对任意 若 且 对任意 都成立 则   

证明: 

对任意 m1, m2 和 k, 由归纳假设可知: 

m1P(n, (m1, nP)), (n, (m2, nQ))m2Q. 

由(n, (m, nl{P}{Q})), 对于任意 n, 要证明 m2, nQ, 只需证明: 

(1) m1, n+kP; 和 

(2) ( )
,1 2.m l

k n km m   

由“m1P(n, (m1, nP))”和“ ( )
,1 2

m l
k nm m 对任意 n 都成立”, 上述两个条件显然对任意 n 都成立, 故有

(n, (m2, nQ)). 因此该引理成立. □ 

引理 2. 对任意 m, ml{P}{Q}(n, (m, nl{P}{Q})), 即: 

对任意 m, 

若 ( )
,1 2 1 1 2 2( ,  ,  ,  ( ),  ),m l

k nm m k m P m m n m Q对任意 若 且 对任意 都成立 则   

则 ( )
,1 2 1 1 2 2( ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ).m l

k nn n n m m k n m n P m m m n k Q     对任意 ≤ 和 若 且 则   

证明: 

对任意 m1, m2, k, n 和 n≤n, 由归纳假设可知: 

m1, nPm1◇
nP, 即 1 1 1,  .nm m m P     

由函数性质 4, ( )
,1 2

m l
k nm m  可以推出: 

对于 1 1nm m  , 存在 2 2n km m  , 使得 0

( )
,1 2

m l
k nm m  对任意正整数 n0 都成立. 

由 ml{P}{Q}, 1m P  和 0

( )
,0 1 2,  ,m l

k nn m m   可以推得 2 .m Q   

再由归纳假设可知, 2 2,  ( ,  ).m Q n m n Q     

故有 2 , .m n k Q     由步进索引语义的性质 2 可以推出 m2,nkQ. 

因此, 该引理成立. □ 

引理 3. 对任意 m, n, m, nl{P}{Q}m◇nl{P}{Q}, 即: 

对任意 m, n, 

若 ( )
,1 2 1 1 2 2( ,  ,  ,  ,  ,  ,  ),m l

k nn n m m k n m n P m m m n k Q     对任意 ≤ 和 若 且 则   

则存在 mnm, 使得 ( )
,1 2 1 1 2 2( ,  ,  ,  ( ),  ).m l

k nm m k m P m m n m Q
对任意 若 且 对任意 都成立 则   

证明: 

对任意 m, n, 该引理的证明本质上是要找到与 f=m(l)在 n 步内无法区分的函数 f. 取 f为 
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,1 2
f

k nm m
  当且仅当: ,1 2

f
k nn n m m  ≤ 且 

,1 2 1 2( ,  ,  ,  ).f
k nn n m m n n k n m n P m n k Q           且 ≤    

显然有 f和 f 在 n 步内无法区分. 

令 m(l)=f, 且 m在其他地址上与 m 保持一致, 则有 mnm. 

以下证明: 
( )

,1 2 1 1 2 2( ,  ,  ,  ( ),  ).m l
k nm m k m P m m n m Q

对任意 若 且 对任意 都成立 则   

对任意 m1, m2 和 k, 由归纳假设可知: 

m1P(n, (m1, nP)), (n, (m2, nQ))m2Q. 

要证明 m2Q, 只需证明对任意 n0, 都有 m2, n0Q. 

由 ( )
,1 2

m l
k nm m

 对任意 n 都成立, 可知 0

( )
,1 2.m l

k n km m
   

以下按 n0+k 和 n 的大小关系分情况证明. 

1) 当 n0+k≤n 时, 由 f的定义可知 0

( )
,1 2.m l

k n km m   

因此, 对于 n0+k≤n, m1, m2 和 k<n0+k, 

由 m, nl{P}{Q}, m1, n0+kP 和 0

( )
,1 2 ,m l

k n km m   

可以推出 m2, n0+kkQ, 即 m2, n0Q. 

2) 当 n0+k>n 时, 由 f的定义可知: 

n≤n0+k, k<nm1, nPm2, nkQ. 

取 n=n0+k, 则显然有 k<n0+k 和 m1, n0+kP, 

故 m2, n0+kkQ, 即 m2, n0Q. 

综上所述, 该引理成立. □ 

注意到, 我们找到的函数 f不能违反前面假设的函数性质. 以下给出 f符合这些性质的证明. 

利用函数 f 的性质 1 和步进索引语义的性质, 证明函数 f具有性质 1. 

性质 1. 对任意 m1, m2, 1 2,  m m  , k 和 n: 

若 1 1nm m  且 2 2 ,n km m   则 , ,1 2 1 2.f f
k n k nm m m m 

     

证明: 

对于 n≤n, 由函数 f 的性质 1 可以简单推出该命题成立; 

对于 n>n, 即证: 

,1 2 1 2

,1 2 1 2

( ,  ,  ,  )

( ,  ,  ,  ),

f
k n

f
k n

m m n n k n m n P m n k Q

m m n n k n m n P m n k Q





         

            

且 ≤

且 ≤

 

 
 

其中, , ,1 2 1 2
f f

k n k nm m m m   也可以由函数 f 的性质 1 简单推出. 

以下给出关于n≤n, k≤nm1, nPm2, nkQ 这一部分的证明, 以一个方向为例: 

对任意 n≤n, 若 k≤n且 1,  ,m n P    

由步进索引语义的两条性质可推得 m1, nP, 

故有 m2, nkQ. 再由步进索引语义的两条性质可推得 2 ,  ,m n k Q     故有: 

1 2

1 2

( ,  ,  ,  )

( ,  ,  ,  ).

n n k n m n P m n k Q

n n k n m n P m n k Q

         
          
≤

≤

 

 
 

反方向同理. 

因此, 函数 f具有函数的性质 1. □ 

利用函数 f 的性质 2, 证明函数 f具有性质 2. 

性质 2. 对任意 m1, m2, k, n1 和 n2: 

若 1,1 2
f

k nm m
 且 n1≥n2, 则 2,1 2.f

k nm m
  



 

 

 

2138 软件学报 2022 年第 33 卷第 6 期   

 

证明: 

对于 n2≤n, 由函数 f 的性质 2 可以简单推出该命题成立; 

对于 n2>n, 显然有 n1≥n2>n. 原命题转化为证明: 

,1 2 1 1 2

,1 2 2 1 2

( ,  ,  ,  )

( ,  ,  ,  ).

f
k n

f
k n

m m n n k n m n P m n k Q

m m n n k n m n P m n k Q





        

       

且 ≤

且 ≤

 

 
 

由于 n1≥n2, 该命题显然成立. 

因此, 函数 f具有函数的性质 2. □ 

利用函数 f 的性质和步进索引语义的性质, 按照 n和 n 的大小关系分类讨论, 证明函数 f具有性质 3. 

性质 3. 对任意 m1, m2, n和 k<n: 

若 ,1 2 ,f
k nm m

   则存在 1 1nm m  和 2 2 ,n km m   使得 ,1 2
f

k nm m
   对任意 n都成立. 

证明: 

对于 n≤n, 由函数 f的定义可知 ,1 2.f
k nm m   

由函数 f 的性质 3 可以推出: 

存在 1 1nm m  和 2 2 ,n km m   使得 ,1 2
f

k nm m   对任意 n都成立. 

以下按照 1,  m n P  是否成立, 分情况证明: 

存在 1 1nm m  和 2 2 ,n km m   使得 ,1 2
f

k nm m
   对任意 n都成立. 

1) 若 1,  m n P  成立, 由 m, nl{P}{Q}, 1,  m n P  和 ( )
,1 2

f m l
k nm m

  可以推出 2 ,  .m n k Q    

由归纳假设, 有 2 2,  ,n km n k Q m Q   ◇  

即存在 2 2 ,n km m   使得 2 .m Q   

存在 1 1nm m  和 2 2 ,n km m   使得 ,1 2
f

k nm m
  对任意 n都成立! 

1 1nm m  显然成立. 

由 n≤n 可以推出 2 2 ,n km m   又因为 2 2 ,n km m   故 2 2.n km m   

由函数 f 的性质 1, 2 2n km m  和 ,1 2
f

k nm m  可以推得 ,1 2.f
k nm m   

再由函数 f 的性质 2, ,1 2
f

k nm m  对任意 n≤n 都成立. 

因此, 要证 ,1 2
f

k nm m
  对任意 n都成立, 我们只需证明: 

对任意 n>n 和 n0≤n, 0 1 0 2 0,  ,  .k n m n P m n k Q       

而由于 2 ,m Q   由归纳假设可知, 0 2 0,  ( ,  ).n m n Q   

故该命题成立. 

2) 若 1,  m n P  不成立, 则: 

存在 1 1nm m  和 2 2 ,n km m   使得 ,1 2
f

k nm m
   对任意 n都成立! 

1 1nm m  和 2 2n km m  显然成立. 

由于 ,1 2
f

k nm m   对任意 n都成立, 

要证 ,1 2
f

k nm m
   对任意 n都成立, 只需证明: 

对任意 n>n 和 n0≤n, 0 1 0 2 0,  ,  .k n m n P m n k Q       

对于任意 n0≥n, 显然有 1 0,  ,m n P   故该命题成立; 

对于任意 n0<n, 由 m, nl{P}{Q}和步进索引语义的性质 1 可以推得: 

m, n0l{P}{Q}. 

由 m, n0l{P}{Q}, 1 0,  m n P  和 0

( )
,1 2

m l f
k nm m

 可以推出: 

2 0,  .m n k Q    

故该命题成立. 
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对于 n>n, 按照 m1, nP 是否成立, 分情况证明: 

存在 1 1nm m  和 2 2 ,n km m   使得 ,1 2
f

k nm m
   对任意 n都成立. 

1) 若 m1, nP 成立, 由 f的定义可推得 ,1 2
f

k nm m 和 m2, nkQ. 

由归纳假设, m2, nkQm2, ◇
n-kQ, 即存在 2 2 ,n km m   使得 2 .m Q   

存在 m1nm1 和 2 2 ,n km m   使得 ,1 2
f

k nm m
   对任意 n都成立! 

m1nm1 和 2 2n km m  显然成立. 

因为 n>n, 由 2 2n km m  可以推出 2 2.n km m   

由函数 f 的性质 1 可以推出 ,1 2.f
k nm m   

再由函数 f 的性质 2, 可以推出 ,1 2
f

k nm m   对任意 n≤n 都成立. 

因此, 要证 ,1 2
f

k nm m
   对任意 n都成立, 只需证明: 

对任意 n>n 和 n0≤n, 0 1 0 2 0,  ,  .k n m n P m n k Q      

而由于 2 ,m Q   由归纳假设可知, 0 2 0,  ( ,  ).n m n Q   

故该命题成立. 

2) 若 m1,nP 不成立, 则 

存在 m1nm1 和 m2nkm2, 使得 ,1 2
f

k nm m
  对任意 n都成立! 

m1nm1 和 m2nkm2 显然成立. 

由 f的定义可知 ,1 2 ,f
k nm m  

由函数 f 的性质 2 可以推出 ,1 2
f

k nm m  对任意 n≤n 都成立. 

因此, 要证 ,1 2
f

k nm m
  对任意 n都成立, 只需证明: 

对任意 n>n 和 n0≤n, k<n0m1, n0Pm2, n0kQ. 

对于任意 n0≤n, 由 f的定义可知该命题成立; 

对于任意 n0>n, 显然有 m1,n0P. 

故该命题成立. 

综上所述, 函数 f具有函数的性质 3. □ 

利用函数 f 的性质和步进索引语义的性质, 按照 n和 n 的大小关系分类讨论, 证明函数 f具有性质 4. 

性质 4. 对任意 m1, m2, n和 k<n, 若 ,1 2 ,f
k nm m

   则: 

对任意 1 1,nm m   都存在 2 2 ,n km m   使得 ,1 2
f

k nm m
   对任意 n都成立. 

证明: 

对于 n≤n, 由函数 f的定义可知, ,1 2.f
k nm m   

由函数 f 的性质 4 可以推出: 

对于 1 1,nm m   存在 2 2 ,n km m   使得 ,1 2
f

k nm m   对任意 n都成立. 

以下按照 1,  m n P  是否成立, 分情况证明: 

存在 2 2 ,n km m   使得 ,1 2
f

k nm m
  对任意 n都成立. 

1) 若 1,  m n P  成立, 由 m, nl{P}{Q}, 1,  m n P  和 ,1 2
f

k nm m  可以推出 2 , .m n k Q    

由归纳假设有 2 2,  ,n km n k Q m Q   ◇  

即: 存在 2 2 ,n km m   使得 2 .m Q   

存在 2 2 ,n km m   使得 ,1 2
f

k nm m
  对任意 n都成立! 

由 n≤n 可以推出 2 2 ,n km m   又因为 2 2 ,n km m   故 2 2.n km m   

由函数 f 的性质 1、 2 2n km m  和 ,1 2
f

k nm m  可以推得 ,1 2.f
k nm m   
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再由函数 f 的性质 2, ,1 2
f

k nm m  对任意 n≤n 都成立. 

因此, 要证 ,1 2
f

k nm m
  对任意 n都成立, 我们只需证明: 

对任意 n>n 和 n0≤n, 0 1 0 2 0,  ,  .k n m n P m n k Q       

而由于 2 ,m Q   由归纳假设可知, 0 2 0,  ( ,  ).n m n Q   

故该命题成立. 

2) 若 1,  m n P  不成立, 则存在 2 2 ,n km m   使得 ,1 2
f

k nm m
   对任意 n都成立! 

2 2n km m  显然成立. 

由于 ,1 2
f

k nm m   对任意 n都成立, 

要证 ,1 2
f

k nm m
   对任意 n都成立, 只需证明: 

对任意 n>n 和 n0≤n, 0 1 0 2 0,  ,  .k n m n P m n k Q       

对于任意 n0≥n, 显然有 1 0,  ,m n P   故该命题成立; 

对于任意 n0<n, 由 m, nl{P}{Q}和步进索引语义的性质 1 可以推得: 

m, n0l{P}{Q}. 

由 m, n0l{P}{Q}, 1 0,  m n P  和 0

( )
,1 2

m l f
k nm m

 可以推出: 

2 0,  .m n k Q    

故该命题成立. 

对于 n>n, 按照 1,  m n P   是否成立, 分情况证明: 

存在 2 2 ,n km m   使得 ,1 2
f

k nm m
   对任意 n都成立. 

1) 若 1,  m n P   成立, 则由步进索引语义的性质 2 可推得 m1,nP. 

由 f的定义可推得 ,1 2
f

k nm m 和 m2, nkQ. 

由归纳假设, m2, nkQm2◇
nkQ, 

即存在 2 2 ,n km m   使得 2 .m Q   

存在 2 2 ,n km m   使得 ,1 2
f

k nm m
   对任意 n都成立! 

由 n>n, 可以推出 1 1nm m  和 2 2.n km m   

由函数 f 的性质 1 可以推出 ,1 2.f
k nm m   

再由函数 f 的性质 2, 可以推出 ,1 2
f

k nm m   对任意 n≤n 都成立. 

因此, 要证 ,1 2
f

k nm m
   对任意 n都成立, 只需证明: 

对任意 n>n 和 n0≤n, 0 1 0 2 0,  ,  .k n m n P m n k Q       

而由于 2 ,m Q   由归纳假设可知, 0 2 0,  ( ,  ).n m n Q   

故该命题成立. 

2) 若 1,  m n P   不成立, 则: 

存在 m2nkm2, 使得 ,1 2
f

k nm m
  对任意 n都成立! 

m2nkm2 显然成立. 

由 f的定义可推得 ,1 2.f
k nm m  

由 n>n, 可推得 1 1.nm m   

由函数 f 的性质 1 可以推出 ,1 2.f
k nm m  

由函数 f 的性质 2, 可以推出 ,1 2
f

k nm m  对任意 n≤n 都成立. 

因此, 要证 ,1 2
f

k nm m
  对任意 n都成立, 只需证明: 

对任意 n>n 和 n0≤n, 0 1 0 2 0,  ,  .k n m n P m n k Q      

对于任意 n0≤n, 由 f的定义和步进索引语义的性质 2 可推出该命题成立; 
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对于任意 n0>n, 显然有 1 0,  .m n P   

故该命题成立. 

综上所述, 函数 f具有函数的性质 4. □ 

至此, 我们证明了引理 3 的证明过程中构造的 f具有函数的全部性质, 是一个合法的函数. 

以上 3 条引理(引理 1引理 3)证明: 

对任意程序状态 m, (n, (m, nXm◇nX))且((n, (m, nX))mX), 

其中, X=l{P}{Q}. 

接下来, 我们对断言 lv, {P(v)}{Q(v)}进行证明, 即证: 

对任意程序状态 m, (n, (m, nXm◇nX))且((n, (m, nX))mX), 

其中, X=lv, {P(v)}{Q(v)}. 

引理 4. 对任意程序状态 m: 

(n, (m, nlv, {P(v)}{Q(v)}))mlv, {P(v)}{Q(v)}. 

即: 

对任意 m, 若 ( )
,1 2 1 1 2 2( ,  ,  ,  ,  ,  ,  ( ) ,  ,  ( )),m l

k nn v n n m m k n m n P v m m m n k Q v     对任意 ≤ 和 若 且 则   

则 ( )
,1 2 1 1 2 2( ,  ,  ,  ,  ( ) ( ),  ( )).m l

k nv m m k m P v m m n m Q v对任意 若 且 对任意 都成立 则   

证明: 

对任意 v, m1, m2 和 k, 由归纳假设可知: 

m1P(v)n, (m1, nP(v)); (n, (m2, nQ(v)))m2Q(v). 

由n, (m, nlv, {P(v)}{Q(v)}), 

要证明 m2, nQ(v), 只需证明 m1, n+kP(v)和 ( )
,1 2.m l

k n km m   

由 m1P(v)n, (m1, nP(v))和 ( )
,1 2( )m l

k nm m n 对任意 都成立 可知, 

上述条件显然对任意 n 都成立. 

故有n, (m2, nQ(v)). 

因此, 该引理成立. □ 

引理 5. 对任意程序状态 m: 

mlv, {P(v)}{Q(v)}n, (m, nlv, {P(v)}{Q(v)}). 

即: 

对任意 m, 若 ( )
,1 2 1 1 2 2( ,  ,  ,  ,  ( ) ( ),  ( )),m l

k nv m m k m P v m m n m Q v对任意 若 且 对任意 都成立 则   

则 ( )
,1 2 1 1 2 2( ,  ,  ,  ,  ,  ,  ( ) ,  ,  ( )).m l

k nn v n n m m k n m n P v m m m n k Q v     对任意 ≤ 和 若 且 则   

证明: 

对任意 v, m1, m2, n和 k, 由归纳假设可知: 

m1, nP(v)m1◇
nP(v). 

即: 存在 1 1,nm m   使得 1 ( ).m P v   

由函数性质 4 和 ( )
,1 2 ,m l

k nm m   可以推出: 

存在 2 2 ,n km m   使得 0

( )
,1 2

m l
k nm m  对任意 n0 都成立. 

由 mlv, {P(v)}{Q(v)}, 1 ( )m P v  和 0

( )
,1 2

m l
k nm m  对任意 n0 都成立, 

可推得 2 ( ).m Q v   

再由归纳假设可知, 2 0 2 0( ) ,  ( ,  ( )).m Q v n m n Q v     

故有 2 ,  ( ).m n k Q v     由步进索引语义的性质 2 可以推出, m2, nkQ(v). 

因此, 该引理成立. □ 
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引理 6. 对任意程序状态 m 和步数 n: 

m, nlv, {P(v)}{Q(v)}m◇nlv, {P(v)}{Q(v)}. 

即: 

对任意 m 和 n, 若 ( )
,1 2 1 1 2 2( ,  ,  ,  ,  ,  ( ) ,  ,  ( )),m l

k nv n n m m k n m n P v m m m n k Q v     对任意 ≤ 和 若 且 则   

则存在 mnm, 使得 ( )
,1 2 1 1 2 2( ,  ,  ,  ,  ( ) ( ),  ( )).m l

k nv m m k m P v m m n m Q v
对任意 若 且 对任意 都成立 则   

证明: 

对任意 m, n, 该引理的证明本质上是要找到与 f=m(l)在 n 步内无法区分的函数 f. 取 f为 

,1 2
f

k nm m
  当且仅当对任意 v 都有 ,1 2 ,f

k nn n m m  ≤  且 

,1 2 1 2( ,  ,  ( ) ,  ( )).f
k nn n m m n n k n m n P v m n k Q v           且 ≤    

显然有, f和 f 在 n 步内无法区分. 

令 m(l)=f, 且 m在其他地址上与 m 保持一致, 则有 mnm. 

以下证明: 
( )

,1 2 1 1 2 2( ,  ,  ,  ,  ( ) ( ),  ( )).m l
k nv m m k m P v m m n m Q v

对任意 若 且 对任意 都成立 则   

对任意 v, m1, m2 和 k, 由归纳假设可知: 

m1P(v)n, (m1, nP(v)); (n, (m2, nQ(v)))m2Q(v). 

要证明 m2Q(v), 只需证明对任意 n0, 都有 m2, n0Q(v). 

由 ( )
,1 2( )m l

k nm m n
 对任意 都成立 可知, 0

( )
,1 2.m l

k n km m
   

以下按 n0+k 和 n 的大小关系, 分情况证明. 

1) 当 n0+k≤n 时, 由 f的定义可知, 0

( )
,1 2.f m l

k n km m
   

因此, 对于 v, n0+k≤n, m1, m2 和 k<n0+k: 

由 m, nlv, {P(v)}{Q(v)}, m1, n0+kP(v)和 0

( )
,1 2

f m l
k n km m

  可以推出 m2, n0+kkQ(v), 

即 m2, n0Q(v). 

2) 当 n0+k>n 时, 由 f的定义可知: 

对任意 v 和 n≤n0+k, 都有: 

k<nm1, nP(v)m2, nQ(v). 

取 n=n0+k, 则显然有 k<n0+k 和 m1, n0+kP(v), 故 

m2, n0+kkQ(v). 

即 m2, n0Q(v). 

综上所述, 该引理成立. □ 

同样地, 我们找到的函数 f必须符合函数的性质. f符合这些性质的证明与引理 3 中的证明类似, 其中, 函 

数的性质 3 和性质 4 的证明用到了关于断言 lv, {P(v)}{Q(v)}的约束条件, 即: 

对任意 m, n1, n2, v1 和 v2, 若 m, n1P(v1)且 m, n2P(v2), 则 v1=v2. 

以上 3 条引理(引理 4引理 6)证明: 

对任意程序状态 m, (n, (m, nXm◇nX))且((n, (m, nX))mX). 

其中, X=lv, {P(v)}{Q(v)}. 

为了证明“对任意 m, (n, (m, nPQ))mPQ”, 我们需要证明如下引理. 

引理 7. (n, (m, nPQ))(n, (m, nP))或(n, (m, nQ)). 

证明: 

使用反证法证明. 

假设“(n, (m, nP))或(n, (m, nQ))”不成立, 
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即(n, (m, nP))和(n, (m, nQ))都不成立. 

由“(n, (m, nP))不成立”可以推出: 存在 n1 使得 m, n1P. 

由步进索引语义的性质 1 可推得: 对所有 1 1,n n≥  都有 1,  .m n P   

同理, 存在 n2, 使得对所有 2 2 ,n n≥  都有 2,  .m n Q   

显然, 对于 n1 和 n2 中较大的一个, 不妨设为 n1, 有 m, n1P 且 m, n1Q. 

根据定义, 这与(n, (m, nPQ))即(n, (m, nP 或 m, nQ))矛盾! 

因此, 该引理成立. □ 

接下来利用上述引理, 使用结构归纳法证明语义等价性尚未证明的 3个分支, 即, 对任意合法的断言 P 和

程序状态 m: 

(n, (m, nPm◇nP))且((n, (m, nP))mP). 

1. 对于断言 lv, 证明十分显然; 

2. 对于断言 l{P}{Q}, 证明见引理 1引理 3; 

3. 对于断言 P*Q, 注意, 根据前文的约束条件(定义 3), m 的划分方式是唯一的, 即: 

存在正整数 N, 使得对任意 m1, m2, 1 2,  m m  和 n≥N, 都有: 

若(m1,m2)和 1 2( , )m m  都是 m 的划分, 

且 m1, nP, 1 2 2',  ,  ,  ,  ',  ,m n P m n Q m n Q    则 1 1m m 且 2 2.m m  

在这一约束条件下, 3 个分支均容易由归纳假设证明; 

4. 对于断言 PQ, (n, (m, nPQ))mPQ 的证明需要借助引理 7: 

(n, (m, nPQ))(n, (m, nP))或(n, (m, nQ)). 

根据归纳假设, (n, (m, nP))mP, (n, (m, nQ))mQ, 

故有 mP 或 mQ, 即 mPQ. 

另外两个分支容易由归纳假设证明; 

5. 对于断言 AP, 注意到命题 A 成立与否与取何种语义无关, 3 个分支均容易由归纳假设证明; 

6. 对于断言v, P(v), 注意, 根据前文的约束条件(定义 3), 存在的 v 是唯一的, 即: 

存在正整数 N, 使得对任意 m, x, y 和 n≥N, 都有: 

若 m, nP(x)且 m, nP(y), 则 x=y. 

在这一约束条件下, 3 个分支均容易由归纳假设证明; 

7. 对于断言 lv, {P(v)}{Q(v)}, 证明见引理 4引理 6. 

4   证明的形式化 

为了确保上述理论的正确性和便于以后将这些理论应用于形式化证明程序的正确性, 本文使用交互式定

理证明器 Coq[16]将上述工作进行了形式化. 以下列举其中重要的定义和定理是如何形式化的. 

4.1   程序状态模型的形式化 

1  Parameter M: Type. 

2  Parameter feM: natMMProp. 

3  Definition preFunc: Type:=(M*M)natnatProp. 

4  Definition is_func(f: preFunc): Prop:=(forall m1 m2 1 2m m   k n, 

5    (feM n m1 1mfeM(nk) m2 2m f(m1,m2) k n 1 2( , )f m m   k n) (*Func_NDI*) 

6    (f(m1,m2) k nn≥nf(m1,m2) k n) (*Func_Downwards_closed*) 

7    (k<nf(m1,m2) k nexists m11 m22, 

8      (feM n m1 m11feM(nk) m2 m22(forall nn, f(m11,m22) k nn))) (*Func_Prop*) 
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9    (k<nf(m1,m2) k n(forall m11, feM n m1 m11(exists m22, 

10     feM(nk) m2 m22forall nn, f(m11,m22) k nn))) (*Func_Property*) 

11 ). 

12 Definition Func: Type:=sig is_func. 

13 Definition FM: Type:=natoption(nat+Func). 

14 Parameter i1: MFM. 

15 Parameter i2: FMM. 

16 Axiom i1_i2: forall m, i1(i2 m)=m. 

17 Axiom i2_i1: forall m, i2(i1 m)=m. 

其中, M 和 FM 是程序状态的类型, feM n m1 m2 表示两个程序状态 m1 和 m2 在 n 步内无法区分(符号表示即 

m1nm2). Func 是函数的类型, f (m1,m2) k n 表示 ,1 2.f
k nm m  Func 类型中的函数 f 都满足 is_func 中定义的性质,

即第 3.3 节中提及的函数应该满足的 4 条性质. 如引言中所述, FM=Loc(Value+Func)而 Func=(MM) 

Prop, 方程 M=FM(即 M=(+((MM)Prop)))一般不可解. 然而, 函数的 4 条性质保证了方程 

中几个映射的特殊性质, 将上述方程转化为 

M=(+((MM)NDIProp)), 

其中, “”表示在自然数集上向下闭合). 根据 America 和 Rutten 的研究[8], 该方程在完备度量空间的范畴中存 

在唯一解, 即 M 和 FM 之间存在一一映射关系. 以下简单说明这一问题. 

归纳定义完备度量空间的范畴上的函子(functor)集合 FFunc(F:CC): 
1

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2| | | | | | | ( ),M clF F id F F F F F F F F F F F        

其中, M 是任意的完备度量空间, >0. 可以证明, 集合 Func 中的元素都是完备度量空间的范畴上定义完善的

函子. 归纳定义 F 的收缩系数(contraction coefficient) c(F). 

1. 若 F=FM, 则 c(F)=0; 

2. 若 F=id, 则 c(F)=; 

3. 若 F=F1F2, 则 c(F)=max{c(F1),c(F2)}; 

4. 若 F=F1
1F2, 则 c(F)=c(F1)+c(F2); 

5. 若 1 2,F F F   则 c(F)=max{c(F1),c(F2)}; 

6. 若 F=F1F2, 则 c(F)=max{c(F1),c(F2)}; 

7. 若 F=F1F2, 则 c(F)=c(F1)c(F2); 

8. 若 F=cl(F), 则 c(F)=c(F1). 

其中, 关于的乘法定义为0=0=0, c>0, c=c=. America 和 Rutten 证明了, 集合 Func 中的每个

元素 F 都满足如下条件: 当 c(F)<1 时, 方程 C=FC 有(同构意义下的)唯一解[1]. 注意到, 本文中的程序状态模

型 M 满足方程: 

M=(+((MM)NDIProp)). 

其中的函子 1 1 11
( (( ) )),

2
F F F id id F Prop          类似于: 

1 1 11
( (( ) )),

2 clF F F id id F         c(F)<1. 

故该方程有唯一解. 

Iris 项目[12]已对该模型进行了形式化, 因此我们直接以此为基础给出进一步证明. 

定义 Func_EQ n f1 f2 表示两个函数 f1 和 f2 在 n 步内无法区分. 

1  Definition Func_EQ(n: nat) (f1 f2: Func): Prop:= 

2    forall m1 m2 k, k<n(f1(m1,m2) k nf2(m1,m2) k n). 



 

 

 

郭昊 等: 步进索引模型下的语义及其形式化 2145 

 

定义程序状态无法区分的关系 feM(即第 3.3 节中的定义 4). 

1  Axiom feM_imply_EQ: forall m1 m2 n, 

2    feM (S n) m1 m2 

3      forall x, 

4        (i1 m1 x=Nonei1 m2 x=None) 

5        (exists l, i1 m1 x=Some(inl l)i1 m2 x=Some(inl l)) 

6        (exists f1 f2, 

7          i1 m1 x=Some(inr f1) 

8          i1 m2 x=Some(inr f2) 

9          Func_EQ n f1 f2). 

4.2   断言及其语义的定义 

定义 join_fm m1 m2 m3 表示(m1,m2)是 m3 的一个划分. 

1  Definition join_fm(m1 m2 m3: FM): Prop:=forall l, 

2    (m1 l=Nonem2 l=Nonem3 l=None) 

3    (exists v, m1 l=Nonem2 l=Some vm3 l=Some v) 

4    (exists v, m1 l=Some vm2 l=Nonem3 l=Some v). 

定义 diam n P m 表示 m◇nP. 

1  Definition diam(n: nat) (P: MProp) (m: M): Prop:=exists m, feM n m mP m. 

断言被归纳定义为(对应第 2.2 节中的定义). 

1  Definition var_lang: Type:=nat. 

2  Inductive term: Type:= 

3    |Var(v: var_lang) 

4    |Const(l: nat). 

5  Inductive lang: Type:= 

6    |MapstoV(l v: term) 

7    |MapstoF(l: term) (P Q: lang) 

8    |MapstoF_forall(l: term) (v: var_lang) (P Q: lang) 

9    |Or (P Q: lang) 

10   |And (P: Prop) (Q: lang) 

11   |Sepcon (P Q: lang) 

12   |Exists(v: var_lang) (P: lang). 

使用 interp 存储变量的值, 使用 interp_update 实现上文中提及的带有参数的断言的形式化表示. 

1  Definition interp: Type:=var_langnat. 

2  Definition interp_update(i: interp) (v: var_lang) (t: term): interp:= 

3    fun x: var_langif beq_nat x v then (denote_term i t) else i x. 

4  Definition denote_term(i: interp) (t: term): nat:= 

5    match t with 

6    |Var vi v 

7    |Const ll 

8    end. 

定义断言的非步进索引语义(对应第 3.1 节中的定义). 

1  Fixpoint nonidx_denote(i: interp) (P: lang): MProp:= 
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2    match P with 

3    |MapstoV l vfun m 

4      i1 m (denote_term i l)=Some(inl (denote_term i v)) 

5      forall l, l<>denote_term i li1 m l=None 

6    |MapstoF l P Qfun m 

7      (forall l, l<>denote_term i li1 m l=None) 

8      exists f, 

9        i1 m (denote_term i l)=Some(inr f) 

10       (forall m1 m2 k, 

11         nonidx_denote i P m1 

12         (forall n, f(m1,m2) k n) 

13         nonidx_denote i Q m2) 

14   |Or P Qfun mnonidx_denote i P mnonidx_denote i Q m 

15   |And P Qfun mPnonidx_denote i Q m 

16   |Sepcon P Qfun m 

17     exists m1 m2, 

18       join_m m1 m2 m 

19       nonidx_denote i P m1 

20       nonidx_denote i Q m2 

21   |Exists v Pfun mexists t, nonidx_denote(interp_update i v t) P m 

22   |MapstoF_forall l v P Qfun mforall t, 

23     (forall l, l<>denote_term i li1 m l=None) 

24     exists f, 

25       i1 m (denote_term i l)=Some(inr f) 

26       (forall m1 m2 k, 

27         nonidx_denote(interp_update i v t) P m1 

28         (forall n, f(m1,m2) k n) 

29         nonidx_denote(interp_update i v t) Q m2) 

30   end. 

定义断言的步进索引语义(对应第 3.1 节中的定义). 

1  Fixpoint index_denote_aux(i: interp) (P: lang): MnatProp:= 

2    match P with 

3    |MapstoV l v 

4      fun m nmatch n with|0True|S_ 

5        i1 m (denote_term i l)=Some (inl (denote_term i v)) 

6        forall l, l<>denote_term i li1 m l=None end 

7    | MapstoF l P Q 

8      fun m nmatch n with|0True|S n 

9        (forall l, l<>denote_term i li1 m l=None) 

10       forall n0, n0≤n 

11         (exists f, 

12           i1 m(denote_term i l)=Some(inr f) 
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13           (forall m1 m2 k, k<n0 

14             index_denote_aux i P m1 n0 

15             f(m1,m2) k n0 

16             index_denote_aux i Q m2(n0k))) end 

17   |Or P Qfun m nindex_denote_aux i P m nindex_denote_aux i Q m n 

18   |And P Qfun m nPindex_denote_aux i Q m n 

19   |Sepcon P Qfun m n 

20     exists m1 m2, 

21       join_m m1 m2 m 

22       index_denote_aux i P m1 n 

23       index_denote_aux i Q m2 n 

24   |Exists v Pfun m nexists t, index_denote_aux(interp_update i v t) P m n 

25   |MapstoF_forall l v P Q 

26     fun m nmatch n with|0True|S nforall t, 

27       (forall l, l<>denote_term i li1 m l=None) 

28       forall n0, n0≤n 

29         (exists f, 

30           i1 m(denote_term i l)=Some (inr f) 

31           (forall m1 m2 k, k<n0 

32             index_denote_aux(interp_update i v t) P m1 n0 

33             f(m1,m2) k n0 

34             index_denote_aux(interp_update i v t) Q m2 (n0k))) end 

35   end. 

定义对断言的约束条件(即第 2.2 节中的定义 3). 

1  Fixpoint legal(P: lang): Prop:= 

2    match P with 

3    |MapstoV l vTrue 

4    |MapstoF l P Qlegal Plegal Q 

5    |Or P Qlegal Plegal Q 

6    |And P Qlegal Q 

7    |Sepcon P Q 

8      legal Plegal Q 

9      exists N, forall n, n≥Nforall m1 m2 1 2m m   m i, 

10       join_m m1 m2 m 
11       join_m 1 2m m   m 

12       index_denote_aux i P m1 N 
13       index_denote_aux i P 1m  n 

14       index_denote_aux i Q m2 N 
15       index_denote_aux i Q 2m  n 

16       1 1 2 2m m m m     

17   |Exists v P legal P 

18     exists N, forall n, n≥Nforall m i t1 t2, 

19       index_denote_aux(interp_update i v t1) P m N 
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20       index_denote_aux(interp_update i v t2) P m n 

21       t1=t2 

22   |MapstoF_forall l v P Q 

23     legal Plegal Q 

24     forall n1 n2, n1>0n2>0forall m i t1 t2, 

25       (index_denote_aux(interp_update i v t1) P m n1 

26       index_denote_aux(interp_update i v t2) P m n2 

27       t1=t2) 

28   end. 

步进索引语义满足两条性质的定理(对应第 3.3 节中提及的步进索引语义应满足的两条性质). 

1  Definition inner_NE(P: MnatProp): Prop:= 

2    (forall m n1 n2, P m n1n1≥n2P m n2) 

3    (forall m1 m2 n, feM n m1 m2P m1 nP m2 n). 

4  Theorem index_denote_inner_NE: forall i P, 

5    inner_NE(index_denote_aux i P). 

其中, P m n 表示 m, nP. 

4.3   两种语义的等价性证明 

代码中, 用字母 N 表示非步进索引语义, I 表示步进索引语义, D 表示带有◇符号的近似语义. 

要证明的 6 条等价性. 

1   (*N for non-indexed, I for indexed, and D for diamond indexed*) 

2   Definition DeriveN2D(P: lang): Prop:=(*non-indexed logic imply diamond indexed logic*) 

3     forall m i, nonidx_denote i P mforall n, diam n(nonidx_denote i P) m. 

4   Definition DeriveN2I(P: lang): Prop:=(*non-indexed logic imply indexed logic*) 

5     forall m i, nonidx_denote i P mforall n, n>0index_denote_aux i P m n. 

6   Definition DeriveI2D(P: lang): Prop:=(*indexed logic imply diamond indexed logic*) 

7     forall m i n, n>0index_denote_aux i P m ndiam n(nonidx_denote i P) m. 

8   Definition DeriveI2N(P: lang): Prop:=(*indexed logic imply non-indexed logic*) 

9     forall m i, (forall n, n>0index_denote_aux i P m n)nonidx_denote i P m. 

10  Definition DeriveD2N(P: lang): Prop:=(*diamond indexed logic imply non-indexed logic*) 

11    forall m i, (forall n, n>0diam n(nonidx_denote i P) m)nonidx_denote i P m. 

12  Definition DeriveD2I(P: lang): Prop:=(*diamond indexed logic imply indexed logic*) 

13    forall m i n, n>0diam n(nonidx_denote i P) mindex_denote_aux i P m n. 

14  Theorem fully_equal: forall P, legal P 

15  DeriveN2D PDeriveN2I PDeriveI2D PDeriveI2N PDeriveD2N PDeriveD2I P. 

5   总  结 

本文基于 America-Rutten 定理, 定义了支持函数指针的程序状态模型. 以在简单的步进索引模型下使用

简洁清晰的经典命题逻辑推理方法为目标, 我们研究了步进索引逻辑和非步进索引逻辑的关系, 但发现两种

逻辑在一些不常见的断言上并不等价. 通过对一些实际的程序验证工作的研究, 我们发掘了实际使用的断言

的共有特征. 之前的很多程序验证工作基于经验和习惯使用了拥有这些共有特征的断言, 本文则从理论上找

到了这些共有特征和两种逻辑等价性之间的关联, 基于这些特征定义了断言的约束条件, 并说明了这些约束

条件的合理性. 本文证明了满足这些约束条件的断言的步进索引语义和非步进索引语义的等价性. 在保证涉
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及的断言都满足这些约束条件的情况下, 我们可以避免使用高深困难的基于区域理论方法的程序状态模型和

模糊繁琐的步进索引逻辑推理方法. 最后, 我们给出了以上内容的形式化定义和证明, 以保证理论的正确性

和便于以后将这些理论应用于实际的程序验证工具中. 

在本文研究成果的基础上, 未来可能的发展方向包括: (1) 以上述不针对程序语言的理论为基础, 设计开 

发针对具体程序语言的验证工具; (2) 研究形如r, P(r)或 lr, {P(r)}{Q(r)} (其中, r 是一个断言)的断言是否 

也有两种语义的等价性, 如果有, 需要什么约束条件. 
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