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摘　要: 现实世界中高维数据无处不在, 然而在高维数据中往往存在大量的冗余和噪声信息, 这导致很多传统聚类

算法在对高维数据聚类时不能获得很好的性能. 实践中发现高维数据的类簇结构往往嵌入在较低维的子空间中.
因而, 降维成为挖掘高维数据类簇结构的关键技术. 在众多降维方法中, 基于图的降维方法是研究的热点. 然而, 大
部分基于图的降维算法存在以下两个问题: (1)需要计算或者学习邻接图, 计算复杂度高; (2)降维的过程中没有考

虑降维后的用途. 针对这两个问题, 提出一种基于极大熵的快速无监督降维算法MEDR. MEDR算法融合线性投影

和极大熵聚类模型, 通过一种有效的迭代优化算法寻找高维数据嵌入在低维子空间的潜在最优类簇结构. MEDR
算法不需事先输入邻接图, 具有样本个数的线性时间复杂度. 在真实数据集上的实验结果表明, 与传统的降维方法

相比, MEDR算法能够找到更好地将高维数据投影到低维子空间的投影矩阵, 使投影后的数据有利于聚类.
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Abstract:  High-dimensional  data  is  widely  adopted  in  the  real  world.  However,  there  is  usually  plenty  of  redundant  and  noisy  information
existing  in  high-dimensional  data,  which  accounts  for  the  poor  performance  of  many  traditional  clustering  algorithms  when  clustering  high-
dimensional  data.  In  practice,  it  is  found  that  the  cluster  structure  of  high-dimensional  data  is  often  embedded  in  the  lower  dimensional
subspace.  Therefore,  dimension  reduction  becomes  the  key  technology  of  mining  high-dimensional  data.  Among  many  dimension  reduction
methods,  graph-based  method  becomes  a  research  hotspot.  However,  most  graph-based  dimension  reduction  algorithms  suffer  from  the
following  two  problems:  (1)  most  of  the  graph-based  dimension  reduction  algorithms  need  to  calculate  or  learn  adjacency  graphs,  which
have  high  computational  complexity;  (2)  the  purpose  of  dimension  reduction  is  not  considered  in  the  process  of  dimension  reduction.  To
address  the  problem,  a  fast  unsupervised  dimension  reduction  algorithm  is  proposed  based  on  the  maximum  entropy-MEDR,  which
combines  linear  projection  and  the  maximum  entropy  clustering  model  to  find  the  potential  optimal  cluster  structure  of  high-dimensional
data  embedded  in  low-dimensional  subspace  through  an  effective  iterative  optimization  algorithm.  The  MEDR  algorithm  does  not  need  the
adjacency  graph  as  an  input  in  advance,  and  has  linear  time  complexity  of  input  data  scale.  A  large  number  of  experimental  results  on  real
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datasets  show  that  the  MEDR  algorithm  can  find  a  better  projection  matrix  to  project  high-dimensional  data  into  low-dimensional  subspace
compared with the traditional dimensionality reduction method, so that the projected data is conducive to clustering analysis.
Key words:  unsupervised learning; dimension reduction; adjacency graph; clustering; maximum entropy
 

随着科技的发展, 涌现出越来越多的高维数据. 传统的机器学习算法在面对高维数据时存在很多问题, 比如计

算复杂度高、样本采样密度过于稀疏导致距离计算困难等. 然而, 高维数据有意义的类簇结构往往嵌入在低维子

空间中. 为了寻找高维数据嵌入在低维空间的类簇结构, 研究者们提出了很多降维方法. 这些降维方法主要包括无

监督降维、半监督降维和有监督降维 3种. 主成分分析 (principal component analysis, PCA)[1]是一种经典的无监督

线性投影降维方法, 因其速度快、适用于不同的场景而被广泛使用. 但是 PCA对异常点敏感, 选择投影后数据全

局方差最大的投影方向, 忽视了不同类别数据的分布情况, 有时候效果不佳. 为克服这些问题, 研究者们在 PCA的

基础上提出了一系列改进算法 [2−5]. 随后, 研究人员提出了局部保留投影算法 (locality preserving projection, LPP)[6],
LPP 算法是基于邻接图的线性降维算法, 其基本思想是使降维前后数据的近邻关系得到保持. 在 LPP 的基础上,
研究人员进一步开发了系列算法, 如 NPE[7]、GoLPP[8]、JGOPL[9]、DGLPGE[10]和 AgLPP[11]等. 无监督降维算法

AutoEncoder[12]利用编码、解码技术, 最小化重构误差, 使用中间隐层作为样本的抽象表示进行降维.
基于 PCA 的系列算法和基于 LPP 的系列算法都是线性降维算法, 不适用于流形数据. 为了挖掘流形数据嵌

入在低维子空间中的类簇结构, 研究人员提出了系列流形学习降维算法, 比如 locally linear embedding[13,14]、
ISOMAP[15]、RSpLPP [16]及 Laplacian Eigenmaps[17]等. 因为流形学习降维算法计算复杂度高, 难以适用于新增数

据, 所以很少应用在实际场景中. 除了上述无监督降维算法, 研究者们也提出了许多半监督降维算法以及许多有监

督降维算法 [18−21]. 这些降维算法都是基于某种优化目标, 旨在保持数据的某种特性, 比如, PCA要求降维后的数据

方差尽可能大, LPP要求降维前后数据的近邻关系得到保持, 并没有考虑降维后数据的用途.
聚类也是机器学习领域的研究热点之一. K-means[22]是其中最经典的一个聚类算法. 尽管 K-means算法计算

速度快, 被广泛使用, 但是其也具有若干缺点, 比如对异常点敏感、鲁棒性不强、计算速度慢及仅适用于球形分布

的数据等. 为了解决这些问题, 研究者们也进行了系列研究 [23−33]. 文献 [34−37]对 K-means算法进行扩展以完成分

类属性数据、混合类型数据聚类. 1948年, Shannon[38]引入信息熵, 一个系统越有序, 信息熵就越低; 反之, 一个系

统越混乱, 信息熵就越高. 所以说, 可以认为信息熵是系统有序化程度的一个度量. 最大熵 [39]建模是以最大熵理论

为基础的一种选择模型的方法, 即从符合条件的分布中选择熵最大的分布作为最优的分布. 此后, 研究人员将极大

熵的思想用于机器学习中. 文献 [40]提出了一种基于极大熵的聚类算法, 引起了广泛关注. 文献 [8]将极大熵的思想

与 LPP结合在一起, 提出了图优化的局部近邻保持投影算法. 文献 [41,42]对极大熵聚类算法的收敛性进行了证明.
传统的方法将高维数据的聚类分成降维和对降维后数据的聚类两个独立的阶段分别进行. 比如, 先用 PCA进

行数据降维, 然后采用 K-means算法进行聚类学习. 目前也有一些研究将降维后数据的聚类信息融入降维过程中,
用于指导降维 [43−50]. van de Velden等人 [47]指出两阶段的高维数据聚类方法不如优化一个目标函数性能好. 将降维

与降维后的用途结合起来设计降维算法成为新的研究思路.
以提高降维后数据的聚类性能为目标, 我们提出了一种将极大熵理论与线性投影技术结合的快速无监督线性

降维算法 (fast unsupervised linear dimension reduction method based on maximum entropy, MEDR). MEDR算法将极

大熵模型融合进线性降维过程中, 用于监督降维过程. 我们提出了一种有效的迭代优化算法进行 MEDR 模型优

化. 具体做法如下: 固定权重关系矩阵, 优化投影矩阵和类簇中心; 固定投影矩阵和类簇中心, 优化权重关系矩阵.
MEDR算法迭代地优化投影矩阵、类簇中心和权重关系矩阵, 直至算法收敛. MEDR算法融合了线性投影技术和

极大熵模型, 利用极大熵模型监督降维过程, 使降维后嵌入在低维子空间的数据更适合聚类. 所以, MEDR算法具

有明显的目的, 使降维后的数据更适合进行聚类.

 1   相关工作

 1.1   局部近邻保持算法 (LPP)

LPP是 Laplacian Eigenmaps的一个线性扩展, LPP的目标是使高维数据在低维子空间的投影依然保持原空间
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的近邻关系. LPP最小化以下目标函数:
1
2

n∑
i, j=1

ai j||yi − y j||22 (1)

ai j = exp(−||xi − x j||22/2δ2) δ ai j xi x j

yi = vT xi ai j xi, x j ai j

ai j

公式 (1)中,    ,    是平滑参数.    表示原空间中样本   和样本   之间的权重关系, 用 A 表示

样本间的权重矩阵.    , v 表示一个投影向量.    的定义表明原空间样本对 (   )之间的距离越远,    值越

小; 反之, 距离越近,    值越大. 从而, 近邻关系得到保持. LPP目标函数可转化为:
1
2

n∑
i, j=1

ai j||yi − y j||22 =
1
2

n∑
i, j=1

ai j(vT xi−vT x j)T(vT xi − vT x j) = vTX(D−A)XTv = vTXLXTv (2)

dii =

n∑
j=1

ai j L = D−A

vTXDXTv = 1

公式 (2) 中, D 是一个对角阵, 其第 i 个对角元素   表示权重矩阵的第 i 行的行和.    表示权重矩

阵 A 的拉普拉斯矩阵. LPP用   对投影后的数据尺度进行约束. 最后, 最小化公式 (1)的目标函数问题

转变为以下有约束的最小化问题:
min

v
vTXLXTv, s.t. vTXDXTv = 1 (3)

公式 (3)可以转化为以下广义特征向量求解问题:
XLXTv = λXDXTv (4)

λ d′

O(n2d)

公式 (4)中,    表示特征值, 因此投影矩阵 W 由满足公式 (4)的最小的   个广义特征值对应的特征向量构成. 与 Lapla-
cian Eigenmaps相比, LPP算法能够学到一个投影矩阵 W, 可以处理新增数据. 但是 LPP存在两个缺点: (1) LPP的

邻接图需预先输入, 邻接图的构图质量决定了降维的性能; (2) LPP算法的计算复杂度为   , 时间复杂度高.

 1.2   图优化的局部近邻保持算法 (GoLPP)

为了解决 LPP 需预先输入邻接图的问题, 研究人员提出了图优化的局部近邻保持算法 (graph-optimized
locality preserving projections, GoLPP). GoLPP也是一种线性投影算法, 它结合 LPP和极大熵理论, 可以自动学习

权重矩阵 A, 其模型如下:

min
W,A

n∑
i=1

n∑
j=1

||WT xi −WT x j||22
n∑

i=1

||WT xi||22

ai j +λ
−1ai j ln(ai j), s.t. Ai ⩾ 0,Ai1n = 1 (5)

Ai Ai1n = 1 λ

λ

λ

O(n2d)

公式 (5)中,    表示权重矩阵 A 的第 i 行,    表示权重矩阵第 i 行的和为 1.    是平衡因子, GoLPP通过调整

平衡因子   的值调整权重矩阵 A 中各元素的分布. 与 LPP相比, GoLPP主要有两点不同: (1) GoLPP算法可以学习

权重矩阵 A, 而 LPP算法则是事先给定权重矩阵 A; (2)结合极大熵理论, GoLPP算法可以通过不同的   取值调整

权重矩阵 A 中各元素的分布, 使得高维数据在低维子空间的投影数据质量更好. 然而 GoLPP算法依然需要计算样

本间的两两距离, 其时间复杂度为   . 所以, 与其他基于图的方法一样, GoLPP时间复杂度高.

 1.3   基于锚点图的局部近邻保持投影算法 (AgLPP)

O(ndm)

O(n2d)

为了解决 LPP的时间复杂度高, 不适用于大规模数据的问题, 文献 [11]提出了一种基于锚点图的快速降维算

法 (dimensionality reduction on anchorgraph with an efficient locality preserving projection, AgLPP). AgLPP利用锚点

图的权重矩阵 Z 估算原数据集的权重矩阵 A. 锚点图的权重矩阵 Z 计算复杂度为   , m 表示锚点的个数, 远
低于权重矩阵 A 的计算复杂度   . AgLPP具体做法如下.

bk(1)利用一种聚类算法获得 m 个锚点集 B,    表示其第 k 个元素.
(2)利用以下公式计算锚点图权重矩阵:

zik =
Kδ(xi,bk)

c′∑
j=1

Kδ(xi,b j)

(6)
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Kδ(xi,bk) = exp(−||xi −bk ||22/2δ2) δ c′公式 (6)中,    ,    是平滑参数,    表示近邻锚点的个数.

(3)与 LPP类似, 利用以下公式求解投影向量:

XLXTv = λXDXTv (7)

D = ZTZ L = ZTZ−ZTZΛ−1ZTZ Λ Λkk =

n∑
i=1

zik

O(nmdt+d3)

公式 (7) 中,    ,    .    是一个对角阵, 其第 k 个对角元素   . AgLPP 算法的计

算复杂度为   , t 表示迭代次数. AgLPP算法具有样本个数 n 的线性时间复杂度. 然而, AgLPP需预先计

算锚点图, 锚点图的构图质量决定了 AgLPP算法的性能.

 2   基于极大熵的快速无监督线性降维方法

为了解决 LPP算法面临的需预先输入邻接图和计算复杂度高的问题, 我们将 GoLPP和 AgLPP的思想结合起

来, 提出了一种基于极大熵的快速线性降维算法MEDR. 我们将高维数据嵌入在低维子空间中的虚拟类簇中心作

为锚点, 结合极大熵理论, 改变降维后数据的分布, 使MEDR算法降维后的数据更适用于聚类. MEDR降维算法解

决了经典 LPP算法需预先输入邻接图和计算复杂度高两个问题, 同时使降维后的数据具有更好的类簇结构.

 2.1   模　型

基于以上分析, 我们提出了如下基于极大熵的快速线性降维模型.

min
W,M,P

n∑
i=1

c∑
k=1

||WT xi −mk ||22 pik +γ
−1 pik ln(pik), s.t. WTS tW = I,Pi ⩾ 0,Pi1c = 1, ||Pi||0 = K (8)

W ∈ Rd×d′ M = {m1, . . . ,mc} ∈ Rd′×c

mk P ∈ Rn×c Pi

pik Pi S t WTS tW = I

Pi ⩾ 0,Pi1c = 1

||Pi||0 = K Pi
n∑

i=1

c∑
k=1

pik ln(pik)

γ ∈ (0,∞) γ

γ−1

γ γ−1

γ

公式 (8)中, n 表示样本的个数, c 表示类簇的个数,    表示线性投影矩阵,    表示降维

后的类簇中心, 用   表示第 k 个类簇中心,    表示样本与类簇中心的权重矩阵,    表示权重矩阵 P 第 i 行,

 表示   的第 k 元素,    表示数据集 X 中心化后的协方差矩阵. 约束   将线性投影后的各维度数据约束

在一定尺度内, 并保证降维后各维度数据统计不相关. 约束    使得每个权重非负, 并且行和为 1.

 是稀疏约束, 用来约束   中不为零的元素个数. 公式 (8)引入负熵项 (极大熵项)   , 用于刻

画样本点与类簇中心的权重分布.    , 是平衡因子, 用于调节公式 (8) 中极大熵项的重要程度. 当   的取值

较大时,    较小, 公式 (8)中的第 1项起主要作用, 公式 (8)倾向于将样本分配给离其最近的类簇中心, 样本点与

离其最近的类簇中心的权值逼近 1. 当   的取值较小时,    较大, 公式 (8)中的第 2项起主要作用, 公式 (8)将所有

类簇中心靠拢, 从而使样本点隶属于不同类簇中心的权重几乎相等. 所以, 通过调整   的取值, 可以改变类簇中心

的分布, 寻找最优的投影矩阵, 从而使降维后的数据有更好的类簇结构.

O(ndc)

O(n2d)

MEDR降维算法与 GoLPP等基于图的降维算法形式上很像, 但与它们相比有两点关键不同: (1) MEDR算法

只需计算样本与类簇中心的距离, 时间复杂度为   . 而 LPP、GoLPP等基于图的算法需预先计算邻接图, 时
间复杂度为   . 与 LPP、GoLPP等基于图的算法相比, MEDR算法的计算复杂度大幅降低. 而且, MEDR算法

可以动态的学习权重矩阵 P, 不需预先输入邻接图. (2) 由于 MEDR 算法在降维的过程中融合了基于极大熵的聚

类模型, 使MEDR算法具有明确的目的, 降维后的数据更有利于聚类.

 2.2   模型优化

公式 (8)可以采用迭代的方法求解, 具体来说, 我们先固定一组变量, 优化另一组变量, 迭代的进行优化, 直至

算法收敛. 公式 (8)的优化分两步进行:
步骤 1. 固定 P, 优化 W, M. 固定 P, 公式 (8)简化为以下模型:

min
W,M

n∑
i=1

c∑
k=1

||WT xi −mk ||22 pik, s.t. WTS tW = I (9)

mk公式 (9)关于   求导并令导数为 0得:
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∂

n∑
i=1

c∑
k=1

pik ||WT xi −mk ||22

∂mk
= 2

n∑
i=1

pikWT xi −2
n∑

i=1

pikmk = 0 (10)

mk由公式 (10)可以得到   的最优解为:

mk =

n∑
i=1

WT xi pik/

n∑
i=1

pik =WT
n∑

i=1

xi pik/

n∑
i=1

pik =WTyk (11)

yk =

n∑
i=1

xi pik/

n∑
i=1

pik yk mk =WTyk其中,    , 显然,    表示原空间的类簇中心. 将   代入公式 (9)得:

min
W

n∑
i=1

c∑
k=1

pik ||WT xi −WTyk ||22, s.t. WTS tW = I (12)

为了得到 W 的最优解, 我们提出以下引理.

Dx n×n Dx
ii =

c∑
k=1

pik, i ∈ [1,n] Dy c× c

Dy
kk=

n∑
i=1

pki,k∈[1,c] Q=XDxXT−2XPYT+YDyYT H=(Q+QT)/2
n∑

i=1

c∑
k=1

pik ||WT xi−WTyk ||22 =tr[WTHW]

引理 1. 令   为   对角阵, 其第 i 个对角元素为   , 令   为   的对角阵, 其第 k 个对角元素

为:      .  令     ,       ,  则有     .

Hα = λS tα d′引理 1的证明见附录 1. 所以公式 (9)中 W 的最优解由满足方程   的最小的   个广义特征值对应的

特征向量给出.
步骤 2. 固定 W, M, 优化 P, 公式 (8)简化为以下模型:

min
P

n∑
i=1

c∑
k=1

dik pik +γ
−1 pik ln(pik), s.t. Pi ⩾ 0,Pi1c = 1, ||Pi||0 = K (13)

dik = ||WT xi −mk ||22其中,    . 因为约束发生在每 1行, 则公式 (13)可以分解为以下 n 个独立的子问题分别求解, 第 i 个

子问题表述为:

min
Pi

c∑
k=1

dik pik +γ
−1 pik ln(pik), s.t. Pi ⩾ 0,Pi1c = 1, ||Pi||0 = K (14)

Pi ⩾ 0, ||Pi||0 = K为求解以上模型, 暂时不考虑   约束条件, 定义以下拉格朗日函数:

J(Pi,αi) =
c∑

k=1

dik pik +γ
−1 pik ln(pik)+αi

 c∑
j=1

pi j −1


p∗ik p

ik
α∗i αi令   表示   的最优解,    表示   的最优解, 则:

∂J(Pi,αi)
∂p∗ik

= dik +γ
−1(1+ ln p∗ik)+α∗i = 0 (15)

∂J(Pi,αi)
∂α∗i

=

c∑
j=1

p∗i j −1 = 0 (16)

由公式 (16)可得:
p∗ik = e−γ(dik+α

∗
i )−1 = e−γα

∗
i −1e−γdik (17)

将公式 (17)代入公式 (16)可得:
c∑

j=1

e−γ(di j+α
∗
i )−1 = e−γα

∗
i −1

c∑
j=1

e−γdi j = 1 (18)

由公式 (18)可得:

e−γα
∗
i −1 = 1/

c∑
j=1

e−γdi j (19)
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将公式 (19)代入公式 (17)可得:

p∗ik = e−γdik/

c∑
j=1

e−γdi j (20)

p∗ik > 0 Pi ⩾ 0 ||Pi||0 = K显然   , 满足   约束条件, 公式 (13)不考虑   约束的最优值为:
n∑

i=1

c∑
k=1

p∗ikdik+γ
−1

n∑
i=1

c∑
k=1

p∗ik ln p∗ik =
n∑

i=1

c∑
k=1

p∗ik(dik +γ
−1 ln p∗ik) =

n∑
i=1

c∑
k=1

e−γdik/

c∑
j=1

e−γdi j


−γ−1 ln

 c∑
j=1

e−γdi j




= −γ−1
n∑

i=1

c∑
k=1

e−γdik/

c∑
j=1

e−γdi j


ln
 c∑

j=1

e−γdi j


 = −γ−1

n∑
i=1

ln(
c∑

j=1

e−γdi j


c∑

k=1

e−γdik /
c∑

j=1
e−γdi j



= −γ−1
n∑

i=1

ln
 c∑

j=1

e−γdi j



 c∑

k=1

(e−γdik )/
c∑

j=1

e−γdi j



 = −γ−1

n∑
i=1

ln
 c∑

j=1

e−γdi j


.

由以上推导过程可得:
n∑

i=1

c∑
k=1

p∗ikdik+γ
−1

n∑
i=1

c∑
k=1

p∗ik ln p∗ik = −γ−1
n∑

i=1

ln c∑
k=1

e−γdik

 (21)

dik dik pik pik从公式 (21)可以看出,    越小, 最优值越小. 所以选择最小的前 K 个   计算   , 其余的   置为 0, 可得公式 (13)
的最优解. 我们通过分析的方法求出了公式 (13)的全局最优解.

通过以上分析, MEDR算法描述如算法 1.

算法 1. MEDR算法.

输入: 数据集 X, 类簇数 c;
d′ γ参数: 降维后数据的维度   , 平衡因子   , 稀疏约束 K;

输出: 投影矩阵 W, 权重矩阵 P.

P Pi ⩾ 0,Pi1c = 1, ||Pi||0 = K1. 随机初始化   , 使其满足 

2. WHILE 不收敛 DO

yk =

n∑
i=1

xi pik/

n∑
i=1

pik3.　计算原始空间聚类中心 

Dx
ii =

c∑
j=1

pi j Dy
kk =

n∑
i=1

pki4.　计算   ,  

Q = XDxXT −2XPYT +YDyYT H = (Q+QT)/25.　计算   ,  

Hα = λS tα d′6.　更新 W, 其最优解由满足方程   的最小的   个特征值对应的特征向量给出

mk7.　根据公式 (11)更新 

dik = ||WT xi −mk ||228.　计算 

dik pik pik pik9.　选择最小的前 K 个   计算   , 利用公式 (20)更新    , 其余的   置为 0
10. END WHILE

W,P11. 输出 

 2.3   时间和空间复杂度分析

Dx

XDx O(nd) O(nd2)

O(d3) O(ndc) O(ndc) d≪ n

c≪ n O(nd2t)

令 n 表示输入数据的规模, c 表示类簇数, d 表示数据的维度. MEDR算法在一次迭代中, 由于   是对角矩阵,
仅需计算其 n 个非零的对角元素, 所以计算   的复杂度为   ; 故计算 Q 的时间复杂度为   . 更新 W 的

时间复杂度为   , 更新 M 的时间复杂度为   ; 更新 P 的时间复杂度为   . 设迭代次数为 t, 在   ,

 的假设下, 整个算法的时间复杂度为   . 由此可见, MEDR算法具有样本 n 的线性时间复杂度. MEDR

的时间复杂度远小于基于图的 LPP、ISOMAP、NPE和 GoLPP.
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O(nd) O(nd)

O(n2) O(nm)

O(nc)

PCA算法的空间复杂度为   ; AutoEncoder算法的空间复杂度为   ; 由于需要计算样本间的两两距离,
所以, LPP、ISOMAP、LLE、NPE 和 GoLPP 算法的空间复杂度均为   ; AgLPP 算法的空间复杂度为   ,
m 表示锚点的数量; MEDR 算法的空间复杂度为   , 由于 c 表示类簇的个数, 其值远小于 n 和 m 的值, 所以

MEDR的空间复杂度比较低.

 2.4   收敛性分析

W (t),M(t),P(t) J(W (t),M(t),P(t))令第 t 次迭代的最优解为   , 模型的最优值为   . MEDR算法每次迭代包括两个步骤.

P(t) W (t+1)、M(t+1)第 1步, 固定   , 优化 W、M, 得到其最优解   . 由文献 [51]可知:
J(W (t),M(t),P(t)) ⩾ J(W (t+1),M(t+1),P(t)) (22)

W (t+1)、M(t+1) J(W (t+1),M(t+1),P(t+1)) = −γ−1
n∑

i=1

(ln
c∑

k=1

e−γdik )

J(W (t+1),M(t+1),P(t+1)) dik hi dik

hik hi di,hik pi,hik −γ−1
n∑

i=1

ln
K∑

k=1

(e−γdi,hik ) ind(p(t)
i )

p(t)
i indk ind(p(t)

i )

−γ−1
n∑

i=1

ln
K∑

k=1

(e−γdi,indk ) W (t+1)、M(t+1) ind(p(t)
i )

第 2步, 固定   , 优化 P. 由公式 (21)可知:    , 上式表明,

最优值   是   的单调递增函数. 令   表示在稀疏约束 K 的情况下最小的前 K 个   对应的位

置, 令   表示   的第 k 个元素. 选择   计算   , 则最优值最小, 最优值为   . 令   表示

在第 t 次迭代求得的第 i 子问题的最优解   不为零的位置. 用   表示   第 k 个元素. 根据公式 (21) 可知,

 是   和   固定后的最优解. 所以:

J(W (t+1),M(t+1),P(t)) = −γ−1
n∑

i=1

ln K∑
k=1

e−γdi,indk

 ⩾ −γ−1
n∑

i=1

ln K∑
k=1

e−γdi,hik

 = J(W (t+1),M(t+1),P(t+1)) (23)

联合公式 (22)、公式 (23)可得:
J(W (t+1),M(t+1),P(t+1)) ⩽ J(W (t),M(t),P(t)) (24)

n∑
i=1

c∑
k=1

||WT xi −mk ||22 pik

n∑
i=1

c∑
k=1

γ−1 pik ln(pik) −(n/γ) lnc

−(n/γ) lnc

因为公式 (8)中   项大于 0,    项的下界为   , 所以公式 (8)的下

界为   . 依据公式 (24)可知, MEDR算法是收敛的.

 3   实验结果与分析

 3.1   实验环境

实验环境为 Win7 操作系统、2.7 GHz AMD A12-9800B R7 CPU、Matlab 2012a. 实验使用的 PCA、LPP、
ISOMAP、LLE和 NPE算法实现均来自Matlab的 drtoolbox库, AutoEncoder采用Matlab官网上的实现, GoLPP[8]

和 AgLPP[11]算法根据原文实现.

 3.2   实　验

 3.2.1    数据集

我们选取 Australian、Cars、Cleve、Diabetes、German、Glass、UPS、ORL、Yale和 Palm等 10个 UCI基
准数据集 (http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets.php)进行实验. 数据集的基本信息如表 1所示.
  

表 1    数据集信息表 
数据集 样本数 维度 类簇数 数据集 样本数 维度 类簇数

Australian 690 14 2 Glass 214 9 6
Cars 392 8 3 Yale 165 1 024 15
Cleve 303 13 4 ORL 400 1 024 40

Diabetes 768 8 2 UPS 1 854 256 10
German 1 000 20 2 Palm 2 000 256 100

 

以上 10 个数据集都是经典的用于降维、聚类研究的数据集. 对于大于 100 维的数据集, 先利用 PCA 降到

100 维. 对比的降维方法包括 PCA、LPP、ISOMAP、AutoEncoder、LLE、NPE、GoLPP 和 AgLPP. 利用 K-
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[0,1]

[0,1] [0,1]

means算法对降维后的数据进行聚类. 选取常用的准确度 (accuracy)、互信息 (NMI)和 F分数 (F-score)作为聚类

性能评价指标, accuracy代表聚类的准确度, 其取值范围为   , F-score是召回率和准确率的加权调和平均的倒

数, 其取值范围为   , NMI即归一化互信息, 用来衡量两个数据集分布的吻合程度, 其取值范围为   , 上述 3
种评测指标都是值越大, 说明聚类性能越好, 这 3种指数的具体计算方法可参考文献 [52]. 准确度、互信息和 F分

数 3种指标可以对平衡和不平衡数据集的聚类性能进行有效度量.
 3.2.2    运行参数设置

d′ ∈ 1, . . . ,min(d,100)

k ∈ {2, . . . ,12} σ ∈ {2e−0,2e+2,2e+4,2e+6} σ ∈ {5e−3,5e−2,5e−1,1,5e+1}
m ∈ {n/10,n/5} γ ∈ {100,300,400,500,600,1000}

在实验中各算法的参数设置如下, 对于所有算法   , 其中 d 表示原始空间数据的维度, 对于

维度大于 100 的数据集, 先用 PCA 降到 100 维. 对于 LPP、ISOMAP、LLE、NPE、AgLPP 和 MEDR 算法中

  .  LPP 算法中的     ,  AgLPP 算法中的     ,
AgLPP算法中的   , MEDR算法中的   .
 3.2.3    实验结果与分析

对于 PCA、LPP、ISOMAP、AutoEncoder、LLE、NPE、GoLPP 和 AgLPP 算法, K-means 算法运行 50 次,

取聚类平均性能最好的结果进行比较. MEDR算法由于学到了类簇中心, 仅需运行一次 K-means算法. 实验结果

如表 2、表 3所示, 采用 mean±std(最佳维度)的形式描述. 表中粗体表示最好的聚类性能指标数据.

 
 

表 2    各算法在 Australian、Cars、Cleve、Diabetes和 German数据集上的聚类性能 
指标 数据集 Australian Cars Cleve Diabetes German

准确率 (accuracy)

PCA 56.20±0.01(9) 65.05±0.02(1) 67.26±0.12(1) 66.09±0.08(1) 70.00±0.00(1)
LPP 69.68±0.30(13) 68.29±0.11(5) 68.09±0.15(10) 72.4±0.52(1) 70.05±0.00(16)

AutoEncoder 84.49±0.26(2) 70.23±0.11(6) 70.69±0.01(12) 65.1±0.41(1) 70.00±0.00(1)
ISOMAP 56.20±0.21(6) 67.4±0.02(3) 60.4±0.36(1) 65.23±0.31(1) 70.00±000 (1)
LLE 69.23±0.37(1) 69.16±0.05(2) 64.39±0.13(4) 67.04±0.04(6) 70.27±0.00(7)
NPE 72.20±1.02(12) 66.91±0.03(6) 68.42±0.21(9) 74.36±0.11(1) 70.00±0.00(1)
GoLPP 60.17±0.24(2) 67.91±0.09(7) 62.74±0.19(3) 71.74±0.22(7) 70.00±0.00(1)
AgLPP 68.55±0.32(1) 69.39±0.16(5) 65.35±0.15(5) 72.92±0.14(1) 70.12±0.00(8)
MEDR 85.53(1) 73.72(2) 69.93(6) 73.03(2) 70.40(3)

互信息 (NMI)

PCA 3.35±0.06(9) 21.00±0.12(6) 15.35±0.03(2) 3.01±0.02(1) 1.24±0.00(12)
LPP 17.31±0.88(13) 27.46±0.35(5) 17.38±0.28(13) 11.30±0.03(1) 3.10±0.00(20)

AutoEncoder 40.50±0.29(2) 26.52±0.10(7) 13.36±0.01(12) 1.09±0.05(1) 2.03±0.00(8)
ISOMAP 3.35±0.00(6) 21.93±0.01(3) 6.44±0.02(1) 3.00±0.02(3) 1.28±0.00(1)
LLE 10.56±0.00(1) 26.14±0.14(3) 9.04±0.11(8) 3.85±0.13(6) 2.04±0.00(1)
NPE 22.17±0.33(12) 27.31±0.63(6) 19.47±0.02(11) 14.35±0.00(1) 3.67±0.05(13)
GoLPP 6.73±0.10(2) 15.39±0.03(4) 10.97±0.03(3) 12.04±0.08(7) 2.99±0.00(4)
AgLPP 10.88±0.02(5) 24.36±0.12(8) 9.74±0.03(5) 12.20±0.06(6) 2.21±0.00(5)
MEDR 42.79(1) 33.63(2) 20.83(3) 12.13(4) 9.32(1)

F分数 (F-score)

PCA 66.94±0.14(6) 51.14±0.23(6) 64.02±0.09(2) 64.36±0.32(1) 67.05±0.00(9)
LPP 70.68±0.27(13) 63.20±0.63(7) 61.06±0.48(13) 72.12±0.10(1) 67.09±0.00(1)

AutoEncoder 84.53±0.02(2) 68.25±0.29(8) 62.22±0.13(8) 60.42±0.23(6) 65.96±0.17(17)
ISOMAP 66.94±0.23(1) 59.78±0.35(1) 61.62±0.71(1) 69.39±0.31(1) 71.46±0.00(1)
LLE 68.47±0.00(1) 63.58±0.46(7) 62.22±0.16(1) 69.31±0.13(8) 71.29±0.00(16)
NPE 72.83±0.72(12) 62.93±0.25(6) 61.50±0.14(9) 74.26±0.18(1) 67.15±0.00(2)
GoLPP 66.99±0.35(2) 55.22±0.31(5) 56.06±0.11(11) 71.89±0.52(7) 68.51±0.00(17)
AgLPP 68.51±0.57(1) 64.69±0.83(1) 63.49±0.72(2) 72.74±0.62(1) 68.41±0.00(7)
MEDR 85.57(1) 67.75(4) 64.04 (2) 72.67(2) 69.88(2)

 
表 2 的实验结果表明, 我们提出的 MEDR 算法在 Australian、Cars、German 这 3 个数据集获得了最好的

accuracy值, 在 Australian、Cars、Cleve和 German这 4个数据集上获得最好的 NMI值, 在 Australian和 Cleve两
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个数据集上获得了最好的 F-score值. 因为 Cars和 Cleve为非平衡数据集, 所以 3个评价指标的度量结果不一致,
MEDR算法在 Cars数据集上取得了最好的 accuracy和 NMI值, 而 AutoEncoder取得了最好的 F-score值.
 
 

表 3    各算法在 Glass、UPS、ORL、Yale和 Palm数据集上的聚类性能 
指标 数据集 Glass UPS ORL Yale Palm

准确率 (accuracy)

PCA 58.79±0.30(1) 72.80±0.07(89) 59.83±0.04(47) 42.79±0.04(8) 77.22±0.02(73)
LPP 60.42±0.20(3) 76.83±0.09(8) 71.90±0.05(24) 48.30±0.01(15) 86.41±0.08(29)

AutoEncoder 62.38±0.10(1) 69.67±0.04(68) 58.87±0.04(73) 41.21±0.25(23) 72.51±0.04(92)
ISOMAP 57.71±0.24(2) 81.71±0.26(74) 61.43±0.01(18) 44.67±0.08(57) 5.95±0.02(1)
LLE 55.84±0.11(6) 75.96±0.16(4) 63.73±0.04(26) 50.06±0.15(17) 55.33±0.02(62)
NPE 59.11±0.26(3) 74.75±0.08(11) 71.08±0.02(17) 49.39±0.04(13) 85.14±0.04(30)
GoLPP 50.23±0.18(5) 47.81±0.05(100) 46.10±0.01(100) 23.45±0.01(100) 79.66±0.01(100)
AgLPP 56.50±0.32(6) 75.12±0.09(56) 50.83±0.03(28) 43.33±0.15(68) 73.03±0.12(57)
MEDR 71.03(5) 76.70(18) 74.25(22) 50.91(15) 88.30(53)

互信息 (NMI)

PCA 42.01±0.17(9) 62.01±0.01(23) 76.27±0.01(47) 48.89±0.03(33) 91.31±0.70(90)
LPP 40.10±0.15(3) 68.97±0.03(6) 83.88±0.01(27) 53.09±0.02(15) 96.07±0.62(40)

AutoEncoder 39.33±0.10(6) 60.50±0.03(68) 75.67±0.03(73) 45.89±0.06(23) 88.58±0.61(92)
ISOMAP 42.68±0.16(2) 75.57±0.14(37) 76.82±0.02(20) 50.37±0.01(17) 19.65±0.31(1)
LLE 44.47±0.05(2) 73.63±0.01(4) 79.36±0.01(26) 53.11±0.07(20) 76.81±0.25(62)
NPE 40.77±0.13(4) 66.29±0.01(11) 83.63±0.01(17) 52.87±0.01(13) 95.48±0.26(30)
GoLPP 23.67±0.06(8) 41.58±0.05(100) 61.46±0.01(100) 24.40±0.02(1) 93.07±0.29(100)
AgLPP 35.64±0.02(4) 66.50±0.21(56) 69.43±0.22(28) 47.66±0.15(66) 86.52±0.31(57)
MEDR 60.32(5) 68.57(18) 84.20(30) 55.56(16) 96.21(62)

F分数 (F-score)

PCA 57.20±0.01(2) 69.71±0.10(23) 59.07±0.09(53) 46.27±0.06(8) 75.88±0.02(89)
LPP 56.53±0.07(3) 74.37±0.04(11) 69.98±0.04(26) 52.73±0.01(15) 85.90±0.08(35)

AutoEncoder 57.85±0.12(1) 67.15±0.13(68) 57.56±0.06(73) 44.03±0.13(23) 71.45±0.05(92)
ISOMAP 58.00±0.04(2) 80.37±0.50(74) 60.84±0.03(18) 48.15±0.06(17) 2.45±0.03(1)
LLE 56.69±0.01(2) 77.40±0.05(4) 62.49±0.06(26) 53.61±0.12(20) 53.67±0.01(62)
NPE 57.42±0.01(3) 71.78±0.05(11) 69.26±0.02(17) 52.90±0.01(13) 84.54±0.03(30)
GoLPP 48.55±0.17(7) 48.25±0.01(100) 45.28±0.00(100) 23.28±0.01(100) 78.94±0.31(100)
AgLPP 54.67±0.23(6) 72.48±0.32(56) 50.04±0.46(28) 45.88±0.33(21) 71.63±0.18(57)
MEDR 65.84(8) 73.75(18) 73.84(16) 52.24 (19) 87.41(42)

 

尽管MEDR算法在 Cleve数据集上没有取得最好的 accuracy值, 但取得了最好的 NMI值和 F-score值. 在上

述 5个数据集上, MEDR算法的聚类性能最好, AutoEncoder算法次之, PCA算法最差. 对 German数据集由于其

第 5个维度为 Credit amount, 其取值范围、方差明显大于其余维度, 所以数据集起作用的主要是第 5个维度, 其余

维度的数据被忽略, 所以各算法的聚类性能差不多.
各对比算法在 Glass、ORL、Yale和 Palm数据集的实验结果由表 3给出, 从表 3中的数据可以看出, MEDR

算法获得了最好的 accuracy值和 NMI值, 在 Glass、Yale和 Palm数据集上获得最好的 F-score值. 在上述数据集

上, MEDR算法的聚类性能最好, ISOMAP算法次之, GoLPP算法最差. 表 2和表 3中的数据表明, MEDR在 10个
基准数据集中的 7个数据集上获得了最好的 accuracy值, 在 8个数据集上获得了最好的 NMI值, 在 6个数据集上

获得了最好的 F-score值.
表 2、表 3 中的实验结果数据表明对大多数数据集, 其有意义的类簇结构存在于维度较低的低维子空间中,

实验结果证明了MEDR算法在降维的过程中融合极大熵模型, 潜在地完成了在低维子空间的聚类. MEDR算法学

习到的投影矩阵, 可将原始空间的数据投影到具有最优类簇结构的子空间中.

 3.3   数据可视化

数据可视化是降维技术的一项重要应用. 我们选择 UCI测试数据库 (http://archive.ics.uci.edu/ml/datasets.php)
中的Wine基准数据集进行实验, Wine数据集包含 178个样本, 维度为 10, 分为 3类, 其中类一有 59个样本, 类二
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η = 10−10 m = 140 δ = 0.5

δ = 200 k

γ = 1000

有 71个样本, 类三有 48个样本. 对比的算法包括 PCA、LPP、ISOMAP、AutoEncoder、LLE、NPE、GoLPP和

AgLPP. 各算法参数设置信息如下: 对于 Breast数据集, GoLPP的参数   , AgLPP的参数   、   .
LPP的参数   , LPP、NPE、GoLPP、AgLPP、ISOMAP和 LLE构造邻接图的参数   均设置为 12. MEDR的

参数   , K 取类簇个数. 各算法的二维可视化实验结果如图 1所示.
图 1中用空心圆表示类一, 五角星表示类二, 星号表示类三. 图 1表明MEDR几乎将Wine数据集的 3类数据

完全分开, 可视化效果十分理想. 利用 K-means算法对图 1中的数据进行聚类, MEDR的聚类准确率为 97.53%. 对
于Wine数据集, 与排名第 2的 AutoEncoder和 AgLPP相比, MEDR的聚类准确率提升了 25.62%.
  

(g) MEDR (h) NPE (i) PCA

(a) AgLPP (b) AutoEncoder (c) GoLPP

(d) ISOMAP (e) LLE (f) LPP

图 1　各算法在Wine数据集上的二维可视化结果
 

 3.3.1    各算法运行时间实验

MEDR 具有样本个数线性的时间复杂度. PCA、LPP、ISOMAP、AgLPP、LLE 和 NPE 是非迭代算法,
GoLPP、AutoEncoder和MEDR是迭代算法. 表 4列出了各算法在实验数据集上的运行时间.

在实现中, 迭代次数往往远小于数据规模. 所以, 在时间复杂度实验中, GoLPP、AutoEncoder和MEDR选取

一次迭代的平均时间进行比较. 实验在 Australian、Cars、Cleve、Diabetes、German、Glass、UPS、ORL、Yale
和 Palm等 10个基准数据集进行, 统一将数据降到 2维, 各算法从参数取值范围取一组参数运行.

O(n3)

因为 Cars、 Cleve 、Diabetes 和 Glass 数据集较小, PCA运行速度很快, 所以用“－”表示. 从表 4中可以看出,
PCA的运行速度最快. AgLPP利用锚点近似表示样本间的相似度矩阵, 运行速度也比较快. LPP、NPE和 GoLPP
随着数据规模的增大, 运行时间明显高于 MEDR 算法. LLE 算法要保持局部线性重构关系, 运行速度也比较慢.
ISOMAP由于要计算最短路径等, 其时间复杂度为   , 是所有对比算法中最高的. 实验结果表明MEDR具有样

本个数的线性时间复杂度, 运行速度明显快于 LPP、ISOMAP、AutoEncoder、LLE、NPE、GoLPP和 AgLPP. 
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表 4    各算法在实验数据集上的运行时间比较 (ms) 
数据集 Australian Cars Cleve Diabetes German Glass UPS ORL Yale Palm
PCA 28.13 － － － 7.81 － 15.63 10.94 6.25 17.19
LPP 125.95 43.79 39.71 124.74 178.73 24.00 764.28 116.97 28.82 738.32

ISOMAP 6 050.35 2 017.36 1 116.32 8 142.36 13 652.78 564.24 80 557.29 1 947.92 388.89 58 923.61
AutoEncoder 757.81 295.31 307.81 214.06 454.69 262.50 406.25 345.31 265.63 534.38

LLE 302.60 178.30 100.69 443.23 507.64 91.49 1 964.06 128.99 56.94 1 793.92
NPE 137.85 102.26 62.50 240.28 208.85 59.55 1 128.65 70.31 34.20 891.32
GoLPP 98.05 39.45 25.00 113.28 220.70 15.23 960.55 64.84 23.05 913.67
AgLPP 44.28 12.13 11.29 23.81 33.90 9.55 137.58 31.21 23.71 133.88
MEDR 30.51 3.60 2.00 9.60 16.40 1.10 34.00 22.20 16.86 95.22

 

 3.4   参数研究

d′ γ

d′ γ d′ [1,d] γ

MEDR 算法涉及降维后的数据维度   、极大熵项平衡因子   和稀疏约束 K 这 3 个超参数, 参数研究实验中

采用固定步长搜索的方式寻找   、   和 K.    的变化范围为   , 搜索步长为 1;    值的变化范围依据经验设置为

[100, 300, 400, 500, 600, 1 000]; K 的取值范围设置为 [2, c], 搜索步长为 1, c 表示类簇中心的个数.
(1) γ 值变化对聚类准确度的影响

不同的 γ 值反映了虚拟类簇中心在低维子空间的不同分布, γ 值越小, 则极大熵项对模型的影响越大, 则类簇

中心越集中; 反之, 类簇中心越分散. 我们选择能在 10个基准数据集上获得最优聚类结果的子空间维度进行分析,
图 2 描述了 MEDR 算法在基准数据集上的 F 分数、互信息和聚类准确度随不同的 γ 值在最优子空间的变化

情况.
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γ
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γ = 100 γ = 400 γ = 600 γ = 1000

从图 2可以看出,    的取值对 F-score、NMI和 accuracy影响很大, 并且没有明显的相关性. 对于测试数据集,
 时, 降维后的数据可取得较好的聚类性能.    的取值对 Palm 数据集降维后的数据的聚类性能影响十分明

显,    时, 聚类性能最好,    时, 聚类性能最差. 对于 Glass数据集, 当   时聚类性能最佳,  
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γ γ时聚类性能很低. 除了 Palm和 Glass数据集, 其余数据集对   的取值比较鲁棒. 通过调整   的取值, MEDR算法可

以获得很高的聚类性能, 从而找到最优的投影矩阵将高维数据嵌入到低维子空间中.
d′(2)    的取值对聚类准确度的影响

d′

d′

d′

不同的   值对应不同的最优投影矩阵, 也对应着不同的投影数据. 因而, F分数、互信息和聚类准确度会随着

 值的变化而变化. 对于不同的数据集, 其最优的类簇结构存在于不同的低维子空间中, 图 3显示了 F分数、互信

息和聚类准确度随   值变化的情况.
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从图 3可以看出, 从维度上看MEDR算法找到了 Australian、Cars、Cleve、Diabetes、German、Glass、UPS、
ORL、Yale 和 Palm 数据集的最优聚类性能所在的低维子空间的维度, 分别为 3、1、2、1、1、2、18、22、20
和 53. 在上述子空间中, K-means的 accuracy分别达到了 85.65%、71.38%、61.93%、73.05%、67.57%、56.05%、

76.70%、74.25%、52.12%和 88.30%. 与原空间数据的 accuracy相比, MEDR算法在子空间的 accuracy分别提高

了 29.24%、26.48%、17.05%、7.29%、0.37%、1.84%、10.36%、14.25%和 42.24%. F-score、NMI的变化情况

与 Accuracy基本一致. 实验结果表明, 高维数据的本质类簇结构往往嵌入在低维子空间中.
(3)稀疏约束 K 的取值对聚类准确度的影响

K ∈ [2,33]

K 的取值反映了对样本点与类簇中心之间权矩阵 P 的稀疏程度, K 值越小, 表示权矩阵 P 越稀疏. 图 4 展示

了 K 的取值对MEDR算法聚类性能的影响. Palm数据集的   .
图 4 表明, 对于类簇数大于 5 的数据集, K 值取 5 时 F 分数、互信息和聚类准确度的值最大, 聚类性能最佳.

实验结果说明, 较稀疏的权重图, 可以获得更好的聚类性能. 通过设置恰当的稀疏约束 K 值, 可以显著地提升

MEDR算法的聚类性能.

 3.5   收敛速度

γMEDR算法在 10个基准数据集上的迭代运行 100次, 参数   取值 1 000, 降维后的维度为 2. 我们记录每次迭

代的目标函数值, 并采用Min-Max的方式进行归一化. 图 5展示了MEDR算法在各个数据集上的收敛过程. 
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图 4　F分数、互信息和聚类准确度随 K 的取值的变化情况
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图 5　MEDR算法在 10个基准数据集的收敛曲线
 

由图 5可以看出, MEDR算法在 Australian、Cleve、Diabetes、Yale和 Palm数据集上, 运行 20次左右就收敛

了. 在 Cars、German、UPS数据集上运行不到 60次就收敛了. 在 Glass、ORL数据集上运行不到 80次就收敛了,
所以MEDR算法收敛速度很快.

 4   结束语

针对常用的基于图的降维算法需预先构建或者学习邻接图, 计算复杂度高, 而且降维过程中没有考虑降维后

数据的用途等问题, 我们提出了一种基于极大熵的快速线性降维算法MEDR. MEDR算法将线性降维过程与聚类

模型融合在一起, 使降维过程与聚类过程相互监督. 因为在降维的过程中融合了极大熵聚类模型, 所以降维后的数

据具有良好的类簇结构. 我们对权重矩阵 P 施加稀疏约束来提升降维后数据的聚类性能. 大量基准数据集上的实

验结果表明, MEDR算法具有线性的时间复杂度, 具有很好的二维可视化效果, 提升了降维后数据的聚类性能. 因

王继奎 等: 一种基于极大熵的快速无监督线性降维方法 1791



为MEDR算法学习到了一个最优的投影矩阵, 所以MEDR算法还可以方便地处理新增数据.
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 附录 1

U =WTX F =WTY ui fk证明: 令   ,    , 用   和   分别表示 U 和 F 的第 i 个和第 k 个列向量, 则:
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显然, 公式 (25)中的第 1项和第 2项用迹的形式表示为:
n∑

i=1

dx
iiu

T
i ui = tr

[
DxUTXU

]
= tr
[
XUDxXUT

]
,

c∑
k=1

dy
kk f T

k fk = tr
[
DyFTF

]
= tr
[
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]
(26)

ei令   表示第 i 个规范向量, 可将公式 (25)中的第 3项转化为:
n∑
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结合公式 (25)–公式 (27)可知:
n∑
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证毕.
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