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摘  要: 信念传播算法是基于因子图模型的消息传递算法,通过图中的边,将消息从一个结点传递给另一个结点,
以高概率地确定部分变量的取值,这种方法被实验证明在求解可满足性问题时非常有效.然而,目前还未对其有效性

从理论角度给予解释.通过对信念传播算法的收敛性分析,试图从理论上解释算法的有效性.在信息传播算法的信息

迭代方程中,参数的取值范围为(0,1),将该取值范围扩展到整个实数空间,即(−∞,+∞).利用压缩函数的数学原理,得到

了信息迭代方程收敛的判定条件.选取随机可满足性问题实例进行实验模拟,验证了结论的正确性. 
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Abstract:  Belief propagation (BP) algorithm is a message passing algorithm based on a factor graph, and it passes messages from one 
node to another through edges in the graph to determine the value of some variables with high probability. This method is experimentally 
proven to be very effective when solving the satisfiability (SAT) problem. However, there is no explanation for its effectiveness from a 
theoretical point of view at present. Through the analysis of convergence of the BP algorithm, the effectiveness of the algorithm is 
explained theoretically. In this study, the sufficient conditions are also derived for convergence of the BP for satisfiability problem, and 
extending message (0,1) to message (−∞,+∞). Lastly, experimental results show that the conditions for convergence of BP are very 
effective in random SAT instances, and it proves the correctness of the conclusion. 
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一个子句 C 是若干个文字的析取(即 C=L1∨L2∨…∨Ln),子句 C 可以视为文字的集合(即 C={L1,L2,…,Ln}).一
个合取范式(conjunctive normal form,简称 CNF)公式(以下简称公式)F 是若干个子句的合取(即 F=C1∧C2∧…∧ 
Cm),公式 F 可以视为子句的集合(即 F={C1,C2,…,Cm}).可满足性问题(satisfiability,简称 SAT)是指:给定一个公式

F,判定是否存在一组指派使得 F 为真[1].SAT 问题是计算机科学中最为著名的 NP-完全问题,其理论及其应用研

究是计算机与数理逻辑界众多学者共同关注的一个重大问题.人工智能中的大多数难解问题,通过编码技术都

可转化为 SAT 问题.SAT 问题的 NP-完全性表明:在 P≠NP 条件下,不太可能存在多项式时间算法求解该问题.近
年来,随着人工智能的迅速发展,特别是大数据和物联网的发展,对 SAT 问题原有的求解算法需要重新审视和设

计,这为研究 SAT 问题提供了新的机遇和突破口. 
目前,对于 SAT 问题的研究主要集中在两个方面:实例产生模型和求解算法.在实例产生模型研究中,获取

了一些影响实例可满足性的控制参数,如子句数目 m 和变元数目 n 之比值α=m/n.在 G(n,3,m)模型中,随机实例

的可满足与不可满足之间似乎存在一个阈值α d.当α的值小于α d 时,实例高概率满足;反之,高概率不可满足.该
阈值α d 称为满足与不可满足的相变点,当α的值接近α d 时实例往往是难解的[2,3].目前,尚无得到α d 的精确值,但
α d 的下界为 3.52[4],上界为 4.489 8[5].许可等人的研究基于 B 模型和 D 模型,针对经典 CSP 实例产生模型的平

凡无解性问题,提出了具有精确相变点的实例产生模型,分别为 RB 和 RD 模型[6−8],该模型被广泛应用于国际算

法竞赛测试. 
基于实例的不可满足性是否能够给出完备性证明,SAT 算法分为完备算法和不完备算法.不完备算法相对

于完备算法而言,能够在短时间内求出问题的解,而完备算法的时间成本较大.因此,不完备算法得到了更为广

泛的应用.DPLL 算法是一种典型的完备求解算法,主要是利用单字句规则和分裂规则对公式进行化简,其执行

过程是一棵二叉搜索树[9],增加了算法的执行时间.为此,人们提出了各种各样的策略,进而出现了许多其他有效

的算法,如,基于 VSIDS 策略的 ZChaff 算法[10]、BerkMin 算法[11]、MiniSat 算法[12]、SATO 算法[13]、GRASP 算

法[14]、GSAT 算法[15]和 WALKSAT 算法[16]等等. 
信息传播算法起源于统计物理领域[17].该算法是一种高效的边缘概率计算方法,在许多领域得到了广泛应

用[18−29].文献[30]中根据不同的随机 SAT 问题分别提出了 3 种基于因子图的信息传播算法,即警示传播(warning 
propagation,简称 WP)算法、信念传播(belief propagation,简称 BP)算法和调查传播(survey propagation,简称 SP)
算法.在 3-SAT 随机实例中,该算法被验证非常有效,特别是 SP 算法与局部搜索算法相结合,几乎能够有效求解

难解可满足性实例[30−33].信息传播算法这种优秀的性能,引起了众多学者的关注,主要集中在两个方面:(1) 信息

传播算法的收敛性;(2) 信息传播算法的有效性. 
所谓收敛性是指:信息传播算法两次信息迭代得到的值不变;有效性是指:信息传播算法能够有效求解问

题.目前,对信息传播算法的性能分析已取得一些重要的研究成果.文献[34−40]分析了信息传播算法的收敛性和

有效性,并给出了算法收敛的充分条件.文献[41,42]基于具体的实例产生模型分析了信息传播算法的收敛性,并
给出了算法收敛的概率条件.文献[43]利用压缩函数的相关性质给出了算法收敛的充分条件,该判定条件由于

受消息取值的限制(消息只能取 0 或 1),导致其应用范围较窄.在此基础上,文献[44]分析了调查传播算法的消息

取值在[0,1]区间上的收敛性,并给出算法收敛的一个充分条件.在高斯图模型中,信息传播算法常被用于计算均

值和方差.文献[45]基于高斯线性模型给出了信息传播算法收敛的充分必要条件,但局限于相邻变量不能共享

同一个因子.文献[46]基于信息矩阵分析了信息传播算法的收敛性,给出了一个充分必要条件,但局限于消息的

信息矩阵为正半定矩阵,并且主要用于判定高斯 BP 算法的收敛性.文献[47]得到了信息传播算法的一个收敛条

件,但该条件的证明需要基于双因素线性高斯模型,而该条件在一般问题上并不适用.文献[48]主要分析了求解

高斯模型中方差的信息传播算法的收敛性,但要求用一个半定规划来检查收敛性,检查效率较低且非常困难.文
献[49]分析了求解均值的信息传播算法的收敛性,要求估计有限尺度矩阵的谱半径,在实际应用中可行性不高.
文献[50]分析了求解线性规划问题的信息传播算法的收敛性,给出算法收敛到线性规划问题最优解的一个标准

框架.文献[51]分析了求解块内插问题(block interpolation problem)的信息传播算法的有效性,当因子图是一个

N×N 的网格图时 ,算法能够正确收敛 .在附加噪音的高斯图模型网络线性系统中 ,利用 WLS(weighted least 
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squares)标准进行状态估计,文献[52]基于协方差分析了信息传播算法收敛的动态行为.特别是在文献[53]中,利
用赋范空间中函数的压缩映射原理,给出了信念传播算法收敛的一个统一框架.然而,对于具体的 SAT 问题,该
条件验证复杂,可判定的范围有限,在大多数 SAT 实例上判定条件失效.不难看出:上述关于信息传播算法的收

敛性分析都是基于某个具体模型,或者使用范围窄,或者判定条件验证复杂等.因此,对信息传播算法的收敛性

分析仍然不完善. 
综上,本文针对 BP 算法在求解 SAT 问题中的信息传播策略,对该算法的性能表现进行了系统的理论分析,

将信息迭代方程的取值由(0,1)扩大到整个实数空间,得出了验证 BP 算法收敛的一个有效条件,检查该条件相对

简单.最终,通过实验分析了该条件的有效性.至此,我们系统分析了 3 种求解 SAT 问题的信息传播算法的收敛

性,这对于基于信息传播算法的求解器设计以及信息传播算法的广泛应用具有重要意义. 

1   信念传播算法 

1.1   因子图 

一个 CNF 公式 F={C1,C2,…,Cm},公式由变元 x1,x2,…,xn 构成,为了方便表示,将 xi 简记 i.则 CNF 公式能够表

示为一个二部网络 G=(C∪X,E),该二部网络称为因子图.图中包含两类结点,分别为由所有变元构成的变元结点

集,记为 X={1,2,…,n},以及由变元的析取构成的子句结点集,记为 C={C1,C2,…,Cm}.图中的虚边和实边包含原

CNF 公式中两种不同的信息: 
• 实边:(Ci,j)∈E⇔子句 Ci 含正文字 xj; 
• 虚边:(Ci,j)∈E⇔子句 Ci 含负文字¬xj. 
为了方便在后文进行表示,本文用 a,b,…表示子句 C1,C2,…. 
例 1:公式 F={(x1∨¬x2∨¬x3),(¬x1∨x2∨¬x4),(¬x2∨x3∨x5),(¬x2∨x4∨x5)}={a,b,c,d}的因子图 G=(C∪X,E)如图 1

所示. 

2 3 4 5

a b c d

1

 
Fig.1  Factor graph 

图 1  因子图 

• V(a):子句 a 所包含的所有变元的集合,V(a)=V+(a)∪V−(a).其中, 
 V+(a):在子句 a 中正出现的变元集合; 
 V−(a):在子句 a 中负出现的变元集合; 
 V(a)\i 表示集合 V(a)中剔除结点 i. 

在图 1 中,V(a)={x1,x2,x3},V+(a)={x1},V−(a)={x2,x3}. 
• V(j):包含变元 xj 的子句的集合,V(j)=V+(j)∪V−(j).其中, 

 V+(j):表示变元 xj 正出现的子句集合; 
 V−(j):表示变元 xj 负出现的子句集合; 
 V(j)\a=V(j)−{a}. 

在图 1 中,V(2)={a,b,c,d},V+(2)={b},V−(2)={a,c,d}. 

定义两个一致性集合 ( )u
aV j 和 ( )s

aV j : 

• 如果 xj∈V+(a),那么 ( ) ( ), ( ) ( ) \u s
a aV j V j V j V j a− += = ; 

• 如果 xj∈V−(a),那么 ( ) ( ), ( ) ( ) \u s
a aV j V j V j V j a+ −= = . 

集合 ( )u
aV j 和 ( )s

aV j 如图 2 所示. 
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Fig.2  Part of factor graph 
图 2  局部因子图 

1.2   信念传播算法 

基于消息传递而设计的信念传播算法,求解可满足性问题时有良好的有效性.文献[30]给出了求解可满足

性问题的 BP 算法,其特征是基于因子图的消息传递过程.具体地讲,在因子图的每条边(a,i)上定义消息δ a→i∈ 
[0,1],消息更新方程为 

 
( )\

u
j a

a i u sj V a i
j a j a

P
P P

δ →
→ ∈

→ →

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠
∏  (1) 

其中, 

 
( )

(1 )s
a

u
j a b jb V j

P δ→ →∈
= −∏  (2) 

 
( )

(1 )u
a

s
j a b jb V j

P δ→ →∈
= −∏  (3) 

求解 CNF 公式的 BP 算法如算法 1 所示. 
算法 1. BP algorithm. 
Input: factor graph G, max step tmax, precision ε . 
Output: fix message *

a iδ → . 

1. t=0, initialize δ a→i(t=0)∈[0,1] for random order; 
2. For t=1 to t=tmax: 

2.1. call BP-UPDATE to generating new message δ a→i(t); 
2.2. If |δ a→i(t)−δ a→i(t−1)|<ε , set * ( )a i a i tδ δ→ →= , 

    go to Step 3; 
3. If t=tmax  

    return UN-CONVERGENCE.  
    Else if t<tmax  

return * ( )a i a i tδ δ→ →= ; 

算法 2. BP-UPDATE. 
Input: variable node j∈V(a)\i. 
Output: δ a→i. 
1. compute ,u s

j a j aP P→ → ; 

    If ( )s
aV j =∅, set u

j aP → =1; 

2. return δ a→i by formula (1); 
在信息传播算法中,因子图上的信息δa→i 定义为:子句结点向变元结点发送的一个概率值,即变元的取值使

k

i

a

j ( )s
aV k

( )u
aV j

( )u
aV k

( )s
aV j
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子句不可满足的概率信息.若BP算法进行若干次迭代后能够收敛,则可以利用全局信息引导可满足指派的搜索

过程,这种方法被证明是非常有效的[30].然而,对于因子图含有回路的 SAT 实例,BP 算法有时候表现为不收敛,
因此无法返回 SAT 实例的可满足性结果.是什么原因导致 BP 算法不收敛,目前还未给出理论解释.因此,仍然有

必要对 BP 算法的收敛性从理论上做更为深入的研究. 

2   主要结论及证明 

设(V,||⋅||)为一个有限维实向量空间, N 上的 1-范数定义为[44] 

 1 1|| || | |N
iix x

=
= ∑  (4) 

N 上的 ∞-范数定义为 

 ||x||∞=maxi∈{1,2,…,N}|xi| (5) 
向量空间 V 上的范数可诱导一个 V 上的度量 d(v,w)=||v−w||,v,w∈V.显然,度量空间(V,d)是完备的. 
设函数 f :V→V,当 0≤K<1,任意 v,w∈V,都有 d(f(v)−f(w))≤Kd(v,w),那么 f 为压缩函数.函数的压缩原理是指:

如果函数 f :V→V 是完备度量空间(V,d)中的压缩函数,对于∀x∈V,f 收敛到唯一点 x∞.设(V,||⋅||)是一个赋范空间,
映射 A:V→V 的矩阵范数: 
 ||A||=supv∈V||Av|| (6) 

N 上的 A1-范数定义为 

 1 {1,2,..., } 1|| || max | |N
j N ijiA A∈ =

= ∑  (7) 
N 上的 A∞-范数定义为 

 {1,2,..., } 1
|| || max | |N

i N ijj
A A∞ ∈ =

= ∑  (8) 

引理 1[54]. 设(V,||⋅||)是赋范空间,函数 f :V→V 可微,那么对于任意的 x,y∈V,则可以得到 
 ||f (x)−f (y)||≤||x−y||⋅supz∈V|f ′(z)| (9) 

由上述引理以及函数压缩映射可以知道,若 supz∈V|f ′(z)|<1,则函数 f 能够收敛到 x∞.如果函数 f :V→V 是可微

的,那么通过函数 f 的雅可比矩阵 f ′(z)来构造矩阵范数 A. 
为了分析方便,假设δ a→i∈(0,1).更进一步,为了利用实向量空间中的压缩映射原理,我们将(0,1)扩展为(−∞, 

+∞),利用双曲正切函数进行参数化, 1 (1 tanh )
2 a i a iλ δ→ →+ = ,参数λa→i∈ .BP 算法的迭代公式(1)被写成如下形式: 

 
( ) \

tanh 2 1
u
j a

a i u sj V a i
j a j a

P
P P

λ →
→ ∈

→ →

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠
∏  (10) 

其中, 

 
( )

1 (1 tanh )
2s

a

u
j a b jb V j

P λ→ →∈
= −∏  (11) 

 
( )

1 (1 tanh )
2u

a

s
j a b jb V j

P λ→ →∈
= −∏  (12) 

为了书写方便,假设 

( ) ( )

1 1(1 tanh ), (1 tanh )
2 2s u

a aj b j j b jb V j b V j
x yλ λ→ →∈ ∈
= − = −∏ ∏ . 

因此, 

 
( ) \

tanh 2 1j
a i j V a i

j j

x
x y

λ → ∈

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠
∏  (13) 

将 CNF 公式对应的因子图的消息边进行随机排序,构造序列集合 D={a→i:(a,i)∈E},定义函数 f: |D|→ |D|,
则其分量为 f(λ)a→i=λa→i.那么函数 f 的迭代过程能够表示为算法中的消息并行更新过程.因此,由引理 1 可知,计



 

 

 

王晓峰 等:可满足性问题中信念传播算法的收敛性分析 1365 

 

算 | |sup | ( ) | 1D f
λ

λ
∈

′ < ,则可以得到判定算法收敛的条件.由前文第 1 节可知, ( ) ( )u s
a aV j V j∩ =∅ .下面分两种情形 

进行讨论. 
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• 情形 2:设 ( )s
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关于情形 1 和情形 2,公式(21)和公式(25)表明:对于∀λb→j∈(−∞,+∞),都有: 
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注意:λ a→i 和λ b→j 是λ的分量. 

利用函数 f 的雅可比矩阵构造矩阵范数 A,也即 A 中的元素为 , sup a i
a i b j V

b j
λ

λτ
λ

→
→ → ∈

→

∂
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∂
.我们给出如下结论. 

定理 1. 对于 A1-范数,如果 ,max 1b j a i b ja iτ→ → →→
<∑ 成立,那么 BP 算法在 A1-范数下能够有效收敛到固定点,

且与初始信息无关. 
证明:根据公式(6)、公式(7)和公式(9),有: 
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由压缩映射原理和引理 1 可知:如果 ,max 1b j a i b ja iτ→ → →→
<∑ 成立,则 BP 算法在 A1-范数下收敛,且与初始信 

息无关. □ 
同理可得以下定理. 
定理 2. 对于 A∞-范数,如果 ,max 1a i a i b jb jτ→ → →→

<∑ 成立,则 BP 算法在 A∞-范数下收敛到固定点,且与初始

信息无关. 
证明:根据公式(6)、公式(8)和公式(9),有: 
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由压缩映射原理和引理 1 可知:如果 ,max 1a i a i b jb jτ→ → →→
<∑ 成立,则 BP 算法在 A∞-范数下收敛,且与初始 

信息无关. □ 
为了书写方便,不妨设 f 2(x)=f (f (x)),f 3(x)=(f (f (x))),….有如下引理成立. 
引理 2[44]. 设函数 f :V→V,d 是 V 上的度量.对于某个 N∈ ,假设 f N 是关于 d 的压缩函数,那么 f 收敛到唯一

固定点 x∞,也即对于任意的 x∈V,函数 f 的迭代序列 x,f (x),f 2(x),…收敛到 x∞. 
设γ 1,γ 2,…,γ n 是方阵 M 的特征值,构成 M 的谱γ (M)={γ 1,γ 2,…,γ n},M 的谱半径为ρ (M)=sup{|γ i|:γ i∈γ (M)}.

假设τ =maxa→i,b→j{τ a→i,b→j},一个|D|×|D|的方阵 M 中的元素定义为 Ma→i,b→j=1V(j)\a(b)1V(a)\i(j)τ .若 x∈X,则 1X(x)=1;
若 x∉X,则 1X(x)=0. 

定理 3. 如果方阵 M 的谱半径ρ (M )<1,那么 BP 算法一定能达到收敛点,并且收敛过程不依赖于初始条件. 
证明:文献[44]中的定理 4 表明:对于任意的 x∈ |D |,M 是一个不依赖于 x 的非负方阵,一个可微函数

f : |D|→ |D|,假设|f ′(x)|小于等于矩阵 M 中的对于元素.如果 M 的谱半径 1,那么对于任意的 x∈ |D|,f 收敛到唯一 

固定点 x∞,也即 x,f (x),f 2(x),…,x∞.由前文中关于函数 f 的构造及情形 1 和情形 2 的推导可知,|f ′(x)|≤M .因
此,BP 算法能够有效收敛,收敛过程不依赖于初始条件. □ 

例 2:设命题公式为F1={(x1∨x2),(x2∨x3),(x3∨x4),…,(xn−1∨xn),(xn∨x1)},该公式的对应因子图中包含一个环路结

构.所以,由上文中所提构造方阵 M的过程可知,方阵中任意行中除了一个值可能不是 0的元素之外,所有元素的

值都是 0,将该可能值为非 0 的元素设为τ .通过圆盘定理可以知道:|λ |≤τ ,其中λ为 M 的特征值.则利用上文中的

证明可知:|λ |≤τ<1.因此 ,有ρ (M)<1.又由定理 3 可得 ,在公式 F1 中 ,BP 算法能够迭代至收敛状态 .同理 ,在 
F2={(¬x1∨¬x2),(¬x2∨¬x3),(¬x3∨¬x4),…,(¬xn−1∨¬xn),(¬xn∨¬x1)}中,BP 算法同样能够到达收敛的状态. 

注意到:定理 1 和定理 2 分别是针对范数||A||1 和||A||∞得出的结论,不同的范数对应的收敛条件不同.然而,目
前还不清楚是否存在一个最优范数,使得 BP 算法收敛的判定条件更加有效. 

3   数值实验及分析 

数值实验中用到的数据由模型 G(n,k,m)产生,n 表示变元个数,m 表示子句个数,k 表示每个子句的长度.实验

中,BP 算法的最大迭代次数 tmax=103,ε=0.001. 
当 k=3 时,G(n,k,m)模型被用于产生随机 3-SAT 实例.研究结果表明:对于随机 3-SAT 实例,存在可满足性相

变现象.如图 3(a)所示,当子句个数与变元个数的比值 m/n 小于 3.5 时,随机 3-SAT 实例高概率可满足[4];当子句

个数与变元个数的比值 m/n 大于 4.5 时,随机 3-SAT 实例高概率不可满足[5];对于子句个数与变元个数的比值

m/n 介于 3.5 与 4.5 之间的随机 3-SAT 实例,其可满足性不能从概率上给出较为确切的回答.同时,子句个数与变

元个数的比值 m/n 介于 3.5 与 4.5 之间的随机 3-SAT 实例,其求解难度也较大,大多数求解算法在该区域的实例

集上效果不明显,称该区域为随机 3-SAT 实例的难解区域,如图 3(b)所示.在α=4.27 附近,求解难度最大.因此,常
被国际竞赛用于构造难解实例来测试算法的性能. 

在实验中,我们选取了两组规模不同的随机 3-SAT 实例,分别为 n=60 和 n=120,每次利用随机实例产生模型

生成 100 个随机实例作为一组数据,并统计每组数据的实验结果,作为图中的每个数据点.相关研究表明:随机实

例的难解程度与α的值密切相关.信息传播算法是基于消息迭代的近似算法,收敛性直接影响算法的性能.图
4(a)是 BP 算法在随机 3-SAT 实例集上的收敛情况,纵坐标是统计了所有实例中,收敛实例所占的比值,即实例能

够达到收敛状态的所占的概率;横坐标为α的变化情况.从图中可以看出:大约α<3.8 时,BP 算法高概率收敛;大
约α>3.8 时,BP 算法的收敛性开始下降;大约α>4.5 时,BP 算法高概率不收敛.这也表明 BP 算法主要用于求解可

满足性实例,在求解不可满足的实例时,算法常常会失效.图 4(b)是 BP 算法的运行时间随约束参数α的变化情

况,纵坐标表示运行时间(单位:s).当α>3.52 时,算法的运行时间急剧增大;随着α的增大,实例的因子图的结构变

得复杂,导致 BP 算法的计算时间增加. 
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难度

m/n4.27  

 

Fig.3  Properties change of random 3-SAT instance with parameter m/n 
图 3  随机 3-SAT 实例的特征随参数 m/n 的变化情况 
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Fig.4  Properties change of convergence and time of BP with parameter m/n 
图 4  BP 算法的收敛性和运行时间随参数 m/n 的变化情况 

定理 3 中,要求计算矩阵的谱半径.图 5 为随机 3-SAT 实例的约束参数α与对应矩阵的谱半径之间的关系.
参数ρ随着约束参数α的变化情况,纵坐标表示谱半径ρ ,横坐标表示约束参数α .当α<2.0 时,实例的谱半径小于

0.7,由定理 3 可知,BP 算法能够到达收敛状态.当约束参数α>2.0 时,谱半径ρ几乎不小于 1,定理 3 失效,无法判定

BP 算法的收敛性.直观上,α越小,因子图的结构就越简单,对应的方阵 M 越稀疏,谱半径ρ越接近 0;相反,α越大,
因子图的结构就越复杂,谱半径ρ也越大,可能导致定理 3 中的判定条件失效. 

本文与文献[53]类似,都可用于约束可满足性问题的收敛性判定.其他文献主要用于其他问题,与本文没有

可比性.所以,我们把本文结论与文献[53]中的结论做了比较,见表 1.由于可满足性问题实例的求解难度与问题

的规模无关,实验中取 n=120.结合图 3(a)和图 4,选取约束参数α的值分别为 1.0,2.0,3.0,4.0,5.0 进行比较,每个数

据点随机生成 100 个实例.表 1 中的数据表示能够判定 BP 算法收敛的实例数占总实例数的比例,可以看出:当
α<2.0 时,本文结论优于文献[53]中的结论;当α=3.0 和α=4.0 时,本文结论比文献[53]结论略差.然而,通过实验发

现,验证文献[53]中判定条件远比本文条件复杂,在实际应用中可操作性不高. 

(a) 收敛性  (b) 运行时间(s) 

(a) 可满足相变 (b) 求解难度 
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Fig.5  Properties change of spectral radius ρ  with parameter m/n 
图 5  谱半径ρ随参数 m/n 的变化情况 

Table 1  Comparison with other methods 
表 1  与其他方法比较 

判定方法 α=1.0 α=2.0 α=3.0 α=4.0 α=5.0 
文献[53]中的定理 4 0.91 0.84 0.27 0.07 0.13 

本文定理 3 0.95 0.88 0.21 0.02 0.22 
 

4   结束语 

本文针对用于求解 SAT 问题的 BP 算法的收敛性进行了分析,在 BP 算法中,通过将算法的消息迭代方程取

双曲正切,并且将信息迭代方程的标准化函数的取值由(0,1)扩展为(−∞,+∞),得到了 BP 收敛的一个充分条件,该
判定条件相对简单,并通过实验验证了该条件的有效性.至此,本文基于一般条件,完整分析了求解 SAT 问题的

信息传播算法的收敛性,该结果对于理论研究或者实际应用提供了很大的参考价值.BP 算法求解 SAT 问题的不

收敛现象大致有两种:算法通过迭代无法收敛于一个固定点或者算法达到了预定的迭代次数上限.由于本文的

理论基础均建立在算法能够有效收敛的前提下.因此,下一步工作需要考虑是否存在收敛的唯一固定点、固定

点的分布等问题、从而更为深入地对信息传播算法性能开展相关研究. 
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