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摘  要: 传统的多目标进化算法(MOEA)对于低维连续的多目标优化问题已经具有良好的性能,但是随着优化问

题目标维数的增加,优化难度也将剧增,主要原因是算法本身搜索能力不足,维数增加时选择压力变小,收敛性和分

布性冲突难以平衡.利用连续多目标优化问题的特性,针对高维多目标优化的难点所在,提出了一种在决策空间的定

向搜索策略(decision space,简称 DS),该策略可与基于支配关系的 MOEA 相结合.DS 首先对优化问题进行采样分析,
对问题特性进行解析,得到收敛性子空间控制向量和分布性子空间控制向量.将算法搜索过程分为收敛性搜索阶段

和分布性搜索阶段,分别对应收敛性子空间和分布性子空间,在不同阶段搜索时,利用采样分析结果,对生成子代个

体的区域进行宏观的影响.将收敛性和分布性分阶段考虑,避免了收敛性和分布性难以平衡的难点,同时,具体在某

一阶段内搜索资源相对集中,一定程度上增加了算法的搜索能力.实验结合了 DS 策略的 NSGA-II,SPEA2 算法与原

NSGA-II,SPEA2 算法进行实验对比 ,并以 DS-NSGA-II 为例 ,与其他高维算法 MOEAD-PBI,NSGA-III,Hype, 
MSOPS,LMEA进行对比实验.实验结果表明,DS策略的引入,使得NSGA-II,SPEA2算法在高维多目标优化问题上的

性能有了显著提高,DS-NSGAII 与现有的经典高维多目标算法相比有较强的竞争力. 
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Abstract:  Traditional multi-objective evolutionary algorithm (MOEA) have sound performance when solving low dimensional 
continuous multi-objective optimization problems. However, as the optimization problems’ dimensions increase, the difficulty of 
optimization will also increase dramatically. The main reasons are the lack of algorithms’ search ability, and the smaller selection pressure 
when the dimension increases as well as the difficulty to balance convergence and distribution conflicts. In this study, after analyzing the 
characteristics of the continuous multi-objective optimization problem, a directional search strategy based on decision space (DS) is 
proposed to solve high dimensional multi-objective optimization problems. This strategy can be combined with the MOEAs based on the 
dominating relationship. DS first samples solutions from the population and analyzes them, and obtains the controlling vectors of 
convergence subspace and distribution subspace by analyzing the problem characteristics. The algorithm is divided into convergence 
search stage and distribution search stage, which correspond to convergent subspace and distributive subspace respectively. In different 
stages of search, sampling analysis are used results to macroscopically control the region of offspring generation. The convergence and 
distribution are divided and emphasized in different stages to avoid the difficulty of balancing them. Additionally, it can also relatively 
focuses the search resources on certain aspect in certain stages, which facilitates the searching ability of the algorithm. In the experiment, 
NSGA-II and SPEA2 algorithms are compared combining DS strategy with original NSGA-II and SPEA2 algorithms, and DS-NSGA-II is 
used as an example to compare it with other state-of-the-art high-dimensional algorithms, such as MOEAD-PBI, NSGA-III, Hype, 
MSOPS, and LMEA. The experimental results show that the introduction of the DS strategy greatly improves the performance of 
NSGA-II and SPEA2 when addressing high dimensional multi-objective optimization problems. It is also shown that DS-NSGA-II is more 
competitive when compared the existing classical high dimensional multi-objective algorithms. 
Key words:  high dimensional multi-objective optimization; decision space; directional search; convergence subspace; distribution 

subspace 

现实世界中存在多目标优化问题(multi-objective optimization problem,简称 MOP)[1,2],这些多目标优化问题

中不同目标之间的优化存在着相互冲突的关系,不同于单目标优化问题的 优解只有一个,多目标优化问题的

优解是一组均衡解.多进目标化算法(multi-objective evolutionary algorithm,简称 MOEA)[1,2]是一类基于群体

智能的迭代优化算法,因其能够在单次运行中找到一组解,被广泛地应用于求解多目标优化问题,受到越来越多

研究者的关注.MOEA 的目标是寻找尽可能接近 优均衡解集的一组均衡解集,这组决策向量解集称为帕瑞托

解集(Pareto set,简称 PS),PS 对应的在目标空间的目标向量集称为帕瑞托前沿(Pareto front,简称 PF). 
现有的 MOEA 在求解多目标优化问题时有两个关键的部分,一是如何生成解,二是如何保留解. 
• 如何生成解主要与交叉及变异算子相关,对于连续多目标优化问题经常使用的交叉及变异算子有模

拟二进制交叉[3,4]、差分变异[5]、多项式变异[6]等; 
• 对于如何保留解可以根据保留解的方式把现有算法大致分为:基于支配关系的算法,如 NSGA-II[7], 

SPEA2[8]等;基于分解和参考点的方法,如 MOEA/D[9]及其衍生算法、NSGA-III[10]等;基于指标的算法,
如 HypE[11]等.保留解通常选择适应度值高的个体保留下来,将适应度值低的个体删除掉.适应度的计

算通常会考虑解的收敛性和分布性,常用的分布性保持机制有聚集距离方法[7]、修剪的方法[8]、小生

境技术 [1]、均匀生成权重向量 [9]或参考点方法 [10]等 ,常用的收敛性保持机制有 Pareto 支配 [1,7]及

MOEAD 中用到的聚集函数[8]等. 
传统的基于支配关系的算法,如 NSGA-II 和 SPEA2,在求解低维的多目标优化问题时已具有较好的效果,

但是随着目标维数的增加,当目标数大于 3 时,问题的优化难度将显著增加.主要原因有:(1) 算法本身的搜索能

力不足;(2) 选择压力不足.目标维数增加后,不同目标间优化冲突加剧,收敛性和分布性难以平衡[12−15].当优化

问题的 优 PF 比较复杂和目标维数较大时,基于分解的算法就很难恰当地对问题进行分解[16].基于指标的算

法对于高维多目标优化则随着目标维数增加,算法的时间复杂度呈指数增加;同时,由于指标的特性,会使得算

法偏好于 PF 中的某些特殊点[16]. 
现有 MOEA 的普遍做法是:在一次种群迭代优化过程中同时保持种群的多样性和收敛性,计算资源分配均

匀,试图在每次迭代中覆盖整个 PF,相应的计算资源也总是均匀地分配在整个 PF 上,导致具体分配到每个 PF 的

子部分计算资源匮乏.对高维 MOP 来说,算法本身搜索能力已经不足,这时再将计算资源均匀分配,则会导致每
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一子部分的搜索能力更加不足,从而进一步降低算法的搜索能力. 
另一方面,现有 MOEA对优化问题的特性利用并不是很充足.根据库恩塔克定理,连续多目标优化问题的特

性[17,18]是 PS,是 m−1(m 为 MOP 的目标维数)维的流体,同时,交叉变异算子的共性是子代个体与父代个体成一定

关系,以更高的概率分布在父代个体周围[3−6],因此,在 PF 附近的父代个体更容易生成好的子代个体. 
本文主要是对基于支配关系这一类算法进行研究.根据以上两点,在如何生成解方面做了进一步的工作,利

用多目标优化问题的特性,为克服多目标优化算法在高维问题中遇到的困难,提出了基于决策空间的定向搜索

策略(decision space,简称 DS),通过影响子代个体的生成区域来影响算法的收敛性和分布性.基本思想是,将算法

的整个优化过程分为 3 个阶段:第 1 阶段,针对问题进行采样分析,判断出问题决策空间的收敛性控制向量和分

布性控制向量,并在之后的搜索过程中,基于采样分析结果确定收敛性子空间和分布性子空间;第 2 阶段,算法沿

着收敛性子空间搜索,使少数解先到达真实 PF 附近;第 3 阶段,算法沿着分布性子空间搜索,使种群尽可能接近

且广泛地覆盖真实 PF.基于问题采样的分析结果,先在收敛性子空间中搜索,不仅局部集中了计算资源,同时也

克服了高维问题中选择压力不足的问题,当少数个体逼近真实 PF 后,再通过在分布性子空间的搜索,使种群均

匀广泛地覆盖整个 PF. 
近年来,也有关于目标空间收敛性和分布性的研究,主要代表有大规模多目标进化算法 LMEA[19]. LMEA

主要是通过对决策变量分类,然后对分类后的决策变量进行分别优化的算法.本文是提出一种有方向性地搜索

的策略,可以与其他基于支配关系的算法相结合.本文中,DS 策略的采样分析方法确定搜索方向与决策变量分

类有一定的相似性,但是整体的搜索策略是完全不同的:LMEA 算法中,依然把收敛性和分布性在一次迭代优化

中同时考虑;而 DS 策略则是将收敛性和分布性按阶段分开考虑,收敛性相同的个体间比较分布性,分布性相同

的个体间比较收敛性,增加了算法的搜索能力. 
本文的主要贡献如下: 
(1) 对解决高维连续多目标优化问题提供了新的视角.由于连续多目标优化问题的特性及优化过程中收

敛性和分布性难以平衡,而直接将收敛性和分布性分开在算法的不同阶段进行搜索; 
(2) 新个体的产生不再是独立于优化问题.以往算子在生成个体时是独立于目标空间的,目标空间不会对

其产生影响;DS 通过优化问题的采样分析,判断问题在决策空间以及目标空间的变化趋势,分析结果

将对算法搜索过程中子代个体的生成进行宏观的影响,一定程度增强了算法的搜索能力; 
(3) 将 DS 策略结合到 NSGA-II,SPEA2 中,通过 DTLZ,WFG 测试问题对 DS-NSGA-II 进行了测试.并与一

些比较经典和流行的算法进行了对比实验. 
本文第 1 节主要介绍动机及给出的相关定义.第 2 节详细介绍基于决策空间的定向搜索策略.第 3 节进行

实验对比并对实验结果进行分析.第 4 节对本文进行总结及展望下一步研究工作. 

1   动机及相关定义给出 

1.1   连续多目标优化问题的特性 

根据库恩塔克条件(KKT)可以得出:对于连续的多目标优化问题,PS 是分段连续的 m−1 维流体,m 为目标空

间的维数.这种性质称为多目标优化问题的特性[17,18]. 
定理 1. 假设当 x*∈Ω(Ω的维数为 n)时,目标函数 fi(x),i=1,…,m 是连续可微的,如果 x*是一个 Pareto 解,则存

在一个向量α≥0,满足: 
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满足公式(1)的点称为 KKT 点.公式(1)有 n+1 个等式约束和 n+m 变量 x1,…,xn,α1,…,αm,因此在连续可微的

情况下,多目标优化问题的 PS 是分段连续的 m−1 维的流体.具体地说,对于二维的优化问题,其 PS 是一条曲线;
对于三维的优化问题,其 PS 是一个曲面. 



 

 

 

郑金华 等:决策空间定向搜索的高维多目标优化策略 2689 

 

由于 PS 是 m−1 维的流体,为简化理解,我们将个体在决策空间中距真实 PS 上某一点的距离视为搜索到该

点所需的计算资源,则可以得出这样的结论:在真实 PS 附近的父代个体,更容易生成位于 PS 附近其他位置上的

子代个体.如图 1 所示,曲线为真实 PS,A,B 个体是已知的父代个体,C 为想要搜索得到的子代个体,由于 A 个体相

对于 B 个体更靠近 C,则相较于 B 个体,通过 A 个体进行基因重组更容易搜索得到 C 个体. 
x2

x1O

A
B

C

PS

易
难

 
Fig.1  Schematic map of search difficulty 

图 1  搜索难易程度示意图 

1.2   计算资源分配 

现有多目标优化算法的普遍做法是:在一次迭代过程中试图保证整个种群在目标空间的收敛性和分布性,
算法的收敛性保持机制和分布性保持机制在同时发挥着作用.因此,整个种群是在不断地迭代优化过程中整体

去逼近整个真实 PF. 
MOEA 每一次迭代优化得出的解集中,个体的收敛程度和分布均匀性是不尽相同的.不过,为了方便理解,

暂且将其理解为大致相同.如图 2 所示,F1,F2 视为目标空间中平行于真实 PF 的一层子空间,将 F2 附近的个体作

为一个种群 P2,种群大小为 n,经过 m 次迭代进化后得到 F1附近的种群 P1.由于算法在每次迭代中同时保证种群

的分布性和收敛性,因此可以近似理解为种群 P2 是沿着虚线方向同步搜索至种群 P1.如果将每个个体看做计算

资源的单元,则 P2 搜索至 P1 消耗计算资源 m×n,每一条虚线方向分配计算资源 m 个.因此可以理解为传统的

MOEA 是将计算资源尽量均匀分配,求得 优 PF 的各个子部分,各子部分之间通过遗传算子存在一定的联系. 

O

f2

f1

F 1

F 2

A

B

 
Fig.2  Schematic diagram of resource allocation model 

图 2  资源分配模型示意图 

1.3   收敛性与分布性 

多目标优化算法追求的目标是求得的 终解集尽可能地靠近真实的 PF,同时尽可能均匀和广泛地覆盖真

实 PF,前者是收敛性,后者是分布性.在多目标优化过程中,尤其是高维多目标优化问题,生成的解绝大部分个体

是互不支配的,且收敛程度是不一样的.下面将给出一些名词的含义. 
• 收敛度:如果我们把目标空间进行分层,真实 PF 为 里层,每一层与真实 PF 结构平行相似,个体所在层

的位置代表其收敛程度,越接近真实 PF 层,则收敛程度越高; 
• 同收敛性个体:将收敛程度相同(位于同一层)但在不同位置的个体称为同收敛性个体; 
• 同分布性个体:将在每一层中相对位置相同但收敛程度不同的个体称为同分布性个体. 
如图 3 中,F1 为目标空间中真实 PF,则 3 条曲线的收敛程度是:F1>F2>F3;A 点和 B 点都位于 F2 层附近的不

同位置,所以 A,B 为同收敛性个体;同理,B 点和 C 点位于不同层的附近,但在各自层的相对位置相同,所以 B,C 为
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同分布性个体;而 A 点和 C 点则是收敛性和分布性都不相同的个体.在高维多目标问题优化时,种群中个体间的

关系绝大部分是 A 点和 C 点的关系. 
• 收敛性子空间:在决策空间中存在这样一个子空间Ω:在Ω中,绝大部分个体之间是支配与被支配的关

系,则称Ω空间为收敛性方向子空间; 
• 分布性子空间:在决策空间中存在这样一个子空间Ω:在Ω中,绝大部分个体之间是互不支配的关系,则

称Ω空间为分布性方向子空间; 
• 子空间的确定:先确定一个点 R,以 R 点为基点,结合子空间控制向量 V[n],确定子空间Ω. 
子空间控制向量 V[n],n 为决策空间变量的维数,V[i]值为 0 或 1:V[i]为 1,则表示子空间Ω在 Xi 变量上的范围

是变量 Xi 的上下界;V[i]为 0,则表示子空间Ω在 Xi 变量上为固定值,其值的大小由点 R 在 Xi 变量上的值确定. 
以图 3、图 4 为例,将图 4 中的个体与图 3 中的个体相对应,图 4 为个体在决策空间的位置,图 3 为个体在

目标空间的位置.图 4 的决策变量是 2 维的,则其子空间是一维的.从图 3 可以看出,A,B 为收敛程度相同分布位

置不同的个体,所以 A,B 在决策空间中同一个分布性子空间;而 B,C 在同一收敛性子空间,为分布性相同收敛性

不同的个体.收敛性子空间Ω1 由 C(或 B)和收敛性控制向量 V-con={1,0}确定:V-con[0]=1,表示Ω1 子空间在 X1 变

量上的范围是 X1的定义区间;V-con[0]=0,表示子空间Ω1中 X2变量的值与个体 C(或 B)的 X2相同.同理,分布性子

空间Ω2 由个体 A(或 B)和分布性控制向量 V-div[2]确定,V-div[0]={0,1}:V-div[0]=0,表示子空间Ω2 中 X1 变量的值

与个体 A(或 B)的 X1 相同;V-div[1]=1,表示子空间Ω2 在 X2 变量上的范围是 X2 的定义区间. 
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Fig.3  Convergence and distribution                   Fig.4  Subspace model 

图 3  收敛性和分布性                          图 4  子空间模型 

在本文中,点和控制向量确定子空间的方法只能确定与某一轴垂直或平行的子空间.对于 ZDT,DTLZ,WFG
等一系列问题,使用该方法已经可以较准确地确定收敛性和分布性子空间.在本文中,我们也只考虑了这种情

况.而当 PS 比较复杂时,通过这种方法去确定子空间的准确性会降低,这时会导致算法的搜索效率不高.在实际

应用中也有许多问题 PS 是相对复杂的,对于复杂 PS 多目标优化问题对应的子空间的确定,将是我下一步研究

的重点内容. 
现有的 MOEA 在对收敛性不同且互不支配的个体进行选择时,根据算法偏好对收敛性和分布性进行量化,

然后择优选择或随机选择[20−23].图 3 中,A 点和 C 点的收敛性和分布性均不同,这时对 A 和 C 做出选择必然对种

群的收敛性或分布性一方造成损失:选择 A 点损失种群的收敛性,选择 C 点损失种群的分布性.正确的做法是在

相同分布性的个体之间比较收敛性,然后择优保留;在相同收敛性的个体之间比较分布性,然后择优保留. 
本文的出发点就是摒弃之前 MOEA 在每一次迭代中同时保证种群的分布性和收敛性的做法,在搜索过程

中,宏观影响子代个体的生成区域,集中计算资源先保证种群的收敛性,使少数解快速搜索到真实 PS 附近,然后

根据多目标优化问题的特性进行分布性搜索,使整个种群均匀覆盖 PF.这样,在具体到一个子部分时,相当于增

加了算法的搜索能力.而将算法的收敛性和分布性分开,也增加了环境选择时的选择压力.以图 2 为例,先集中整

个种群的计算资源,从 A 点开始沿着 AB 虚线方向搜索,使得少数解快速搜索至 B 点;然后改变搜索方向,利用算

法分布性保持机制使种群较好地覆盖整个 PF. 
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2   DS:基于决策空间的定向搜索策略 

2.1   基本思想 

根据连续多目标优化问题的特性,即多目标优化问题的真实 PS 是一个 m−1 维的流体,可以得出:如果有一

个解先到达真实 PF 附近,可以通过这个解更快地找到其他好的解,然后通过分布性保持策略, 终使得整个种

群较好地覆盖整个 PF 面. 
与之对应,在算法的搜索过程中分为两个阶段——收敛性搜索阶段和分布性搜索阶段:收敛性搜索阶段,算

法侧重于问题的收敛性,其目的是优先使得少数解到达真实 PF 附近;分布性阶段,基于优先到达 PF 附近的少数

几个个体,确定分布性子空间,通过重组算子及分布性保持策略,将整个种群扩展开来覆盖整个 PF. 
在第 1.3 节中,通过对问题分布性和收敛性的分析得出:不同收敛性、不同分布性个体之间的比较优劣进而

选择,必然导致收敛性或分布性其中一方受到损失,而相同收敛性个体之间比较分布性,相同分布性个体之间比

较收敛性,这样才更高效.所以在搜索过程的收敛性搜索阶段,尽可能产生分布性相同的个体,比较其收敛性,使
得少数个体快速抵达真实 PF 附近;在分布性搜索阶段,基于快速抵达真实 PF 的少数解,通过重组算子生成收敛

性相同但分布性不同的解,通过分布性保持策略,使整个种群更好地覆盖整个 PF. 
从图 5 中可以了解到基于决策空间的定向搜索策略的整体框架:先对多目标优化问题进行采样分析,确定

收敛性子空间和分布性子空间的控制向量,在不同搜索阶段,根据子空间控制向量确定搜索子空间,通过子空间

映射有效控制子代个体生成区域,这时,父代个体产生子代个体并不是独立于优化问题的,而是受到问题采样分

析结果的宏观影响,同时也达到集中计算资源的效果.当结束条件满足时,输出 新优化种群作为 优解集.收
敛性子空间搜索时,种群个体多为同分布性个体;分布性子空间搜索时,种群多为同收敛性个体. 

 
Fig.5  Flow chart of the algorithm 

图 5  算法流程图 
整体思想虽然简单,但有如下优点:首先,优化问题的特性及基因重组算子生成子代个体在父代个体周围的

特性,决定了先收敛性后分布性搜索策略的可行性,DS 策略充分利用了连续多目标问题的特性来增强算法的搜

索效率;其次,将收敛性和分布性分开在不同阶段搜索,化解了高维多目标优化问题中收敛性和分布性难以平衡
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的难点,使得该策略在高维优化问题中会有较好的表现; 后,收敛性和分布性分开搜索可以使计算资源在具体

时刻具体子部分更加集中,增强了算法的搜索能力. 

2.2   算法流程 

基于决策空间定向搜索策略可以与基于支配关系的算法相结合,解决高维的连续多目标优化问题,而且对

原有算法的改动较小,使得加入 DS 策略比较简单.图 5 中给出了结合 DS 策略的算法流程. 
问题采样分析在一定程度上是对问题特性的一种解析,问题的采样分析得出解空间中收敛性子空间和分

布性子空间的方向趋势特征,即子空间控制向量.需要注意的是: 
• 在收敛性搜索阶段,是要使少数解快速搜索到真实 PF 上的任意一个位置,所以在种群初始之初随机生

成一个解,以该个体为中心,结合收敛性子空间控制向量确定收敛性子空间,在收敛性子空间中生成初

始种群,然后不断迭代,在收敛性子空间搜索优化; 
• 在分布性搜索阶段,初始化与收敛性类似,不同的是以收敛性搜索阶段所得的 优的一个或少数几个

优解为中心,结合分布性子空间控制向量确定分布性子空间. 
结合 DS 策略的算法并没有对原算法的收敛性和分布性保持机制进行改动,算法仍然使用原算法的环境选

择和匹配选择机制.DS 策略主要是通过控制算法的搜索区域(即子代个体的产生区域)来影响算法的收敛性和

分布性.在收敛性搜索阶段,算法主要在收敛性子空间搜索,种群内个体多为同分布性个体,此时,算法侧重于种

群的收敛性,这时主要是原算法的收敛性机制发挥作用,集中计算资源,使少数解快速优化至真实 PF 上或附近;
在分布性搜索阶段,算法主要在分布性子空间搜索,种群内个体多为同收敛性个体,算法侧重于种群的分布性,
这时主要是原算法的分布性机制发挥作用,使种群可以很好地覆盖整个 PF. 

2.3   问题采样分析 

问题采样分析的准确程度很大程度决定了算法优化的速率和准确度.通过问题采样分析,我们得出分布性

子空间和收敛性子空间的控制向量,进而确定收敛性子空间和分布性子空间,对迭代优化过程中生成子代个体

进行引导,提高搜索效率.算法 1 描述了问题采样分析的流程. 
算法 1. 优化问题采样分析. 
输入:决策变量维数 n,优化问题,对每一维决策变量采样次数 J; 
输出:收敛性子空间控制向量:V-con[n];分布性子空间控制向量:V-div[n]. 
1.  V-con[n]=0;V-div[n]=0;(初始化 V-con[n]和 V-div[n]) 
2.  For i=1 to n 
3.  随机生成一个个体 a,并对个体 a 进行评价 
4.  Sign=0 
5.    For j=1 to J 
6.      只对个体 a 的第 i 个决策变量进行扰动产生个体 a′,并对个体 a′进行评价 
7.      If a 支配 a′或者 a′支配 a,则 sign++ 
8.    EndFor 
9.    If sign==J then 
10.  V-con[i]=1,V-div[i]=0 
11.   Else 
12.     V-con[i]=0,V-div[i]=1 
13.  EndFor 
14.  return V-con[n]和 V-div[n] 
这里,针对每一维的决策变量进行 J 次的个体采样,决策变量维数是 n,则总的采样个体数为 n×J.对于第 i 维

决策变量采样得到的 J 个个体,如果 J 个个体均为支配或被支配关系,则赋值 V-con[i]=1,V-div[i]=0;反之,则赋值
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V-con[i]=0,V-div[i]=1. 终得出子空间控制向量 V-con[n],V-div[n].关于如何通过子空间控制向量 V-con[n], 
V-div[n]来确定子空间,已在第 1.3 节中说明并举例. 

2.4   子空间映射 

不同的搜索阶段在相对应的子空间进行搜索优化.当子空间确定后,由于算法的搜索是集中计算资源对相

应子空间进行优化搜索,而在以往的进化算法中采用的基因重组算子生成的解很有可能不在我们确定的目标

子空间(收敛性子空间或分布性子空间)中,本文并没有重新设计算子使得生成的解位于目标子空间内,而是采

用原有的基因重组算子生成子代个体,然后通过一定的位置变换,使得新生成的个体位于目标子空间中.在本文

中,我们具体采用的是映射的方法,将生成的子代个体映射到目标子空间中去,集中计算资源在相应的子空间中

搜索.算法 2 具体描述了如何在目标子空间生成子代个体. 
算法 2. 在目标子空间生成解. 
输入:种群 P,种群大小 N; 
输出:种群 Q. 
1.  for 1 to N/2 
2.    通过匹配选择从 P 中选出两个个体 A 和 B 
3.    对 A 和 B 进行遗传操作生成自个体 A′和 B′ 
4.    将 A′和 B′映射到收敛性或分布性子空间中 A″和 B″ 
5.    将 A″和 B″加入到种群 Q 中 
6.  End 
以图 6 为例,在二维的决策空间中,子空间为一维的流体,A′点为通过现有的交叉变异及变异算子生成的子

代个体,将个体 A′对子空间进行投影,得到个体 A″,这时,用 A″替代个体 A′进行之后的个体评价及算法优化. 

 

Fig.6  Subspace mapping 
图 6  子空间映射 

2.5   算法时间复杂分析 

在算法中加入 DS 策略,并不会增加原有算法的时间复杂度.DS 策略的加入,是对原有算法的搜索过程进行

了宏观的控制.相对于原算法,DS 策略的加入主要是增加了问题采样和生成子代个体时的目标子空间映射.问
题采样分析的时间复杂度为 n⋅J(n 为决策空间维数,J 为针对每一维变量的采样次数);目标子空间映射在上一节

详细描述,并不会增加算法时间复杂度,因此,加入 DS 策略并不会增加算法的时间复杂度.例如,NSGAII 的时间

复杂度为 O(rN2),则加入 DS 策略的时间复杂度仍是 O(rN2);SPEA2 的时间复杂度为 O(rN3),则加入 DS 策略的

时间复杂度仍是 O(rN3).其中,r 为优化问题的目标维数. 

3   实验分析 

DS 策略可以与基于支配关系的算法相结合,而与其他有强制性机制保证分布性和收敛性的算法则较难结

合,比如 MOEAD,NSGA-III,因为 MOEAD 中均匀生成权重向量、NSGA-III 中的均匀生成参考点等这些机制导
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致 DS 策略前期侧重收敛性搜索优化时效果不佳,因此本文选择 NSGA-II,SPEA2 算法与 DS 策略结合进行实验

比较与分析.为了检验 DS 策略的有效性,首先将结合了 DS 策略的 NSGA-II,SPEA2 算法(DS-NSGA-II,DS- 
SPEA2)与原 NSGA-II,SPEA2 算法进行实验对比,来检验加入 DS 策略之后对原有算法的影响;然后,基于 DS- 
NSGA-II 选取一些比较经典主流的算法 MOEAD-PBI,NSGA-III,Hype,MSOPS[24],LMEA 算法做对比实验,来进

行性能比较,检验 DS-NSGAII 在高维多目标优化问题中的性能.本文采用 DTLZ 系列[25]、WFG 系列[26]测试问

题,并分别采用 IGD[27]和 HV[28]指标对优化结果进行评价.DTLZ,WFG 系列测试问题包含多种特性,包括线性问

题、凸面问题、凹面问题、多峰问题、连续问题、非连续问题以及退化问题等[20,21]. 

3.1   实验参数设置 

为了公平地比较所有的优化算法,本文采取推荐的参数值作为算法比较的参数值.本文涉及到的算法采用

模拟二进制交叉和多项式变异的方法生成子代种群.正如在文献[16]中推荐的,交叉的分配指标数(Nc)设为 20,
变异的分配指标数(Nm)设定为 20,并且交叉的概率(Pc)设定为 1.0,变异概率(Pm)设定为 1/D,其中,D 是决策变量

的数量.为了避免生成的权重分布在 Pareto 前沿的边界上,采用 NSGA-III 推荐的双层参考点生成策略[10]去生成

均匀分布的 MOEA/D 权重向量和 NSGA-III 的参考点.DS 策略中采样分析部分取 J 值为 8.J 值越大,采样分析

结果越准确,对于绝大多数问题,J 取 8 已经可以较准确地确定子空间的控制向量.本文其他算法对同一问题采

用相同的种群大小,对于 4 维~10 维的测试问题设置种群大小为 120,对于 15 维、20 维的测试问题设置种群大

小为 220.Hype,MSOPS,LMEA 均采用原文推荐的参数设置[11,19,24].每个算法针对所有测试问题都进行 30 次独

立重复实验.本文以个体的总评价次数作为算法的结束条件,表 1 为所有的测试问题及其相对应的结束条件. 

Table 1  Terminate conditions 
表 1  结束条件 

问题 DTLZ 1、3、6 DTLZ 2、4、5、7 WFG 1~9 
总评价

次数 
SUM 

4~6 维 100 000 30 000 30 000 
8 维、10 维 100 000 30 000 150 000 

15 维、20 维 200 000 60 000 300 000 

在 DS 策略中,两个搜索阶段间的转换有一个条件,这里同样把评价次数作为转换的条件.将转换搜索阶段

的评价次数设置为 SUM×r,r 为一个比值,取值范围[0,1].当已评价的次数大于 SUM*r 时,将收敛性搜索阶段转变

为分布性搜索阶段. 
r 的取值范围平均分成 10 等分(参数变化梯度为 0.1)进行实验(r 为 0,即没有收敛性搜索,显然不利于问题

的优化,所以是以 r 取值 0.1 为起始值进行的实验),并统计 DS-NSGA-II 算法在参数 r 不同取值下的 IGD 值变化

规律,独立重复实验 30 次.如图 7 所示,给出了难收敛问题 DTLZ3、退化问题 DTLZ5、不连续 PF 问题 DTLZ7
在 8 维目标上的实验结果. 

r 的值反映了在收敛性搜索阶段分配的计算资源,从图 7 中可以看出, 
• 当 r=0.1 时,IGD 值很高; 
• 随着 r 值的增加,IGD 值显著减少; 
• 当 r 为 0.5 时,IGD 值到达 小值; 
• 之后,再随着 r 值的增加,IGD 值并没有再减少甚至有增大的趋势. 
这是因为当部分点已经优化至真实 PF 附近时,再增加更多的计算资源也不会改善其收敛性,因为其收敛性

已经 优.因此,本文将 r 的值设为 0.5,即收敛性搜索阶段和分布性搜索阶段获得的计算资源基本相同. 
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Fig.7  IGD means with different values of r 
图 7  r 取不同值情况下的 IGD 均值 

3.2   评价指标 

本节介绍两个综合性评价指标,分别是反转世代距离 IGD[27]和超体积指标 HV[28]. 
• 反转世代距离 IGD 采用 Pareto 优解集真实 PF*中的个体到算法所求得的非支配解解集的平均距离

来表示,其计算公式为 

 
*∈

′

=
∑ j

j PF

d
IGD

n
 (2) 

其中, min | |j i Pd j i∈′ = − 表示 Pareto 优面上的点 j 到求得的 终解集 P 中的个体 i 的 小欧几里得 

距离.IGD 值越小,表示求得的非支配解集距离真实 PF 越近且分布性越好,也就意味着算法的综合性能

越好; 
• 超体积指标 HV 因其良好的理论支撑,已成为较流行的评价指标.通过计算非支配解集与参考点( 差

点)围成的空间的超体积的值,实现对 MOEA 综合性能的评价,计算公式为 

 | |

1
( )s

ii
HV vλ

=
= ∪  (3) 

其中,λ代表勒贝格测度;vi 代表参考点和非支配个体 pi 构成的超体积;S 代表非支配解集,pi 为 S 中的第

i 个个体.由于超体积指标 HV 的计算时间非常大,本文采用蒙特卡洛 HV 指标. 

3.3   实验结果分析 

本节中将实验结果以图表的形式给出,表 2列出了所有实验的均值和方差(括号内是方差).其中表现 好的

结果用灰色底纹标识 .本文通过符号检验的方法对实验数据进行显著性分析 ,其中 ,显著性水平阈值设置为

0.05,signtest 值越小,表明算法间的显著性差异越大.†标识 signtest 值小于 0.05 的情况. 
1) DS-NSGA-II VS NSGA-II & DS-SPEA2 VS SPEA2 
DS 策略可与基于支配关系的多目标进化算法相结合.本文将基于支配关系的经典算法 NSGA-II 和 SPEA2

与 DS 策略相结合,分别得到算法 DS-NSGA-II 和 DS-SPEA2,采用 DTLZ 系列测试问题进行测试,通过对比引入

DS 策略前后算法的性能来验证 DS 的有效性.NSGA-II 和 SPEA2 在低维多目标优化问题中算法性能较好,且
DS 主要是针对高维多目标优化问题的一种策略,所以在该节中对 DTLZ 系列测试问题在 4 维~6 维、8 维这 4
个维度进行对比实验.IGD 作为评价指标,实验结果在表 2 中给出,IGD 均值越小,表示算法性能越优秀. 

从表 2 可以看出:由于 DS 策略的引入,在 DTLZ 系列测试问题中,DS-NSGA-II 和 DS-SPEA2 在几乎所有问

题的不同维度上性能都优于 NSGA-II 和 SPEA2,尤其对于比较难收敛的 DTLZ1,DTLZ3 问题.从表中可以看出, 
NSGAII,SPEA2 算法的求解结果随着目标维数的增加,IGD 值也显著增加;而结合 DS 策略之后,求解结果的 IGD
值全部降低到 1 以内.可见:随着目标维数的增加,DS 策略对算法性能提高的程度也越高.NSGA-II 和 SPEA2 在

求解高维多目标优化问题时能力匮乏,主要原因一是随着目标维数的增加,非支配解集在种群中的占比显著增

加,导致算法的选择压力显著下降;二是目标维数的增加一般伴随着决策空间的增大,决策空间的增大导致算法
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的搜索能力不足.而 DS 策略的引入,收敛性搜索阶段在收敛性子空间产生解,减小了非支配解集的比例,增加了

选择压力.不同阶段在不同子空间搜索,避免了收敛性和分布性难以平衡的难点,集中了计算资源,增加了算法

的搜索能力.因此,DS 策略的引入,加强了 NSGA-II,SPEA2 在求解高维多目标优化问题上的性能. 

Table 2  Experimental results of DS-NSGA-II, NSGA-II, DS-SPEA2 and SPEA2 on DTLZ test problems 
表 2  DS-NSGA-II,NSGA-II,DS-SPEA2,SPEA2 在 DTLZ 测试问题上的实验结果 

测试问题 目标 
维数 

DS-NSGA-II NSGA-II DS-SPEA2 SPEA2 
均值 方差  均值 方差  均值 方差 均值 方差 

DTLZ1 

4 0.054 1 (0.000 0) 0.130 1 † (0.0184) 0.044 1 (0.000 0) 2.388 3 † (12.920 3) 
5 0.074 7 (0.000 0) 7.535 2 † (26.292 8) 0.065 2 (0.000 0) 52.63 † (338.17) 
6 0.089 9 (0.000 0) 19.98 † (481.33) 0.082 9 (0.000 0) 112.41 † (717.09) 
8 0.113 5 (0.000 0) 30.72 † (222.92) 0.110 1 (0.000 0) 199.86 † (1 122.64) 

DTLZ2 

4 0.134 9 (0.000 0) 0.150 0 † (0.000 1) 0.120 1 (0.000 0) 0.145 9 † (0.000 1) 
5 0.183 6 (0.000 1) 0.341 7 † (0.001 0) 0.184 4 (0.000 2) 0.615 3 † (0.006 7) 
6 0.280 1 (0.000 0) 1.084 8 † (0.041 5) 0.267 1 (0.000 0) 1.420 7 † (0.060 7) 
8 0.378 1 (0.000 0) 1.832 7 † (0.019 8) 0.365 3 (0.000 0) 2.403 1 † (0.001 7) 

DTLZ3 

4 0.134 6 (0.000 0) 48 † (262 ) 0.124 1 (0.000 1) 32 † (155) 
5 0.184 2 (0.000 1) 112 † (4 148) 0.189 1 (0.000 3) 305 † (7532) 
6 0.281 0 (0.000 0) 158 † (6 745) 0.280 8 (0.000 0) 801 † (16 085) 
8 0.381 1 (0.000 0) 304 † (26 370) 0.396 1 (0.000 0) 1 460 † (20 298) 

DTLZ4 

4 0.228 9 (0.063 5) 0.146 8 † (0.000 1) 0.197 7 (0.016 4) 0.323 7 † (0.061 5) 
5 0.258 4 (0.012 8) 0.967 7 † (0.016 0) 0.256 9 (0.022 5) 0.642 5 † (0.054 8) 
6 0.392 0 (0.034 0) 1.885 9 † (0.012 6) 0.384 6 (0.035 3) 1.430 6 † (0.099 3) 
8 0.710 6 (0.346 0) 2.245 4 † (0.004 5) 0.659 8 (0.362 2) 2.395 9 † (0.002 8) 

DTLZ5 

4 0.007 6 (0.000 0) 0.049 2 † (0.000 1) 0.080 1 (0.033 8) 0.118 6 † (0.000 7) 
5 0.008 1 (0.000 0) 0.101 9 † (0.000 5) 0.081 1 (0.034 7) 0.378 6 † (0.017 1) 
6 0.008 3 (0.000 0) 0.191 2 † (0.010 8) 0.111 5 (0.043 3) 1.248 8 † (0.074 0) 
8 0.009 7 (0.000 0) 0.636 7 † (0.203 9) 0.313 7 (0.052 3) 2.240 3 † (0.168 2) 

DTLZ6 

4 0.101 1 (0.013 1) 3.360 7 † (0.160 4) 0.234 5 (0.263 0) 2.239 8 † (0.026 1) 
5 0.267 1 (0.239 0) 6.533 5 † (0.300 3) 0.331 6 (0.320 0) 9.476 5 † (0.022 7) 
6 0.610 5 (0.604 7) 7.875 1 † (0.231 0) 0.706 5 (0.990 7) 9.912 3 † (0.000 8) 
8 0.834 1 (0.845 2) 8.657 4 † (0.186 5) 1.633 3 (2.654 2) 9.990 9 † (0.000 5) 

DTLZ7 

4 0.216 4 (0.000 1) 0.217 1 † (0.000 1) 0.175 9 (0.000 0) 0.186 0 † (0.001 3) 
5 0.353 2 (0.000 1) 0.435 3 † (0.000 5) 0.302 3 (0.000 2) 0.503 0 † (0.002 1) 
6 0.516 8 (0.000 1) 0.725 4 † (0.001 8) 0.456 6 (0.000 1) 0.842 9 † (0.005 4) 
8 0.736 4 (0.000 1) 1.606 9 † (0.168 8) 0.717 1 (0.000 1) 1.652 3 † (0.248 3) 

图 8、图 9 是 4 个算法对 5 维的 DTLZ1,DTLZ3 问题的优化结果图,图中平行坐标中,横坐标是目标空间不

同的目标,纵坐标是目标值.从图 8、图 9 中可以看出,引入 DS 策略后的算法在 DTLZ1 问题上目标值可以很好

地收敛到 0~0.5 范围内且分布性良好;在 DTLZ3 问题上,目标值可以很好地收敛到 0~1 范围内且分布性良好;
而原算法 NSGA-II 和 SPEA2 则不能收敛.同时我们也可以看到,DS-SPEA2 在 DTLZ1,DTLZ3 上的分布性略好

于 DS-NSGA-II.这是由于 SPEA2 的修剪策略比 NSGA-II 的聚集距离在分布性保持上要好一些,但是修剪策略

的时间复杂度相对较大.从图中可以直观地体会到:DS 策略的引入,使算法在高维多目标问题优化上性能有了

显著的提升. 
2) 与其他算法比较 
本节主要是进一步验证 DS 策略的有效性,证明将收敛性和分布性分开考虑的可行性,所以选取了不同类

型的 MOEAS 中比较有代表性的算法进行对比实验.由于 DS-SPEA2 的时间复杂度相比 DS-NSGA-II 的时间复

杂度要大,所以在本节中,我们采用 DS-NSGA-II 与不同类型的算法进行进一步的比较,包括 MOEAD-PBI, 
NSGA-III,Hype,MSOPS,LMEA.MOEAD 是基于分解的算法,NSGAII 是基于参考点,Hype 是基于指标的,MSOPS
是基于新支配关系,LMEA 是一种决策变量分类的大规模多目标算法.测试问题采用 DTLZ 系列和 WFG 系列,
分别在 8 维、10 维、15 维、20 维这 4 个维度上做对比实验.DTLZ 问题采用 IGD 评价指标,WFG 问题采用 HV
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指标,IGD 指标数值越小,表示算法性能越优秀;HV 指标数值越大,表示算法性能越优秀.表 3 是 DTLZ 系列测试

问题的 IGD 指标测试结果,表 4 是 WFG 系列测试问题的 HV 指标测试结果. 

     

(a) DS-NSGA-II                              (b) NSGA-II 

     

(c) DS-SPEA2                                (d) SPEA2 

Fig.8  Experimental results of DS-NSGA-II, DS-SPEA2, NSGA-II and SPEA2 on DTLZ1 problem 
图 8  DS-NSGA-II,DS-SPEA2,NSGA-II,SPEA2 在 DTLZ1 问题上的实验结果图 

     

(a) DS-NSGA-II                                (b) NSGA-II 

     

(c) DS-SPEA2                                (d) SPEA2 

Fig.9  Experimental results of DS-NSGA-II, DS-SPEA2, NSGA-II and SPEA2 on DTLZ3 problem 
图 9  DS-NSGA-II,DS-SPEA2,NSGA-II,SPEA2 在 DTLZ3 问题上的实验结果图 
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Table 3  Experimental results of DS-NSGA-II, MOEAD_PBI, NSGA-III, Hype, MSOPS 
and LMEA on DTLZ series test problems 

表 3  DS-NSGA-II,MOEAD_PBI,NSGA-III,Hype,MSOPS,LMEA 在 DTLZ 系列测试问题上的实验结果 

测试问题 目标 
维数 

DS-NSGA-II
均值、方差

MOEAD-PBI
均值、方差

NSGA-III
均值、方差

Hype
均值、方差

MSOPS 
均值、方差 

LMEA 
均值、方差 

DTLZ1 

8 0.112 9 
(0.000 0) 

0.109 2
(0.000 0) 

1.133 9†
(0.564 3) 

10.116†
(90.725 2) 

0.127 3† 
(0.000 0) 

0.116 1† 
(0.000 0) 

10 0.129 4 
(0.000 0) 

0.154 9†
(0.000 0) 

0.832 0†
(0.342 8) 

1.791 2†
(12.114 6) 

0.145 9† 
(0.000 0) 

0.132 7† 
(0.000 2) 

15 0.131 6 
(0.000 0) 

0.141 7†
(0.000 0) 

1.192 7†
(0.929 7) 

0.348 0†
(0.000 6) 

0.168 4† 
(0.000 0) 

0.160 5 
(0.000 5) 

20 0.145 6 
(0.000 0) 

0.120 6
(0.000 0) 

1.677 2†
(0.913 0) 

0.371 6†
(0.000 4) 

0.176 3† 
(0.000 0) 

0.175 6† 
(0.000 0) 

DTLZ2 

8 0.380 5 
(0.000 0) 

0.451 4†
(0.000 0) 

0.493 3†
(0.000 3) 

0.734 3†
(0.001 3) 

0.419 0† 
(0.000 0) 

0.375 2 
(0.000 0) 

10 0.455 1 
(0.000 0) 

0.633 2†
(0.001 4) 

0.799 0†
(0.040 3) 

0.844 8†
(0.003 1) 

0.497 7† 
(0.000 0) 

0.455 0 
(0.000 0) 

15 0.519 0 
(0.000 0) 

0.664 0†
(0.000 5) 

1.078 0†
(0.001 0) 

1.013 0†
(0.001 2) 

0.627 6† 
(0.000 0) 

0.599 4† 
(0.003 33) 

20 0.593 0 
(0.000 0) 

0.693 7†
(0.001 4) 

1.098 4†
(0.000 5) 

1.083 1†
(0.000 7) 

0.713 3† 
(0.000 0) 

0.728 0† 
(0.007 6) 

DTLZ3 

8 0.380 5 
(0.000 0) 

0.679 1†
(0.084 2) 

54.14†
(609.45) 

172.77†
(1 567.1) 

0.636 2† 
(0.201 0) 

0.383 0 
(0.000 0) 

10 0.458 6 
(0.000 0) 

0.743 9†
(0.050 1) 

65.06†
(2 581.19) 

106.85†
(980.67) 

0.842 7† 
(0.794 5) 

0.470 2 
(0.000 0) 

15 0.530 4 
(0.000 0) 

0.795 6†
(0.055 3) 

35.39†
(870.25) 

20.88†
(401.29) 

0.630 7† 
(0.000 1) 

0.611 9 
(0.002 8) 

20 0.617 1 
(0.000 0) 

0.976 2†
(0.083 3) 

56.78†
(448.08) 

6.03†
(40.26) 

0.726 3† 
(0.000 3) 

0.739 2 
(0.010 2) 

DTLZ4 

8 0.644 1 
(0.224 9) 

0.737 7†
(0.020 3) 

0.856 6†
(0.085 5) 

0.729 3†
(0.000 5) 

0.432 4 
(0.000 0) 

0.440 7 
(0.008 7) 

10 0.821 3 
(0.437 8) 

0.989 4†
(0.017 4) 

1.138 4†
(0.067 3) 

0.767 5†
(0.000 3) 

0.516 3 
(0.000 0) 

0.545 7 
(0.006 2) 

15 0.870 2 
(0.530 4) 

0.926 2†
(0.008 8) 

1.387 3†
(0.010 7) 

0.820 9†
(0.000 3) 

0.649 1 
(0.000 0) 

0.626 2 
(0.004 4) 

20 0.981 8 
(0.511 4) 

0.914 5†
(0.005 9) 

1.378 9†
(0.011 1) 

0.883 2†
(0.000 3) 

0.740 4 
(0.000 0) 

0.692 2 
(0.002 0) 

DTLZ5 

8 0.010 9 
(0.000 0) 

0.067 2†
(0.000 0) 

0.830 0†
(0.017 7) 

0.489 6†
(0.013 3) 

0.192 9† 
(0.000 2) 

0.006 8 
(0.000 0) 

10 0.015 1 
(0.000 2) 

0.154 2†
(0.000 0) 

1.339 3†
(0.044 0) 

0.585 5†
(0.034 1) 

0.291 7† 
(0.000 4) 

0.007 5 
(0.000 0) 

15 0.017 2 
(0.000 7) 

0.153 7†
(0.000 0) 

2.308 2†
(0.008 5) 

0.714 9†
(0.004 8) 

0.274 0† 
(0.000 5) 

0.009 3 
(0.000 0) 

20 0.085 1 
(0.000 0) 

0.153 7†
(0.000 0) 

2.232 9†
(0.007 8) 

0.684 1†
(0.018 9) 

0.275 4† 
(0.000 3) 

0.035 7 
(0.310 2) 

DTLZ6 

8 1.252 8 
(0.797 7) 

0.123 3
(0.000 3) 

9.789 4†
(0.745 1) 

3.528 6†
(0.315 5) 

3.201 9† 
(0.117 2) 

0.005 4 
(0.000 0) 

10 1.481 3 
(2.998 0) 

0.196 9
(0.000 4) 

7.636 6†
(0.264 0) 

4.086 7†
(0.145 5) 

3.105 8† 
(0.186 8) 

0.005 9 
(0.000 0) 

15 1.997 3 
(3.075 1) 

0.209 9
(0.000 5) 

9.753 3†
(0.093 4) 

3.030 9†
(0.141 2) 

1.228 5† 
(0.023 3) 

0.005 9 
(0.000 0) 

20 4.421 0 
(13.562) 

0.215 7
(0.000 3) 

9.811 5†
(0.053 0) 

3.165 6†
(0.212 1) 

1.649 6† 
(0.069 6) 

0.130 6 
(0.295 9) 

DTLZ7 

8 0.739 1 
(0.000 2) 

2.815 1†
(0.985 5) 

13.937 9†
(4.975 1) 

4.546 7†
(0.410 8) 

1.329 2† 
(0.037 1) 

0.771 0† 
(0.000 3) 

10 0.939 9 
(0.000 3) 

3.182 2†
(0.910 9) 

29.845 2†
(25.658 2) 

7.374 9†
(0.013 5) 

3.243 3† 
(0.068 7) 

1.043 3† 
(0.000 9) 

15 1.128 1 
(0.000 0) 

6.316 1†
(3.298 5) 

61.212 1†
(74.544 2) 

8.633 8†
(0.019 9) 

5.280 8† 
(0.763 1) 

2.505 5† 
(0.084 1) 

20 1.423 1 
(0.000 1) 

8.211 5†
(7.227 9) 

77.290 6†
(107.788) 

12.381 6†
(0.052 7) 

5.670 8† 
(0.935 3) 

3.187 8† 
(0.169 7) 
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Table 4  Experimental results of DS-NSGA-II, MOEAD_PBI, NSGA-III, Hype ,MSOPS 
and LMEA on WFG series test problems 

表 4  DS-NSGA-II,MOEAD_PBI,NSGA-III,Hype,MSOPS,LMEA 在 WFG 系列测试问题上的实验结果 

测试问题 目标 
维数 

DS-NSGA-II
均值、方差

MOEAD_PBI
均值、方差

NSGA-III
均值、方差

Hype
均值、方差

MSOPS 
均值、方差 

LMEA 
均值、方差 

WFG1 

8 1.55E+07 
(1.15E+12) 

1.59E+07†
(1.02E+12) 

1.02E+07†
(1.20E+11)

1.89E+07
(3.10E+12)

1.46E+07† 
(1.94E+11) 

1.37E+07† 
(2.83E+11) 

10 5.94E+09 
(1.21E+17) 

4.77E+09†
(4.15E+16) 

3.81E+09†
(1.48E+16)

7.32E+09
(1.35E+18)

5.45E+09† 
(8.29E+16) 

4.91E+09† 
(9.00E+16) 

15 7.11E+16 
(3.00E+31) 

5.28E+16†
(1.46E+30) 

5.00E+16†
(5.08E+30)

1.12E+17
(1.97E+32)

1.06E+17† 
(8.33E+31) 

5.51E+16† 
(4.28E+31) 

20 4.65E+24 
(1.68E+47) 

3.23E+24†
(5.96E+45) 

3.15E+24†
(1.34E+46)

6.26E+24†
(1.50E+48)

6.76E+24 
(6.14E+47) 

2.73E+24† 
(1.22E+47) 

WFG2 

8 3.33E+07 
(3.96E+12)

2.66E+07†
(3.44E+12) 

3.23E+07
(8.93E+12)

2.83E+07†
(4.03E+12)

3.10E+07† 
(9.69E+12) 

3.08E+07† 
(2.19E+09) 

10 1.33E+10 
(4.11E+17)

1.03E+10†
(7.33E+17) 

1.26E+10
(1.51E+18)

1.08E+10†
(1.81E+17)

1.29E+10† 
(1.01E+18) 

1.22E+10† 
(1.16E+15) 

15 1.81E+17 
(1.49E+32)

1.47E+17†
(8.79E+31) 

1.77E+17
(2.74E+32)

1.38E+17†
(3.19E+32)

1.78E+17 
(2.78E+32) 

1.66E+17† 
(3.46E+30) 

20 1.23E+25 
(7.48E+47)

1.01E+25†
(5.45E+47) 

1.22E+25
(9.72E+47)

8.84E+24†
(2.30E+48)

1.18E+25 
(1.42E+48) 

1.12E+25† 
(4.96E+45) 

WFG3 

8 2.12E+07 
(2.96E+12) 

1.55E+07†
(1.32E+12) 

1.65E+07†
(4.04E+12)

3.16E+06†
(1.78E+11)

1.76E+07† 
(1.91E+12) 

2.20E+07 
(1.69E+10) 

10 8.23E+09 
(2.89E+17)

2.99E+09†
(2.04E+17) 

6.38E+09†
(7.80E+17)

1.01E+09†
(2.13E+16)

7.10E+09† 
(2.19E+17) 

8.08E+09 
(1.51E+15) 

15 1.06E+17 
(1.34E+32) 

2.95E+16†
(2.63E+30) 

6.39E+16†
(1.16E+32)

9.09E+15†
(2.61E+30)

9.01E+16† 
(6.69E+31) 

1.09E+17 
(1.17E+30) 

20 7.00E+24 
(5.44E+47) 

1.49E+24†
(4.32E+45) 

4.00E+24†
(3.61E+47)

4.28E+23†
(5.42E+45)

5.02E+24† 
(2.54E+47) 

7.24E+24 
(8.82E+45) 

WFG4 

8 2.92E+07 
(5.24E+11)

2.27E+07†
(2.21E+12) 

1.71E+07†
(1.39E+13)

9.48E+06†
(3.91E+12)

2.84E+07 
(7.48E+11) 

2.74E+07† 
(1.06E+11) 

10 1.17E+10 
(8.92E+16)

6.69E+09†
(1.63E+18) 

7.46E+09†
(8.44E+17)

3.42E+09†
(1.75E+17)

1.14E+10† 
(1.49E+17) 

1.09E+10† 
(1.77E+16) 

15 1.69E+17 
(2.62E+31)

7.93E+16†
(1.31E+32) 

1.23E+17†
(1.66E+32)

4.31E+16†
(3.36E+31)

1.62E+17† 
(3.91E+31) 

1.50E+17† 
(5.57E+30) 

20 1.10E+25 
(1.85E+47)

5.16E+24†
(1.13E+47) 

9.49E+24†
(3.88E+47)

2.59E+24†
(1.40E+47)

1.09E+25 
(2.60E+47) 

9.51E+24† 
(4.54E+46) 

WFG5 

8 2.79E+07 
(4.98E+11) 

2.40E+07†
(1.81E+12) 

3.01E+07
(5.84E+12)

9.68E+06†
(7.05E+12)

2.71E+07 
(4.57E+11) 

2.48E+07† 
(1.63E+11) 

10 1.11E+10 
(9.43E+16)

6.28E+09†
(1.15E+18) 

7.57E+09†
(4.15E+17)

3.01E+09†
(1.43E+17)

1.09E+10 
(8.05E+16) 

9.67E+09† 
(2.66E+16) 

15 1.60E+17 
(2.10E+31)

8.08E+16†
(1.88E+32) 

1.38E+17†
(7.28E+31)

3.71E+16†
(2.59E+31)

1.55E+17† 
(2.39E+31) 

1.31E+17† 
(5.24E+30) 

20 1.09E+25 
(1.03E+47)

4.89E+24†
(5.87E+47) 

1.01E+25†
(7.76E+46)

2.24E+24†
(9.64E+46)

1.06E+25† 
(1.20E+47) 

8.21E+24† 
(5.45E+45) 

WFG6 

8 2.86E+07 
(4.77E+11) 

1.76E+07†
(6.06E+12) 

3.05E+07
(9.11E+11)

1.43E+07†
(3.12E+13)

2.78E+07† 
(7.75E+11) 

2.65E+07† 
(4.71E+11) 

10 1.16E+10 
(1.04E+17)

4.71E+09†
(8.09E+15) 

8.75E+09†
(1.34E+18)

3.01E+09†
(4.22E+17)

1.14E+10 
(1.54E+17) 

1.05E+10† 
(3.92E+16) 

15 1.66E+17 
(1.23E+31)

6.47E+16†
(2.20E+30) 

1.17E+17†
(2.84E+32)

3.19E+16†
(6.82E+31)

1.61E+17† 
(3.27E+31) 

1.46E+17† 
(5.66E+30) 

20 1.15E+25 
(6.69E+46)

4.46E+24†
(1.37E+46) 

9.44E+24†
(3.90E+47)

2.31E+24†
(2.38E+47)

1.12E+25† 
(1.01E+47) 

9.37E+24† 
(3.65E+45) 

WFG7 

8 1.68E+07 
(1.67E+13) 

1.90E+07†
(4.82E+12) 

2.72E+07†
(4.37E+13)

1.50E+07†
(6.82E+12)

2.95E+07 
(4.49E+11) 

2.81E+07 
(6.13E+09) 

10 6.49E+09 
(4.02E+18) 

5.47E+09
(6.92E+17) 

7.76E+09
(1.81E+18)

3.74E+09†
(1.18E+18)

1.18E+10 
(1.21E+17) 

1.12E+10 
(1.64E+15) 

15 6.51E+16 
(4.07E+32) 

7.14E+16†
(4.24E+30) 

1.39E+17†
(5.72E+31)

3.95E+16†
(3.63E+31)

1.52E+17 
(5.93E+31) 

1.53E+17 
(3.15E+31) 

20 3.75E+24 
(7.30E+47) 

4.93E+24†
(2.24E+46) 

1.08E+25
(1.67E+47)

2.45E+24†
(1.49E+47)

7.75E+24† 
(4.81E+47) 

8.91E+24 
(4.75E+47) 
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Table 4  Experimental results of DS-NSGA-II, MOEAD_PBI, NSGA-III, Hype ,MSOPS 
and LMEA on WFG series test problems (Continued) 

表 4  DS-NSGA-II,MOEAD_PBI,NSGA-III,Hype,MSOPS,LMEA 在 WFG 系列测试问题上的实验结果(续) 

测试问题 目标 
维数 

DS-NSGA-II
均值、方差

MOEAD_PBI
均值、方差

NSGA-III
均值、方差

Hype
均值、方差

MSOPS 
均值、方差 

LMEA 
均值、方差 

WFG8 

8 1.79E+07 
(1.75E+12) 

1.04E+07†
(2.55E+13) 

1.45E+07†
(8.06E+12)

1.50E+07†
(4.61E+12)

2.16E+07 
(4.01E+12) 

2.30E+07 
(1.54E+11) 

10 6.40E+09 
(4.13E+17) 

5.39E+09
(1.63E+19) 

7.51E+09†
(7.59E+17)

4.49E+09†
(1.20E+18)

7.90E+09 
(4.40E+17) 

8.51E+09 
(3.88E+16) 

15 7.47E+16 
(7.65E+31) 

8.73E+16
(4.78E+33) 

1.36E+17
(1.00E+32)

3.84E+16†
(3.89E+31)

9.43E+16† 
(1.69E+32) 

1.22E+17 
(1.30E+32) 

20 4.52E+24 
(3.90E+47) 

7.26E+24
(2.45E+49) 

1.02E+25
(2.89E+47)

2.39E+24†
(1.69E+47)

6.11E+24† 
(1.14E+48) 

8.56E+24 
(2.61E+47) 

WFG9 

8 1.31E+07 
(1.59E+12) 

1.50E+07†
(1.47E+13) 

2.56E+07
(4.13E+12)

9.13E+06†
(4.70E+12)

2.13E+07† 
(2.65E+12) 

2.29E+07 
(4.65E+11) 

10 4.66E+09 
(3.36E+17) 

4.03E+09
(2.40E+18) 

7.93E+09
(3.95E+17)

3.23E+09†
(7.72E+17)

7.68E+09† 
(6.44E+17) 

8.28E+09 
(1.88E+17) 

15 5.85E+16 
(5.08E+31) 

3.15E+16†
(3.66E+32) 

1.03E+17
(7.80E+31)

3.92E+16†
(9.15E+31)

9.83E+16† 
(1.12E+32) 

1.03E+17 
(2.04E+31) 

20 3.09E+24 
(2.33E+47) 

2.03E+24†
(3.67E+48) 

8.14E+24
(2.36E+47)

2.27E+24†
(3.25E+47)

5.37E+24† 
(1.16E+48) 

5.66E+24 
(9.06E+46) 

从表 3 和表 4 中我们可以看到,DS-NSGA-II 不论在 DTLZ 系列测试问题还是在 WFG 系列测试问题上,对
大部分的测试问题都具有良好的表现.DTLZ1-3测试问题中,DS-NSGA-II大部分情况下不同程度地优于其他算

法,LMEA 的 IGD 值较接近于 DS-NSGAII.但总体略差,而在 DTLZ5-6 退化的测试问题上,LMEA 表现较好,但是

DS-NSGA-II 在这类问题尤其是 DTLZ5 上明显优于其他算法.在 DTLZ7 不连续的测试问题中,DS-NSGA-II 则
优于其他算法.在 WFG2,WFG5,WFG6 测试问题上,DS-NSGA-II 表现良好;对于 WFG3 问题,LMEA 表现更好一

些,但是 DS-NSGA-II 与之相比非常接近且明显好于其他算法. 
同时,我们也能看到,DS-NSGA-II 在 DTLZ 系列中的 DTLZ4,DTLZ6 问题上,在 WFG 系列中的 WFG1, 

WFG7~WFG9 问题上的性能并不是很好.关于 DS-NSGA-II 对大部分测试问题性能良好的原因,在前面小节中

已有解释,这里主要分析一下 DS-NSGA-II为何在 DTLZ4,DTLZ6,WFG7~WFG9 这些测试问题上表现不佳,主要

原因有两个方面:一是本文中问题采样分析的方法较为初始简单,采样分析结果与实际问题可能会有一定的偏

差,导致在算法的搜索过程中产生一定偏差;二是 NSGA-II 算法的分布性保持机制(聚集距离)本身存在一定的

瓶颈.同时,DTLZ4,WFG 问题对算法的保持分布性的能力要求较高. 
图 10 是 6 个算法在 15 维的 DTLZ3 和 WFG3 的实验结果图(左列为 DTLZ3,右列为 WFG3). 

     

DS-NSGA-II 

Fig.10  Experimental results of DS-NSGA-II, MOEAD_PBI, NSGA-III, Hype, MSOPS 
and LMEA on DTLZ3 and WFG3 

图 10  DS-NSGA-II,MOEAD_PBI,NSGA-III,Hype,MSOPS,LMEA 在 DTLZ3 和 WFG3 上的实验结果图 
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图 10  DS-NSGA-II,MOEAD_PBI,NSGA-III,Hype,MSOPS,LMEA 在 DTLZ3 和 WFG3 上的实验结果图(续) 
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从图中我们可以看出,NSGA-III 和 Hype 在 DTLZ3 问题上都不能很好地收敛;DS-NSGA-II,MOEAD-PBI, 
MSOPS,LMEA 都可以收敛;DS-NSGA-II,LMEA 的分布性较优. 

WFG3 是一个退化问题,从图中我们可以看出,Hype 收敛于一点;其他算法甚至都不能收敛;DS-NSGA-II 与
LMEA 不仅能很好地收敛到 PF 上,而且分布性也较好. 

总体而言,从实验结果看,引入 DS 策略的算法较之原算法对于连续高维多目标优化问题在性能上有了明

显的提高.与当下比较流行经典的一些其他算法相比较,虽然 DS-NSGA-II 并不是在高维所有测试的问题上都

优于其他方法,但在绝大多数问题上优于其他算法或性能接近.总之,由于 DS 策略的引入,使得 DS-NSGA-II 与

当下较流行的高维多目进化算法相比有了较强的竞争力. 

4   总结与展望 

本文提出一种基于决策空间的定向搜索策略,通过对优化问题的采样分析,得出决策空间的收敛性控制向

量和分布性控制向量,再通过一个或少数几个解,确定收敛性子空间和分布性子空间,一改之前算法同时保持收

敛性和分布性的机制,将算法搜索过程分为收敛性搜索阶段和分布性搜索阶段,分别对应收敛性子空间和分布

性子空间进行搜索优化.在收敛性搜索阶段,侧重于种群的收敛性,使少数几个解可以快速收敛至真实 PF 附近;
在分布性搜索阶段,侧重于种群的分布性,利用原算法的分布性保持机制,使种群较均匀广泛地覆盖整个 PF,同
时也会对算法的收敛性进行微小的优化. 

本文具有以下创新性和优点. 
(1) 根据连续多目标优化问题的特性,对多目标优化提供了新的视角:对种群的收敛性和分布性进行分阶

段侧重优化.这样可以很大程度弱化高维多目标问题优化时收敛性和分布性之间的冲突; 
(2) 提出在种群中个体间的比较是:同分布性个体之间比较收敛性,或同收敛性个体之间比较分布性.这

样可以在高维多目标问题优化环境选择时,增加个体的选择压力; 
(3) 根据对优化问题的采样分析,在算法优化过程中对子代个体的生成有一个宏观的影响,使得搜索的目

的性更强.对于高维多目标优化问题搜索能力不足的问题,有目的性地搜索集中了计算资源,避免了

在不必要区域进行搜索导致的计算资源浪费. 
同时,DS 策略也面临一些问题,如:针对优化问题的采样分析和子空间确定的准确性,很大程度会影响算法

的效率和准确性,采用什么样的数学方法进行采样分析,以及是否在搜索过程中对问题进行多次有针对性的采

样分析;对于复杂 PS 问题的优化,如何准确地确定子空间,以及确定后如何高效恰当地在子空间中生成解等. 
这些问题都需要花费时间和精力进一步研究,这也是本人下一步的研究内容. 
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