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摘  要: 现实中大量存在的高维多目标优化问题对以往高效的多目标进化算法提出了严峻的挑战.通过将分解策

略和协同策略相结合提出一种高维多目标进化算法 MaOEA/DCE.该算法利用混合水平正交实验方法在聚合系数

空间产生一组均匀分布的权重向量以改善初始种群的分布性;其次,算法将差分进化算子和自适应 SBX算子进行协

同进化,以产生高质量的子代个体,并改善算法的收敛性.该算法与另外 5 种高性能的多目标进化算法在基准测试函

数集 DTLZ{1,2,4,5}上进行对比实验,利用改进的反转世代距离指标 IGD+评估各算法的性能.实验结果表明, 
MaOEA/DCE 算法与其他对比算法相比,在总体上具有较为显著的收敛性和分布性优势. 
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Abstract:  In real-world, there exist lots of many-objective optimization problems (MaOPs), which severely challenge well-known 
multi-objective evolutioanry algorithms (MOEAs). A many-obective evolutioanry algorithm combining decomposition and coevolution 
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(MaOEA/DCE) is presented in this paper. MaOEA/DCE adopts mix-level orthogonal experimental design to produce a set of weight 
vectors evenly distributed in weight coefficient space, so as to improve the diversity of initial population. In addition, the MaOEA/DCE 
integrates differential evolution (DE) with the adaptive SBX operator to generate high-quality offspring for enhancing the convergence of 
evolutionary population. Some comparative experiments are conducted among MaOEA/DCE and other five representative MOEAs to 
examine their IGD+ performance on four MaOPs of DTLZ{1,2,4,5}. The experimental results show that the proposed MaOEA/DCE has 
overall performance advantage over the other peering MOEAs in terms of convergence, diversity, and robustness. 
Key words: many-objective optimization; decomposition strategy; mix-level orthogonal experimental design; many-objective evolutionary 

algorithm 

现实中很多优化问题需要同时优化多个目标 ,这类问题通常被称为多目标优化问题 (multi-objective 
optimization problem,简称 MOP).MOP 问题的特征在于多个目标函数之间相互冲突,而且一般不存在唯一的解

能够同时满足多个最优化的目标函数.因此,MOP 问题的求解结果通常是一组折中的解,即 Pareto 解集[1].鉴于

MOP 问题的复杂性,使得传统的数学解析方法难以处理,而进化算法(evolutionary algorithm,简称 EA)是一类通

过模拟生物进化机制发展而来的基于群体的随机优化方法.EA 算法具有适于求解 MOP 问题的若干良好特性,
因而在多目标优化领域受到广泛关注.迄今为止,研究者基于不同的研究背景和视角发展出了多种多目标进化

算法(multi-objective evolutionary algorithm,简称 MOEA),其中,基于 Pareto 最优性的 NSGA-II[2]和 SPEA2[3]算法

即是其中的经典算法.近年来,一些新型的进化模型陆续引入到多目标优化和高维多目标优化中,包括多目标粒

子群算法 MOPSO[4]、改进速度更新的 SMPSO 算法[5]、基于分布估计的 RM-MEDA 算法[6]和多目标烟花爆炸

算法等[7].近几年来,混合型 MOEA 算法相继产生,其中代表性的工作包括 Molina[8]、Nebro[9]和 Solima[10]等人的

工作.基于混合策略的 MOEA 算法根据算法或算子的优劣,通过取长补短的做法发展出高效的 MOEA 算法.实
践证明,混合型方法是一种很有效的策略. 

随着经济与社会的发展,更多个优化目标的优化问题大量涌现,研究者通常把目标数大于等于 4 的优化问

题称为高维多目标优化问题(many-objective optimization problem,简称 MaOP).一般而言,MaOP 问题与 MOP 问

题相比,具有更加难以求解的特征,主要表现在:1) Pareto 支配关系在高维目标空间者难以区分解个体的优劣,从
而严重削弱了种群的进化压力;2) 为了表征 MaOP 问题的 Pareto 前沿,所需使用的非支配解数量依目标数呈指

数增加(例如,对于 m 个目标的 MaOP 问题,按每个目标上分布 k 个解来计算,则需要 mkm−1 个解来表示 Pareto 前

沿);3) 难以可视化 Pareto 前沿,因为按照人类的认识水平,对 4 维及以上空间其图形特征无法准确地刻画.此外,
一旦多样性保持机制在群体进化中占据主导,则有很大可能迟滞种群逼近真实的 Pareto 前沿,从而对进化过程

带来较大的负面影响[11−13].近期的一些研究也表明,当优化问题的目标数目增至 10 个或更多时,基于 Pareto 支

配的 MOEA 算法甚至比随机搜索算法表现得更差[14]. 
为了应对高维多目标问题带来的挑战,研究者从不同方面开展了研究,概括起来可以将其分成如下几种 

类型. 
1) 引入数学分析中的降维思想,将高维多目标问题降为低维目标问题.这类方法假定 MaOP 问题的目标

集合中存在冗余目标,通过分析目标之间的关系,在尽可能保持解集支配结构的前提下,消除与其他

目标不冲突的冗余目标或者组合彼此不冲突的目标.但是这种方法并非适合所有的 MaOP 问题,某些

问题并不能很好地保证降维的有效性. 
2) 基于评估指标的方法 .这类方法通过直接优化 Pareto 近似解集的评估指标 (例如超体积指标

Hypervolume 等)来优化待解问题.其实质是将 MaOP 问题转化成一个优化指标函数的单目标优化问

题.然而,基于指标的方法也存在指标,尤其是超体积指标计算复杂度很高的缺点. 
3) 利用偏好的方法.在多目标优化中,偏好意味着决策者给目标赋予了不同的值来表示其重要程度或者

优先处理的顺序.它使得搜索过程或者优化结果可以处于决策者感兴趣的区域.这一类方法需要用户

预先指定偏好或要求与搜索进程进行交互,因而增大了用户使用算法的难度. 
4) 使用新的支配关系.新的支配关系主要利用目标优劣的计数或者目标之间的差距来区分非劣解,通过
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细粒化区分解个体来促进种群进化压力的改善,加快算法收敛.但这些新的支配关系仍存在不满足传

递性和/或需要预先设置合适参数的问题. 
5) 利用分解的方法将 MOP 问题分解成多个子问题,每个子问题通过交换各自解的信息来加快搜索, 

MOEA/D 算法[15]则是此类算法的典型范例.MOEA/D 中的分解策略可采用加权和方法、切比雪夫方

法和边界交叉法等进行聚合.一般地,聚合的标量优化问题的最优解是原MOP问题的一个Pareto最优

解,而原 MOP 问题的一个 Pareto 最优解也可能是某个聚合标量优化问题的最优解.因此,对 MOP 问题

Pareto 前沿的逼近即可转化成对多个标量优化问题的求解,这也是很多传统数学规划方法逼近 Pareto
前沿的基本思想. 

MOEA/D 算法框架的易用性和包容性吸引了多目标优化领域研究的关注.有关 MOEA/D 算法及其变种的

研究大致可分为以下几类. 
1) 将 MOEA/D 算法同其他启发式算法相结合.Li 等人[16]将 MOEA/D 和模拟退火算法相结合来求解组

合优化问题;Moubayed 等人[17]将 MOEA/D 和粒子群优化算法相结合求解连续优化问题;Ke 等人[18]

将 MOEA/D 和蚁群算法相结合求解多目标 0-1 背包问题和 2 目标旅行售货商问题,取得了较好的  
效果. 

2) 将新的分解机制融入到 MOEA/D 框架.Zhang 等人[19]提出一种 NBI 型切比雪夫分解方法求解具有不

同比例的 MOP 问题;Hisao 等人[20]建议同时使用不同的聚合方法来构建标量优化问题;Wang 等人[21]

提出对分解子问题施以一定的约束,并适应性地调整约束,以平衡算法的收敛性和多样性. 
3) 新的权重向量方法.Tan 等人[22]提出利用均匀设计方法设置聚合系数,以求解高维多目标优化问题;Qi

等人[23]提出一种周期性调整权重向量的 MOEA/D 算法,其通过对切比雪夫聚合函数做几何分析,进
而提出一种新的聚合系数初始化技术,并根据复杂 Pareto 前沿的特点,自适应调整权重向量来改善解

的均匀性. 
4) 在 MOEA/D 中加入新的重组和/或变异算子.Li 等人[24]将差分进化算法引入 MOEA/D 中,形成了

MOEA/D-DE 算法.实验结果表明,MOEA/D-DE 算法的性能显著地优于 NSGA-II.Zhou 等人[25]利用高

斯概率模型的重组方法对种群进行建模和采样,实验结果表明,该方法对具有复杂 Pareto 前沿的 MOP
问题有效.文献[26]进一步提出了结合混合高斯模型的 MOEA/D 算法.该方法通过计算邻域个体的相

似性来重用模型,既保证了模型的质量,也降低了建模的次数,改善了算法的效率.Chen 等人[27]通过利

用引导的变异算子代替差分进化算子以及使用优先级队列的更新机制来增强 MOEA/D 算法的性能. 
5) 设计 MOEA/D 的并行版本.Nebro 等人[28]研究了多目标元启发式 MOEA/D 算法的并行化.文献[29]在

GPU 上实现了 MOEA/D-ACO 算法,以求解多目标旅行售货商问题. 
综上,基于分解的 MOEA/D 算法不依赖于 Pareto 支配,避免了使用 Pareto 支配关系所存在的缺陷.另外, 

MOEA/D 算法使用聚合系数将 MOP 问题的各目标聚合成标量优化的子问题,因而优化目标数目增多不会加大

MOEA/D 算法解题难度.因此,基于分解的 MOEA/D 算法具有解决高维多目标优化问题的潜力. 
综上所述 ,本文根据 MaOP 问题的特点 ,将分解策略和协同进化策略相结合提出 MaOEA/DCE(many- 

objective evolutionary algorithm based on decomposition and coevolution)算法.MaOEA/DCE 算法的特点在于:  
1) 利用混合水平正交设计方法产生合适规模且均匀分布的初始种群;2) 将差分进化算子和自适应 SBX 算子

实施协同进化以生成子代个体,提高算法的收敛性.这两种策略在种群的进化过程中有效地协同,以改善算法的

总体性能. 
本文第 1 节是 MaOP 问题的基本知识.第 2 节是 MaOEA/DCE 算法的设计细节和流程.第 3 节是实验部分.

第 4 节是本文的结论. 

1   基本知识 

根据对偶原理,以最小化问题为例,可以将一个 MOP 问题形式化地描述如下[30]. 
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其中,n 是决策变量的数目,x 是 n 维的决策向量,X 表示决策空间;m 是 MOP 问题的目标个数,y 是 m 维的目标向

量,Y 表示目标空间,F 表示需要同时优化 m 个目标的映射函数.通常,当 m≥4 时,式(1)被称为高维多目标优化问

题.需要说明的是,这里仅考虑连续优化问题,离散型优化问题不在本文的讨论范围之内. 
以下是多目标优化中几个重要的概念.1) Pareto 支配:假设 x1 和 x2 是决策空间 X 中的两个解点,如果 x1 的目 

标函数都不大于并且至少存在 1 个小于 x2 的目标函数,则称 x1 Pareto 支配 x2,记为 x1≺x2.2) Pareto 解集:设 x*为 

决策空间 X 中的点,如果 x*不被 X 中其他解点 Pareto 支配,则称 x*为非支配解(亦称有效解或非劣解).3) Pareto
解集:决策空间 X 中的所有非支配解得集合称为 Pareto 解集(Pareto set,简称 PS).4) Pareto 前沿:PS 中所有的点

在目标空间 Y 中的映像点的集合构成 Pareto 前沿(Pareto front,简称 PF). 

2   MaOEA/DCE 算法 

2.1   混合水平正交实验设计方法 

在决策者偏好信息未知的情况下,构造一组均匀分布的权重向量,以期获得一组均匀分布于 Pareto 前沿的

解,是 MOEA/D 算法及其变种的常用做法.设 N 为 MOEA/D 算法中权重向量的数目(亦即种群的规模),m 为 

MaOP 问题的目标数,λ1,λ2,…,λN 为 N 个不同的权重向量,其中,每个权重向量 1 2( , ,..., )i i i i
mλ λ λ λ= 中的分量 i

jλ 从

1 20, , ,..., H
H H H

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

中不重复取值,且满足
1

1
m

i
j

j
λ

=

=∑ .需要指出的是,权重向量个数 N 是由用户定义的正整数 H 和目 

标数目 m 确定的,且满足公式(2). 

 1
1

m
H mN C −

+ −=  (2) 

由公式(2)可知,随着目标个数 m 的增大,种群规模 N 将呈非线性方式增长.在高维目标空间中,由于目标数

较大,如果沿用这种权重向量生成方式,则需要一个规模庞大的种群参与进化过程,从而导致巨大的计算资源耗

费.表 1 给出了在不同的(H,m)取值下,利用公式(2)产生的种群规模 N 的大小. 

Table 1  Population size N derived from H and m 
表 1  由 H 和 m 得到的种群规模 N 

m H 
12 25 149 199 249 

2 13 26 150 200 250 
3 91 351 11 325 20 100 31 375 
4 455 3 276 573 800 1 353 400 2 635 500 

10 293 930 52 451 256 1.3408E14 8.1008E12 10212E16 

由表 1 可知,MOEA/D 算法产生权重向量的方法并不适合高维目标空间,需要采用新的权重向量生成策略

生成满足用户指定规模且均匀分布于聚合系数空间的权重向量.这里采用文献[31]中提出的混合水平正交设计 

方法 MLOA(mixed level orthogonal array)产生接近于使用者期望规模的初始种群.不妨设 M= 1 2
1 2( )N N

ML Q Q 表示

一个混合水平的正交表 ,其中 1
1 1( )N

ML Q 和 2
2 2( )N

ML Q 分别表示两个相混合的等水平正交表 ,M1,M2 分别表示

1
1 1( )N

ML Q 和 2
2 2( )N

ML Q 的行数,而且 M=M1×M2, 1 2
1 1 2 2,J JM Q M Q= = ,N1,N2 分别表示两个等水平正交表的行数,Q1, 

Q2 则表示它们的划分水平的数目.如果用 J1 和 J2 表示两个等水平正交表的正交指数,则其满足如下关系的正 
整数: 
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不难看出, 1 2
1 2( )N N

ML Q Q 可以通过调整 1
1 1( )N

ML Q 和 2
2 2( )N

ML Q 的因素个数和水平划分数目来达到使用者所 

需要的权重向量的数目[31].其中,文献[32]给出了创建等水平正交表的过程,在创建了等水平正交表的基础上,可 

采用算法 1的方法构造混合水平正交表 1 2
1 2( )N N

ML Q Q .根据文献[31]的研究,本文的 J1取值为 2,J2将视待解 MaOP 

问题的不同取值为 1 或 2. 
算法 1. Construction_mixed_level_orthogonal_array. 
Input:两个相混合的等水平正交表的划分水平 Q1,Q2;正交指数 J1,J2. 
Output: 混合正交矩阵

1 2, ( )( )i j M N Nc × + . 

1. 利用算法 1 构造等水平正交表 1
1 1 11 ,( ) ( )N

M i j M NL Q a ×= 和 2
2 2 22 ,( ) ( ) .N

M i j M NL Q b ×=  

2. for (k=0; k<M1; k++) 
3.  for (i=0; i<M2; i++) 
4.   

2( 1) [ , ]k M i k ic a b− + =  

5.  end 
6. end 
7. 输出混合水平正交矩阵

1 2, ( )( )i j M N Nc × + . 

当混合水平正交产生后即可利用算法 2 生成规模为 N 的权重向量集合{λ1,λ2,…,λN},其中,每一个权重 

1 2( , ,..., )i i i i
mλ λ λ λ= 的各分量 i

jλ (i=1,2,…,N;j=1,2,…,m)需满足
1

1.
m

i
j

j
λ

=

=∑  

算法 2. Generation_weight_vectors_with_MLOA. 
Input:种群规模 N;目标数目 m;正交指数 J1,J2. 
Output:N 个均匀分布的权重向量. 
1. 根据用户设置的种群规模 N 和问题的目标数 m 确定相混合的两个等水平正交表的划分水平 Q1,Q2. 

2. 基于划分水平 Q1,Q2 和正交指数 J1,J2,利用算法 2 构造混合水平正交表 1 2
1 2( )J J

ML Q Q . 

3. 对混合水平正交表均匀采样,得到 N 个均匀分布的权重向量{{λ1,λ2,…,λN}. 
4. 输出 N 个均匀分布的权重向量. 
综上,混合水平正交表可以通过调整两个等水平正交表的关键参数来生成使用者所需要的实验组数,然后

再均匀采样获得 N 个权重向量.这样,既得到了合适的权重向量集,又节省了计算资源. 

2.2   分解机制 

把一个 MaOP 问题分解为一系列子问题 min gi(x),i=1,2,…,N,每个子问题的最优解对应于 MaOP 问题的一

个 Pareto 最优解.其中,每个子问题的目标函数是各个目标分量的聚合函数,每个子问题对应一个权重向量λi= 

1 2( , ,..., ),i i i
mλ λ λ i=1,2,…,N.常用的分解方法有加权和方法、切比雪夫方法和边界相交法.加权和方法虽然简单,但 

对于多目标优化问题的 Pareto 前沿为非凸的情况,该方法难以找到 Pareto 最优解(针对最小化问题,反之亦然).
另外,加权和方法的权重系数也不易确定,需要人为的经验或通过实验确定.边界相交法虽然能够找到均匀的

Pareto 解集合,但它需要处理等式约束,需要预先设定惩罚系数θ值,其也需要人为指定或通过实验确定.对比加

权和方法与边界相交法,切比雪夫方法不仅能够处理 Pareto 前沿为非凸的复杂情形,而且能够减少人为因素和

反复实验的不利方面.鉴于此,这里利用切比雪夫方法作为本文的分解机制. 

设种群的规模为 N,目标个数为 m,Λ=(λ1,λ2,...,λN)为权重向量集合,其中, 1 2( , ,..., )i i i i
mλ λ λ λ= 且满足

1
1,

m
i
j

j
λ

=

=∑  
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则第 i 个子问题可表示如下: 

 * *

1
( | , ) min { | ( ) |}te i i

j j jj m
g x z f x zλ λ= −

≤ ≤
 (4) 

其中, * * * *
1 2( , ,..., )mz z z z= 是最优参考点.一般地,最优参考点较难获得,通常利用 * min{ ( ) | }j jz f x x X= ∈ (j=1,2,…,m) 

作为近似最优参考点. 
为了避免因 MaOP 问题各目标函数取值范围的差别过大,以及不同量纲等带来误差而影响算法的性能,需

要对目标函数进行规范化,将其函数值映射到[0,1]区间内.例如,fj(j=1,2,…,m)可以用下式进行替换. 

 
*

max *
j ij

j j

f z
f

z z
−

=
−

 (5) 

这里的 z*同公式(4)中的规定, max max max max
1 2( , ,..., )mz z z z= ,而 max max{ ( ) | }j jz f x x X= ∈ .进一步地,为减少计算 z*和

zmax 的开销,用 zj 来近似 *
jz ,用 max

jz 来近似 max
jz ,且 zj=min{fj(x)|x∈pop},而 max

jz =max{fj(x)|x∈pop}.这里的 pop 表示 

进化算法当前世代种群.由此,公式(4)可进一步表示成下面的形式. 

 *
max1

( | , ) min j jte i i
jj m

j j

f z
g x z

z z
λ λ

⎧ ⎫−⎪ ⎪= ⎨ ⎬
−⎪ ⎪⎩ ⎭

≤ ≤
 (6) 

2.3   邻域分配 

设子问题 gi(x)对应一个权重向量λi,则 gi(x)的邻域可通过在权重向量集合Λ中选择与λi 的欧式距离最近的 

T 个权重向量构成.即子问题 gi(x)的邻域 B(i)={i1,i2,…,iT},其中, 1 2, ,..., Ti i iλ λ λ 是与λi 最近的 T 个权重向量. 
图 1 以邻域规模为 5 的 2 目标优化问题为例示意邻域的概念. 

 

Fig.1  An illustration of neighborhood in MOEA/D 
图 1  MOEA/D 中邻域示意图 

每一代种群由每个子问题的当前最优解构成,对每个子问题的进化操作限制在其邻域内进行.对产生的新

个体不仅更新其父代个体,而且会更新其邻域个体,使得更优的新个体尽可能地保留到下一代.正因为子问题在

重组和更新操作中的相互合作,使得 MOEA/D 算法能够同时优化所有子问题. 

2.4   子代生成的协同策略 

子代的生成策略对进化算法的搜索性能具有重要影响,文献[33]将仿二进制交叉算子(SBX)用于 MOEA/D
算法生成子代,虽然 MOEA/D-SBX 算法在 ZDT 和 DTLZ 系列测试题上表现良好,但该算法存在探索能力不足、

种群丧失多样性以及 SBX 算子产生劣解等缺点.针对这些不足,Li 等人将 DE/rand/1 差分进化和多项式变异算

子用于 MOEA/D 算法,以生成质量较好的后代.实验结果表明,MOEA/D-DE 算法在处理连续的、具有复杂 PS
的 MOP 问题上具有显著的优势.必须指出,差分进化算子结合多项式变异的子代生成策略仍有较大的改善空
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间,其原因在于:(1) DE 算子中的差分信息类似于梯度,当随机选择的差分个体之间的差异较大时,差分信息并不

能作为一种梯度信息来有效地指导算法搜索;(2) MOEA/D 算法的种群在不同的进化阶段具有不同的分布状

态,有必要根据种群的分布状况自适应地选择不同的变异方式,以更加高效地搜索 Pareto 前沿. 
基于此,本文利用 DE/best/2 差分进化算子和自适应的 SBX 算子(SA-SBX)[34]共同形成高维多目标进化算

法的子代生成策略.由于 DE/best/2 算子在子问题邻域内选择了更多个父代个体进行重组,丰富了子代的基因

库,有利于生成多样性的个体;其次,SA-SBX 算子根据种群的分布情况自适应地选择父代-中心亦或均值-中心

的方式进行变异,可促进算法较快收敛.DE/best/2算子和 SA-SBX算子相互合作,协同进化,有利于生成高质量的

子代个体. 

设 i
bestx 是子问题 gi(x)当前邻域 B(i)内最好的个体, , , ,i i i i

j k g hx x x x 为在邻域 B(i)内随机选取的不同于 i
bestx 的个

体, i
targetx 为邻域内目标个体,j,k,g,h∈[1,2,…,N]为个体对应的序号,则 DE/best/2 差分进化算子生成的新个体

1 2( , ,..., )i i i i
ny y y y= 的各分量 i

cy (c∈[1:n])可表示如下: 

 DE/best/2: , 1 , , 2 , ,

,

( ) ( ),  with probability 
,                                                  with probability 1

i i i i i
best c j c k c g c h ci

c i
target c

x F x x F x x CR
y

x CR
⎧ + − + −⎪= ⎨ −⎪⎩

 (7) 

这里,CR,F1 和 F2 为差分进化算子的控制参数. 
与 DE/rand/1 算子产生新个体的方式不同,DE/best/2 算子结合了邻域内最优个体的信息,有利于指导后代

个体更有效地搜索.在沿用公式(7)若干记号的基础上,公式(8)给出了 DE/rand/1 差分进化方程. 

 DE/rand/1: , , ,

,

( ),  with probability 
,                      with probability 1

i i i
j c k c g ci

c i
target c

x F x x CR
y

x CR
⎧ + −⎪= ⎨ −⎪⎩

 (8) 

图 2 和图 3 分别在 2-维决策变量空间示意了 DE/rand/1 和 DE/best/2 两种算子的搜索模式,两幅图中最内

层的深色圆形区域表示最优解区域,利用 DE/rand/1 算子产生的后代位于最优区域的边界(如图 2 所示),而采用

DE/best/2 算子生成的后代则位于最优区域的中心位置,表明 DE/best/2 算子生成的个体质量更高. 

 

Fig.2  Search mode in DE/rand/1 
图 2  DE/rand/1 搜索模式 

Fig.3  Search mode in DE/best/2 
图 3  DE/best/2 搜索模式 

实参进化算法一般有两种产生后代的方式. 
• 一种是产生的后代分布于父本的附近,即父代-中心方式.其动机在于:父代个体是经历了优胜劣汰的选

择过程存活下来的,因而父本有较大可能携带了与待解问题相关的信息.若生成的子代个体分布在父

本周围,则有更大的可能搜索到最优解. 
• 另一种则是产生的后代分布于父本的均值的附近,即均值-中心方式.其动机在于:若种群分布于最优值

附近,则以父本的均值为中心搜索,会有更大的可能发现最优解. 
然而在进化算法运行的整个过程中,何时采用何种后代生成策略产生高质量的子代个体,则是改善算法性

能的重要问题. 
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设 p1 和 p2 是执行 SBX 算子的两个父本,dbest 和 davg 分别表示决策空间中种群最好的个体离种群中心点的

距离以及种群各个体离种群中心点的距离之平均值,SA-SBX 算子首先根据每一代种群的 dbest 值和 davg 值确定

出一参数θ (如公式(9)所示),以表征群体的分布状况;然后定义两个虚拟的个体 v1 和 v2(如公式(10)和公式(11)所
示);最后,在此基础上计算子代个体 c1 和 c2(如公式(12)、公式(13)所示).而公式(12)和公式(13)中的参数β(u)则依

据公式(14)产生,其中,u 为区间[0,1]内均匀分布的随机数. 

 best

avg

d
d

θ =  (9) 

 1 2 2 1
1 2 2

p p p pv θ+ −
= −  (10) 

 1 2 2 1
2 2 2

p p p pv θ+ −
= +  (11) 

 c1=0.5(1−β(u))v1+0.5(1+β(u))v2 (12) 
 c2=0.5(1+β(u))v1+0.5(1−β(u))v2 (13) 

 

1
1

1
1

(2 ) ,            if 0.5
( )

1 ,  otherwise
2(1 )

u u
u

u

η

η
β

+

+

⎧
⎪
⎪= ⎨
⎛ ⎞⎪
⎜ ⎟⎪ −⎝ ⎠⎩

≤

 (14) 

公式(9)的θ值可以度量种群逼近或簇拥最优值的程度,而且θ值可自动计算,无需引入额外参数.在公式(10)
和公式(11)中,若θ =0,则 v1=v2 且二者处于两个原始父本(p1 和 p2)的中间位置,这样就实现了均值-中心方式的变

化,使得子代个体多样性减少,算子的开采能力得以增强.若θ =1,则 v1=p1,v2=p2,此时,SA-SBX 即等同于 SBX 算

子.由于 SBX 算子是一种父代-中心的变化,因此,SA-SBX 算子就实现了以父代为中心生成后代的策略.若θ >1,
则意味种群最好解位于群体的边界位置,v1 或 v2 就可以越过 p1 或 p2 所在位置,使子代个体的多样性以及算法的

勘探能力都能得到改善. 

2.5   外部档案更新 

MaOEA/DCE 算法在种群外部设置一个档案集,用于保留算法在搜索过程中获得的非支配解.这里采用渐

进方法对档案进行更新.算法 3 给出了外部档案的更新策略. 
算法 3. Updation_of_external_archive. 
Input:产生的非劣解 x、外部档案最大容量 N ′. 
Output:外部档案中全部非劣解. 
1. if 档案规模未达到最大容量 N ′ 
2.  将个体 x 加入档案中. 
3.  利用 Pareto 支配关系更新档案,剔除档案中被支配的个体. 
4. else 
5.  if 个体 x 支配了档案中部分个体 
6.   剔除档案中被 x 支配的所有个体,将新解 x 加入档案. 
7.  else if 个体 x 与档案中所有成员是非支配关系 
8.   将个体 x 与档案成员一起执行个体密度估计,并剔除多样性最差的个体. 
9.   else 
10.    个体 x 被档案成员支配,舍弃个体 x. 
11.   end if 
12.  end if 
13. end if 
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14. 输出更新后的档案成员. 
算法 3 的第 8 步执行个体密度估计,采用我们此前提出的 3 点最短路径策略[35]. 

2.6   MaOEA/DCE算法流程 

以下为算法 4 给出的 MaOEA/DCE 算法流程. 
算法 4. Flow_of_MaOEA/DCE. 
Input:MaOP 问题(1);最大迭代次数 Cmax;分解子问题数目 N;外部档案规模 N ′;权重向量{λ1,λ2,…,λN};邻域

大小 T;从邻域内选择父本的概率δ;邻域内父代被子代替换的最大数目 nr;分布指数η. 
Output:近似 Pareto 解集 PS:{x1,x2,…,xN};近似 Pareto 前沿 PF:{F(x1),F(x2),…,F(xN)}. 
1. 初始化: 

1.1. 利用权重向量之间的欧氏距离确定每个权重向量的邻域.不妨设每个权重向量的邻域规模为 T, 

且设 B(i)={i1,i2,…,iT},i=1,2,…,N,其中, 1 2, ,..., Ti i iλ λ λ 为距离λi 最近的 T 个权重向量; 
1.2. 采用随机化方法生成初始种群{x1,x2,…,xN},设 FV i=F(xi),i=1,2,…,N; 
1.3. 初始化 z=(z1,z2,…,zm),其中,zj=min{fj(x)|x∈pop},j=1,2,…,m; 
1.4. 初始化迭代计数器 t=0; 

2. 更新: 
for i=1,…,N do 

2.1. 在区间[0,1]内均匀地产生随机数 rand,并置
( ),         if 

{1,..., },  otherwise
B i rand

P
N

δ<⎧
= ⎨

⎩
; 

2.2. 繁殖:从 P 内选出合适的个体执行 DE/rand/2 算子,产生中间个体 y ,并对 y 执行 SA-SBX 变异算 
子,以生成子代新个体 y; 

2.3. 修复:利用问题相关的启发式知识修复 y,得到 y′; 
2.4. 更新 z:若 zj>f(y′),则 zj=f(y′),j=1,2,…,m; 
2.5. 更新邻域解:设 k=0,并执行以下操作: 

1) 如果 k=nr 或者 P 为空,则执行步骤 3;否则,从 P 中随机选一个下标 j; 
2) 若 gte(y′|λj,z)≤gte(xj|λj,z),则 xj=y′,FVj=F(y′),且 k=k+1; 
3) 从 P 中删除下标为 j 的个体并转步骤 1); 

2.6. 更新外部档案:利用算法 3 更新外部档案,并置迭代计数器 t=t+1; 
3. 停止判断:若满足停止条件,则算法停止,输出{x1,x2,…,xN}和{F(x1),F(x2),…,F(xN)}. 
算法 4 的第 2.3 步修复 y 的方法如下:如果 y 的第 j 维的值不在 yj 的范围之内,则对 yj 的值按公式(15)进行

修复. 

 
( ),    
( ),  

j j j j j
j

j j j j j

l r l y y l
y

u r u y y u
+ − <⎧⎪= ⎨ − − >⎪⎩

 (15) 

其中,uj,lj 分别为 yj 的上、下界,r∈(0,1)区间内均匀分布的随机数. 

3   实验结果与分析 

3.1   实验设置 

1) 对等比较算法 
为了检验 MaOEA/DCE 算法的性能,利用 3 种 MOEA/D 算法的变种 MOEA/D-SBX[33],MOEA/D-DE[24]和 

MOEA/D-ACD[21]以及 2 个未使用分解策略的典型算法:改进型非劣分类遗传算法 NSGA-II[2]和基于档案的混

合分散搜索算法 AbYSS[9]共计 5 种经典的 MOEA 算法与本文算法进行性能对比,以评估 MaOEA/DCE 算法的

性能. 
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2) 高维多目标测试函数集 
本文实验将 MaOEA/DCE 算法与 MOEA/D-SBX、MOEA/D-DE、MOEA/D-ACD、NSGA-II 和 AbYSS 算

法一同在 4 目标、10 目标和 30 目标的 DTLZ{1,2,4,5}基准多目标测试问题[36]上进行实验.需要说明的是,本文

的所有实验均在ThinkPad E565电脑上运行,电脑的配置如下:1) CPU: AMD A10-8700P; 2) 1.8GHz主频;3) 8.0G
内存;4) Windows 7 64 位操作系统. 

实验中算法和测试函数的参数设置参考文献[37]中的取值,亦即,(1) 当目标数 m=4,决策向量的长度 n=10,
算法的迭代的最大次数为 2 000 代;(2) 当目标数 m=10 时,决策向量的长度 n=20,算法的迭代的最大次数为    
5 000 代;(3) 当目标数 m=30 时,决策向量的长度 n=50,算法的迭代的最大次数为 10 000 代. 

3) 性能指标 
在高维多目标优化的研究中,超体积(hypervolume,简称HV)经常用来评估算法的性能,其原因在于HV指标

是已知的与 Pareto 关系兼容的一元评估指标,但其不足之处在于,随着优化目标数目的增大(例如目标个数超过

10)以及非支配解数目较大(例如解个体数目超过 1 000)时,HV 值的计算将耗费大量的计算资源.反转世代距离

(inverted generational distance,简称 IGD)通过在真实Pareto前言上均匀抽样一定数目的解点,然后计算这些解点

与近似 Pareto 最优解之间的欧氏距离来评估算法的收敛性和多样性.与 HV 指标相比,IGD 指标的计算效率更

高,这是由于 IGD 指标是通过计算两个点之间的距离获得的,而距离的计算一般较为高效,即便在高维多目标空

间中亦是如此.但必须指出,IGD 指标与 HV 指标相比,最大的缺陷在于其不具有 Pareto 兼容性.为使利用 IGD 指

标计算效率高,同时克服其不兼容 Pareto 最优性的缺陷,文献[38]利用改进的 IGD 指标,即 IGD+指标来评估算法

的性能.IGD+不仅计算两个点之间的距离,同时还考虑到它们之间的 Pareto 关系,因而 IGD+指标兼具弱 Pareto
兼容性,从而提高了度量算法性能的准确性. 

对于一个满足式(1)的最小化多目标优化问题,设 m 为优化目标的个数,Z 是从其已知的真实 Pareto 前沿上

均匀采样获得的参考点集合,A 为算法获得的近似 Pareto 解集,zj=(z1,z2,…,zm)∈Z,j=1,2,…,|Z|,ai=(a1,a2,…,am)∈A, 
i=1,2,…,|A|,则 IGD+指标的计算方式如下: 
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∑ 表示归一化的欧氏距离, max

mf 和 min
mf 分别表示集合 Z 在第 m 个 

目标函数上的最大值和最小值.从公式(16)不难得知,如果 IGD+指标值越小,则近似解集的质量(收敛性和多样

性)就越好.为了计算 IGD+的值,这里的实验在各个测试函数的真实 Pareto 前沿上都均匀地采样 10 000 个解点. 
4) 实验参数 
本文中参与对等比较的算法的主要参数见表 2.表 2 中各参数的含义可通过查阅相应的参考文献而获得. 

Table 2  Parameter settings of six peer algorithms 
表 2  6 种对比算法的参数设置 

Algorithm Parameter settings 
NSGA-II N=100,pc=0.9,pm=1/n,ηc=20,ηc=20 
AbYSS N=100,NRefSet1=10,NRefSet2=10,pc=0.9,pm=1/n,ηc=20,ηc=20 

MOEA/D-SBX N=100,pm=1/n,ηm=20,T=20,δ=0.9nr=2 
MOEA/D-DE N=100,CR=1.0,F=0.5,pm=1/n,ηm=20,T=20,δ=0.9,nr=2 

MOEA/D-ACD N=100,CR=1.0,F=0.5,pm=1/n,ηm=20,T=20,δ=0.9,nr=2 
MaOEA/DCE N=100,CR=1.0,F=0.5,pm=1/n,ηm=20,T=20,δ=0.9,nr=2 

为使实验结果客观、合理和可信,本文的每一种算法在每一个测试实例上均独立执行 30 次,以此统计实验

的结果,而且利用 Wilcoxon’s rank sum test 来统计和比较算法之间水平为α=0.5 的显著性差异. 
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3.2   实验与分析 

表 3~表 6 给出了 6 种算法在 DTLZ{1,2,4,5}测试函数上分别具有 4 目标、10 目标和 30 目标时得到的 IGD+

指标的平均值(mean)和标准方差(std).各表中不同的算法在相同的测试问题上所取得的最佳的 IGD+的均值用

粗体凸显 .各表中的“+”,“-”和“≈”符号分别用于标记对比算法获得的结果要显著地优于、劣于和无差别于

MaOEA/DCE 算法所获得的结果,这里,用采样水平α=0.05 的 Wilcoxon 秩和检验来统计获得的数据. 

Table 3  Comparison of IGD+ on DTLZ1 instances for six algorithms 
表 3  6 种算法在 DTLZ1 函数上获得 IGD+值的比较 

目标个数/算法 NSGA-II AbYSS MOEA/D-SBX MOEA/D-DE MOEA/D-ACD MaOEA/DCE

4 目标 
mean 7.7911e−02 6.9832e−02 2.4356e−02 1.8187e−02 2.0701e−02 6.1942e−03 

std 5.6606e−04 5.4157e−04 8.1132e−04 2.6219e−03 1.0252e−03 6.6735e−04 
rank 6- 5- 4- 2- 3- 1 

10 目标 
mean 2.2968e−01 3.3845e−01 7.2919e−02 3.4618e−02 6.4427e−02 1.8430e−02 

std 6.5522e−04 4.1108e−04 9.2253e−04 2.1961e−03 2.0277e−03 5.9821e−04 
rank 5- 6- 4- 2- 3- 1 

30 目标 
mean 6.7734e−01 9.4144e−01 3.0130e−01 2.9392e−01 2.6554e−01 5.1883e−02 

std 9.4339e−04 5.6814e−04 1.3106e−03 4.2951e−03 3.1288e−03 4.8649e−04 
rank 5- 6- 4- 3- 2- 1 

rank suam 16 17 12 7 8 3 
final rank 5 6 4 2 3 1 

better/worst/similar 0/3/0 0/3/0 0/3/0 0/3/0 0/3/0 − 

Table 4  Comparison of IGD+ on DTLZ2 instances for six algorithms 
表 4  6 种算法在 DTLZ2 函数上获得 IGD+值的比较 

目标个数/算法 NSGA-II AbYSS MOEA/D-SBX MOEA/D-DE MOEA/D-ACD MaOEA/DCE

4 目标 
mean 6.3109e−03 2.5341e−02 3.8412e−02 1.9241e−02 4.7625e−02 8.5415e−03 

std 5.1819e−04 7.1915e−04 6.8459e−04 4.1851e−04 1.74861e−04 4.874e−04 
rank 1+ 4- 5- 3- 6- 2 

10 目标 
mean 5.2851e−02 6.6171e−02 2.0151e−01 8.5241e−02 1.0741e−01 4.8169e−02 

std 5.6740e−04 6.9151e−04 5.9871e−04 5.1762e−04 3.5061e−04 5.5651e−04 
rank 2≈ 3- 6- 4- 5- 1 

30 目标 
mean 3.5548e−01 6.8851e−01 4.8158e−01 2.7941e−01 5.9967e−01 1.9181e−01 

std 6.5141e−03 5.9210e−04 4.2225e−04 6.2131e−03 5.1101e−04 3.6518e−03 
rank 3- 6- 4- 2- 5- 1 

rank suam 6 13 15 9 16 4 
final rank 2 5 6 3 4 1 

better/worst/similar 1/1/1 0/3/0 0/3/0 0/3/0 0/3/0 − 

Table 5  Comparison of IGD+ on DTLZ4 instances for six algorithms 
表 5  6 种算法在 DTLZ4 函数上获得 IGD+值的比较 

目标个数/算法 NSGA-II AbYSS MOEA/D-SBX MOEA/D-DE MOEA/D-ACD MaOEA/DCE

4 目标 
mean 6.3138e−02 7.6824e−02 6.9656e−03 9.5511e−03 1.7779e−02 5.4201e−03 

std 2.16e−04 4.1382e−04 5.8299e−04 6.2751e−03 2.21e−03 7.0124e−04 
rank 5- 6- 2≈ 3- 4- 1 

10 目标 
mean 2.1433e−01 1.9838e−01 2.1656e−03 3.0675e−03 5.0197e−02 2.5610e−03 

std 5.6443e−04 6.9283e−04 5.9915e−04 5.1867e−04 3.5119e−04 5.5721e−04 
rank 6- 5- 1+ 3≈ 4- 2 

30 目标 
mean 8.5513e−01 6.8923e−01 1.2295e−02 2.4986e−02 3.9911e−01 2.8872e−02 

std 6.1546e−04 5.8228e−04 4.2329e−04 9.2289e−03 8.2117e−03 3.7587e−04 
rank 6- 5- 1+ 2≈ 4- 3 

rank suam 17 16 4 8 12 6 
final rank 6 5 1 3 4 2 

better/worst/similar 0/3/0 0/3/0 2/0/1 0/1/2 0/3/0 − 
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Table 6  Comparison of IGD+ on DTLZ5 instances for six algorithms 
表 6  6 种算法在 DTLZ5 函数上获得 IGD+值的比较 

目标个数/算法 NSGA-II AbYSS MOEA/D-SBX MOEA/D-DE MOEA/D-ACD MaOEA/DCE

4 目标 
mean 1.5116e−03 8.1541e−03 4.6114e−03 6.3841e−03 2.9141e−03 7.1981e−04 

std 6.8917e−04 4.1123e−04 5.6101e−04 3.2987e−04 4.5005e−04 3.3176e−04 
rank 2- 6- 4- 5- 3- 1 

10 目标 
mean 6.6810e−03 3.5141e−02 1.9184e-02 4.8584e−02 7.9515e−03 3.4214e−03 

std 7.0151e−04 4.4414e−04 6.6516e−04 5.8771e−04 4.6001e−04 3.6011e−04 
rank 2- 5- 4- 6- 3- 1 

30 目标 
mean 3.5945e−02 9.2494e−02 5.5441e−02 2.5541e−01 3.0541e−02 2.0713e−02 

std 4.6054e−03 8.5104e−04 2.9414e−03 8.8151e−03 5.1112e−03 5.6807e−03 
rank 3- 5- 4- 6- 2≈ 1 

rank suam 7 16 12 17 8 3 
final rank 2 5 4 6 3 1 

better/worst/similar 0/3/0 0/3/0 0/3/0 0/3/0 0/2/1 − 

从表 3 可以看出,MaOEA/DCE 算法分别在 DTLZ1(4,10,30)测试实例上获得了最佳的 IGD+指标的平均值,
而其他对比算法 NSGA-II、AbYSS、MOEA/D-SBX、MOEA/D-ACD 无一能够获得最佳的 IGD+均值;其次,通
过统计各算法在 DTLZ1(4,10,30)这 3 个测试例上获得的 IGD+值的排名,表现最好的是本文的算法,其次是

MOEA/D-DE,随后依次是 MOEA/D-ACD、MOEA/D-SBX、NSGA-II 和 AbYSS.从表 3 的“better/worst/similar”
结果来看,5 种参与对比的 MOEA 算法获得的结果都为“0/3/0”,由此表明本文算法 MaOEA/DCE 在这 3 个高维

目标的 DTLZ1 测试函数上具有比其他对比算法显著更优的 IGD+性能,亦即 MaOEA/DCE 算法与其他对比算法

相比,具有更好的收敛性与多样性的综合性能.由于 DTLZ1 测试函数的 Pareto 前沿是线性、多模态的,这也表明

MaOEA/DCE 在求解具有线性、多模态的高维多目标优化问题时具有较好的性能. 
从表 4 可以看出,MaOEA/DCE 算法在 DTLZ2(10,30)两个测试实例上获得了最好的 IGD+平均值,NSGA-II

算法在 DTLZ2(4)测试问题上得到了最佳的 IGD+平均值 ,而 AbYSS、MOEA/D-SBX、MOEA/D-DE 和

MOEA/ACD 等则未能获得最好的 IGD+均值.在 4 目标的 DTLZ2 测试问题上,尽管 NSGA-II 算法获得了最好的

IGD+均值,但本文算法在该问题上获得的 IGD+均值仅略逊于 NSGA-II 算法(二者处于相同的数量级 10−2),而优

于 MOEA/D-SBX、MOEA/D-DE、MOEA/D-ACD 和 AbYSS 算法.此外,通过统计各算法在 DTLZ2(4,10,30)这 3
个测试例上获得 IGD+值的排名可以发现 ,排名第一的为 MOEA/D-SBX 算法 ,后面依次为 MOEA/D-DE、
MOEA/D-ACD、AbYSS 和 MOEA/D-SBX 算法 .从表 4 的“better/worst/similar”结果来看 ,各对比算法在

DTLZ2(4,10,30)这 3 个测试函数上只有 NSGA-II 算法的统计结果为“1/1/1”,其他 4 种对比算法所获得的统计结

果都是“0/3/0”,这表明 MaOEA/DCE 算法在 DTLZ2(4,10,30)这 3 个测试实例上与其他对比算法相比,具有统计

学意义上显著较优的 IGD+性能,即 MaOEA/DCE 算法在这 3 个测试实例上获得了相对最优的收敛性与多样性.
考虑到DTLZ2的 Pareto前沿为凹的,这也表明MaOEA/DCE算法能够较好地求解 Pareto前沿为凹的一类MaOP
问题. 

从表 5 可以看出,MaOEA/DCE 算法在 4 目标的 DTLZ4 问题上获得了最好的 IGD+均值,MOEA/D-SBX 算

法在 DTLZ4(10,30)两个测试实例上获得了最好的 IGD+的平均值,而其他几种对等比较算法则未能获得最优的

IGD+平均值 .虽然 MaOEA/DCE 算法未能在 DTLZ(10,30)两个测试问题上获得最好的 IGD+平均值 ,但
MaOEA/DCE 算法获得的 IGD+均值仅稍逊于 NSGA-II 算法获得的最优值.它们具有相同的数量级,即在 10 目标

的 DTLZ4 问题上,二者的数量级为 10−3;在 30 目标的 DTLZ4 问题上,二者的数量级为 10−2.通过统计各算法在

DTLZ4(4,10,30)这 3 个测试问题上获得的 IGD+值的排名,MOEA/D-SBX 算法排名第 1,其次是 MaOEA/DCE 算

法,随后是 MOEA/D-DE、MOEA/D-ACD、AbYSS 和 NSGA-II.从表 5 的“better/worst/similar”结果来看,只有

MOEA/D-SBX 的结果是“2/0/1”以及 MOEA/D-DE 的结果是“0/1/2”,而其他对比算法的结果均是“0/3/0”.这表明

本文算法在 DTLZ4(4,10,30)这 3 个测试问题上仅稍逊于 MOEA/D-SBX 算法,而优于其他几种对比算法.DTLZ4
问题的 Pareto 前沿为凹形、有偏之特点,说明本文算法在求解这种问题特征的 MaOP 问题上具有一定的优势. 

从表 6 可以看出,本文的 MaOEA/DCE 在 DTLZ5(4,10,30)这 3 个测试问题上均获得了最优的 IGD+均值.通
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过统计各算法在 DTLZ5(4,10,30)这 3 个测试例上获得的 IGD+值的最终排序,表现最好的是 MaOEA/DCE 算法,
其次是 NSGA-II,随后依次是 MOEA/D-ACD、MOEA/D-SBX、AbYSS 和 MOEA/D-DE.从表 6 的“better/worst/ 
similar”结果来看,各算法在 DTLZ5(4,10,30)这 3 个测试函数上只有 MOEA/D-ACD 的结果是“0/2/1”,而其他 4
种对比算法的结果均是“0/3/0”,这表明,MaOEA/DCE 算法在这 3 个高维多目标 DTLZ5 问题上具有显著的 IGD+

性能优势.DTLZ5 问题具有凹形且退化的 Pareto 前沿,而本文算法能够在这种类型的 MaOP 问题上获得较好的

结果. 
综合表 3~表 6 的实验结果,MaOEA/DCE 算法相对于其他 5 种代表性的 MOEA 算法,总体上具有显著的收

敛性和多样性的优势.究其原因,本文算法利用混合水平正交实验设计方法产生适当规模且均匀分布的权重向

量,改善了算法的分布性;其次,MaOEA/DCE算法结合差分进化算子和自适应的SBX算子产生后代,提高了算法

的收敛性能.这些策略相互协同,显著地改善了算法求解 MaOP 问题的性能. 
为了进一步考察各算法解题的稳定性,表 7 用盒图(box plot)的形式给出了各算法在 DTLZ{1,2,4,5}系列函

数上分别具有 4,10 和 30 目标问题上独立运行 30 次获得的 IGD+值的统计结果.为了便于图示,这里分别将

NSGA-II、AbYSS、MOEA/D-SBX、MOEA/D-DE、MOEA/D-ACD 和 MaOEA/DCE 简记为 A1、A2、A3、A4、
A5 和 A6. 

Table 7  Box plots of IGD+ derived from 30 independent runs for six algorithms 
表 7  6 种算法独立运行 30 次获得的 IGD+结果的盒图 

函数 DTLZ1 DTLZ2 DTLZ4 DTLZ5 

4 
目 
标 

 

10 
目 
标 

 

30 
目 
标 

 

从表 7 可以看出,对于 4 目标的 DTLZ{1,2,4,5}问题而言,MaOEA/DCE 算法在 DTLZ1、DTLZ4 和 DTLZ5
测试例上获得的 IGD+的值具有最佳的稳定性,NSGA-II算法在DTLZ2问题上获得了最好的稳定性,而本文的算

法在 DTLZ2 问题上的稳定性仅次于 NSGA-II 算法,而优于其他几种对比算法.对于 10 目标的 DTLZ{1,2,4,5}
问题,本文算法在 DTLZ1、DTLZ2、DTLZ5 这 3 个测试问题上的 IGD+值的稳定性最好,而在 DTLZ4 问题上, 
MaOEA/DCE 算法的 IGD+值的稳定性略逊于 MOEA/D-SBX 算法,而与 MOEA/D-DE 算法相当.对于 30 目标的

DTLZ{1,2,4,5}问题而言,MaOEA/DCE 算法在 DTLZ1、DTLZ2 和 DTLZ5 这 3 个函数上获得的 IGD+值具有最

好的稳定性,MOEA/D-SBX 算法在 DTLZ4 上的 IGD+值具有最好的稳定性,而本文算法在 DTLZ4 问题上获得

IGD+值的稳定性稍逊于 MOEA/D-SBX,而与 MOEA/D-DE 算法相当.从表 7 不难看出,MaOEA/DCE 算法在绝大

多数的 MaOP 问题上获得了最好的 IGD+值的稳定性.究其原因,MaOEA/DCE 算法将差分进化算法和自适应的
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SBX 算法进行协同产生后代,从而使得子代个体的质量得以改善,因而算法解题的鲁棒性也得到提高. 

3.3   进一步讨论 

通过上面的实验,验证了 MaOEA/DCE 算法总体上具有较显著的收敛性、多样性和鲁棒性优势,表明了利

用混合水平正交实验设计方法产生适当规模且均匀分布的权重向量的策略,以及将差分进化算子和自适应

SBX 算子进行协同以产生高质量的后代个体的方法相结合,有效地提高了算法的整体性能.为了进一步验证差

分进化算子和自适应 SBX 算子进行协同进化的有效性,设计如下实验方案:首先,基于 MOEA/D 算法框架构造 3
种算法 B1、B2 和 B3,并将这 3 种算法分别在 4 目标、10 目标和 30 目标的 DTLZ{1,2,4,5}测试函数集上进行

IGD+性能指标的比较.需要说明的是,这里的 B1 算法指采用差分进化作为变异算子算法,B2 算法指使用自适应

SBX 算子作为变异策略的算法,B3 算法为运用本文提出的差分进化和自适应 SBX 算子相互协同的算法.实验

中,3 种算法除了所使用的变异策略不同以外,这些算法的其他要素是相同的.表 8~表 11 分别给出了 B1、B2 和

B3 这 3 种算法分别在 DTLZ1、DTLZ2、DTLZ4 和 DTLZ5 系列函数上获得的 IGD+指标值.为了减少随机误差

对统计结果的影响,这里所有的实验各执行 30 次. 
从表 8 可以看出,B3 算法在 4 目标、10 目标和 30 目标的 DTLZ1 函数上均获得了最佳的 IGD+值,而且从

IGD+值的排名来看,B3 算法排名第一.此外,从表 8 的“better/worst/similar”结果来看,B1 和 B2 在 DTLZ1(4,10,30) 
这 3 个测试题上的结果均是“0/3/0”,表明 B3 算法对比其他两种算法具有显著的 IGD+性能优势.从表 9 可以看

出,B3 算法分别在 DTLZ2(4,10,30)这 3 个测试函数上获得了最好的 IGD+值,而且从 IGD+值的排名来看,B3 算法

排名第.此外,从表 9 的“better/worst/similar”结果来看,B1 和 B2 算法在 DTLZ2(4,10,30)上的对比结果均为

“0/3/0”,表明 B3 算法在 DTLZ2 函数上具有显著的 IGD+性能的优势.从表 10 来看,B3 分别在 4 目标和 10 目标

的 DTLZ4 测试问题上获得了最好的 IGD+值,而 B1 在 30 目标的 DTLZ4 问题上获得了最佳的 IGD+值.从 3 种

算法的 IGD+值的排名来看,B3 算法排名第 1.而从表 10 的“better/worst/similar”结果来看,B1 算法是“1/1/1”,而
B2 算法是“0/3/0”,表现出 B3 算法在 DTLZ4 问题上具有一定的 IGD+性能优势.从表 11 来看,B3 算法分别在 4
目标和 10 目标的 DTLZ5 问题上获得了最佳的 IGD+值,B2 在 30 目标的 DTLZ5 问题上获得了最好的 IGD+值.
从 3 种算法的 IGD+值的排名来看,B3 算法排名第 1.另外,从表 11 的“better/worst/similar”结果来看,B1 和 B2 算

法的结果分别是“0/3/0”和“1/2/0”,表明 B3 算法在 DTLZ5 问题上具有一定的 IGD+的性能优势.综合表 8~表 11
的实验结果不难发现,采用差分进化和自适应 SBX 算子进行协同的 B3 算法在 DTLZ{1,2,4,5}系列测试问题上

具有较显著的 IGD+性能优势.由此表明,本文提出利用差分进化算子和自适应 SBX 算子进行协同的策略是有 
效的. 

Table 8  Comparison of IGD+ performance on DTLZ1 instances for three algorithms 
表 8  3 种算法在 DTLZ1 函数上进行 IGD+性能比较 

目标个数/算法 B1 B2 B3 

4 目标 
mean 2.0511e−02 2.2647e−02 5.9942e−03 

std 3.8281e−03 2.5581e−03 5.6684e−04 
rank 2- 3- 1 

10 目标 
mean 4.6771e−02 5.8115e−02 1.8430e−02 

std 3.0114e−03 3.2147e−03 4.7798e−04 
rank 2- 3- 1 

30 目标 
mean 2.5411e−01 3.0414e−01 5.1883e−02 

std 5.8128e−03 2.9358e−03 5.3514e−04 
rank 2- 3- 1 

rank sum 6 9 3 
final rank 2 3 1 

better/worst/similar 0/3/0 0/3/0 − 
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Table 9  Comparison of IGD+ performance on DTLZ2 instances for three algorithms 
表 9  3 种算法在 DTLZ2 函数上进行 IGD+性能比较 

目标个数/算法 B1 B2 B3 

4 目标 
mean 1.5114e−02 4.7625e−02 7.1556e−03 

std 3.9188e−04 1.74861e−04 4.9874e−04 
rank 2- 3- 1 

10 目标 
mean 9.0121e−02 1.0741e−01 5.1689e−02 

std 4.9873e−04 3.5061e−04 4.9551e−04 
rank 2- 3- 1 

30 目标 
mean 3.0052e−01 4.8817e−01 2.0111e−01 

std 5.9327e−03 4.7980e−04 4.0848e−03 
rank 2- 3- 1 

rank sum 6 9 3 
final rank 2 3 1 

better/worst/similar 0/3/0 0/3/0 − 

Table 10  Comparison of IGD+ performance on DTLZ4 instances for three algorithms 
表 10  3 种算法在 DTLZ4 函数上进行 IGD+性能比较 

目标个数/算法 B1 B2 B3 

4 目标 
mean 8.9602e−03 2.3658e−02 5.7813e−03 

std 5.9812e−03 2.7210e−03 6.8231e−04 
rank 2- 3- 1 

10 目标 
mean 2.8091e−03 4.9817e−02 2.3515e−03 

std 4.8879e−04 4.0108e−04 4.9382e−04 
rank 2≈ 3- 1 

30 目标 
mean 3.0171e−02 4.1238e−01 3.0963e−02 

std 8.1099e−03 7.1721e−03 4.5796e−04 
rank 1+ 3- 2 

rank sum 5 9 4 
final rank 2 3 1 

better/worst/similar 1/1/1 0/3/0 − 

Table 11  Comparison of IGD+ performance on DTLZ5 instances for three algorithms 
表 11  3 种算法在 DTLZ5 函数上进行 IGD+性能比较 

目标个数/算法 B1 B2 B3 

4 目标 
mean 8.1541e−03 3.1244e−03 2.0224e−03 

std 4.1123e−04 3.8884e−04 4.7881e−04 
rank 3- 2- 1 

10 目标 
mean 3.5141e−02 8.0141e−03 6.6810e−03 

std 4.4414e−04 3.9777e−04 7.0333e−04 
rank 3- 2- 1 

30 目标 
mean 9.8440e−02 2.9941e−02 3.6885e−02 

std 7.9459e−04 4.9888e−03 5.1523e−03 
rank 3- 1+ 2 

rank sum 9 5 4 
final rank 3 2 1 

better/worst/similar 0/3/0 1/2/0 − 
 

4   结  论 

高维多目标优化问题巨大的目标空间使得一些经典的多目标进化算法面临极大的挑战,迫切需要发展新

型高维多目标进化算法予以应对.本文提出一种基于分解和协同进化策略的高维多目标进化算法 MaOEA/ 
DCE.该算法利用混合水平正交实验设计方法产生权重向量集合,并将差分进化算子和自适应 SBX 算算子进行

协同,以产生后代个体.MaOEA/DCE 算法在 12 个基准高维多目标优化问题上与另 5 种代表性 MOEA 算法进行

IGD+性能实验,结果表明,本文算法具有比较显著的收敛性、多样性和稳定性方面的优势.未来将利用一些更加

复杂的 MaOP 问题测试 MaOEA/DCE 算法,以及利用 MaOEA/DCE 算法求解一些实践中的高维多目标优化问
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题,以不断测试和改进算法的性能. 
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