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摘  要: 运用计算机代数中的 Groebner 基理论,对有界闭连通域上的单重非线性循环程序的终止性问题进行研
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关键词: 可信计算;非线性循环;终止性分析;Groebner 基;计算机代数 
中图法分类号: TP301 

中文引用格式: 李轶,冯勇.有界闭连通域上的非线性循环终止性分析.软件学报,2016,27(3):517−526. http://www.jos.org.cn/ 
1000-9825/4978.htm 
英文引用格式: Li Y, Feng Y. Termination analysis of non-linear loops over closed and bounded connected domain. Ruan Jian 
Xue Bao/Journal of Software, 2016,27(3):517−526 (in Chinese). http://www.jos.org.cn/1000-9825/4978.htm 

Termination Analysis of Non-Linear Loops over Closed and Bounded Connected Domain 

LI Yi,  FENG Yong 

(Chongqing Key Laboratory of Automated Reasoning and Cognition (Automated Reasoning and Cognition Center, Chongqing Institute of 
 Green and Intelligent Technology, The Chinese Academy of Sciences), Chongqing 401120, China) 
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随着信息技术的迅猛发展,嵌入式系统在人类生活中发挥着越来越大的作用,嵌入式软件在其中所占有的

比重也越来越大.因此,嵌入式软件的可靠性将变得更加重要.诸如航空、航天、军事、交通、医疗等关键应用

领域都对嵌入式系统的可靠性和安全性要求非常高,任何错误的发生都可能带来灾难性后果.这些系统被称为

攸关安全系统. 
嵌入式系统具有 3 个重要属性,即可达性、终止性、不变式.可达性是指系统能否从给定状态到达另一个

可接受状态,某些混成系统的可达性被证明是能用计算机代数工具来检验的;不变式则是用于描述在程序运行

时保持函数不变性质的逻辑断言;而终止性是研究系统中是否会发生死循环,不包括终止性分析的验证被称为

程序的部分正确性证明.因此,程序的终止性分析是确保程序完全正确性的必要基础. 
尽管程序的终止性问题早已被证明是不可判定的[12],但对其进行研究不仅具有理论意义,更具有实际意义.

当前,国际上主要通过合成秩函数来进行循环终止性分析,并取得了一些突破.例如,Poldelski 等人[15]基于线性

代数理论提出了完备的一类线性程序线性秩函数生成理论,并开发出工具 RANKFINDER,该工具是他们与微

软联合开发的程序终止性分析工具 TERMINATOR 的核心部分[1].此外,利用 Farkas 引理及多面体理论,针对这
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类线性循环程序,文献[10,11]呈现了线性秩函数合成算法.最近,文献[4]研究了现有几种秩函数生成算法的时间

复杂度.在 2013 年,文献[5]进一步分析了程序变量在整数集合上取值时,这类线性程序的线性秩函数合成方法,
并研究了这类问题的复杂度. 

近年来,计算机代数和实代数理论已逐渐被应用于程序自动验证.例如,我国科学家杨路、夏壁灿、詹乃军

和周巢尘等人将秩函数和不变式的计算归约为半代数系统的求解,并运用实代数工具 DISCOVERER 提出了多

项式不等式型不变式和非线性秩函数生成方法[9,20].不同于文献[14]中的方法,他们的方法能够精确回答循环程

序是否有给定模板的秩函数或不变式.合成秩函数是验证循环程序终止性的一条重要途径,但是秩函数的存在

是循环可终止的充分而非必要条件[5,7].人们容易构造一个循环程序,它是可终止的,但并没有秩函数.此外,文献

[8,13]提出了试探性方法去探索给定循环程序的非终止性,对可终止的循环程序,他们的方法不再适用.尽管众

所周知,一般的程序终止性问题是不可判定的,但对特定的一类程序而言,人们总希望能证明其终止性问题是可

判定的.由此,证明循环程序终止性的另一途径就是避开秩函数的合成,而采用数学方法严格证明某类或某些类

循环程序的终止性是可判定的,并建立相对完备的判定算法.目前,从可判定的角度进行终止性研究的结果甚

少.在 2004 年,Tiwari 在文献[16]中首次证明了一类单重无分支线性循环程序在实域上的终止性是可判定的.相
似的结论被 Braveman[7]推广到整数环上.此外,为避免 Jordan 标准型的浮点计算,文献[17]中提出了精确的符号

计算方法对这类线性程序进行终止性判定.既然一般形式的线性程序终止性是不可判定的[16],那么非线性循环

程序由于其更为复杂的动力行为使得其终止性分析将变得更加困难.一个程序被称为非线性的,是指循环中的

赋值映射或循环条件中的约束是非线性表达式.在 2005 年,利用有限差分树理论,文献[6]提出了试探性算法对

一类含多分支语句的多项式程序的终止性问题进行判定.2010 年,针对一类赋值为线性且循环条件由非线性多

项式不等式构成的循环程序,文献[18]分析了其终止性问题,证明了当这类程序满足给定的 NZM 条件时,其终止

性是可判定的.2013 年,文献[3]通过分析多项式映射 fi 的发散区间,讨论了一类多项式循环(迭代赋值型如

xi:=fi(xi))的终止性问题. 
本文中,我们对赋值映射 F 为非线性、循环条件形成有界闭连通域 S 的一类非线性循环程序 P(F,S)的终止

性问题进行了分析.不同于文献[6],本文呈现的方法并不依赖于有限差分树理论.同时,本文所研究的程序类型

是文献[3,7,16−18]中的程序类型的扩展.我们给出了适当的条件,证明了当循环程序满足这些条件时,这类循环

程序在实域上可终止的充分必要条件为迭代映射 F 在有界闭连通域 S 上没有不动点.同时,对任给的连续迭代

映射 F,本文建立的引理 1,便于我们分析当其有界闭连通域 S 取自哪个区域时,可使得 F 在该 S 上进行的迭代是

可终止的 .我们的算法依赖于计算机代数中的 Groebner 基理论和半代数系统求解 ,因此 ,计算机代数工具

DISCOVERER[2,19],BOTTEMA[2]以及 Maple 在算法中被运用. 

1   主要结果 

第 1.1 节,针对赋值映射 F 为连续的且 S 为有界闭连通域的循环程序,建立了相关终止性的一般性结论,将
其终止性问题规约为:在满足一定条件下,迭代映射有无不动点的判定问题;但验证所需的前提条件是否被满

足,则是需要讨论的问题.因此在第 1.2 节中,我们进一步限制 F 为多项式映射,然后给出方法去验证所需的前提

条件是否成立. 

1.1   有界闭连通域上的循环终止性分析 

本节中,我们对循环条件围成的区域 S 为有界闭连通域、赋值映射 F 为非线性连续映射的循环程序终止性

问题进行分析.这里,我们设置 S 为有界闭的,是因为物理世界中的诸多变量,如速度、加速度等都是有界的量;
而闭性的限制则是为了保证收敛序列的极限点能落到 S 中.这类循环程序被称为是不可终止的,如果存在一点

X*∈R,使得对任意的非负整数 k,有 Fk(X*)∈S.如果这样的点不存在,则称这类循环在实数域上是可终止的.这里, 

...k

k

F F F F= D D D���	��
 . 

首先,我们给出引理 1: 
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引理 1. 设 S 是 n 维空间中的有界闭的连通域,给定 n 维连续映射 F:X|→F(X).如果循环程序: 

 { ( )}
X S

X F X
∈

=
while do

endwhile
 (1) 

在 S 上不可终止,则对任意正整数 k,集合{X∈Rn:|Fk(X)=|X|}与 S 均相交(这里,|D|表示向量D的欧式范数). 

证明:若上述循环程序在 S 上不可终止,则必存在一个点 X∈S,生成无穷点列: 
Δ={X0,F(X0),F2(X0),…}⊆S. 

记 0 0 0 0{| ( ) |} , {| ( ) |}n n
n nr F X r F X∞ ∞

⊥ = == =sup inf .令 0 0 0| | {| ( ) |} { }n
n n nF X rΔ ∞ ∞
= == = .下面证明 k=1 时定理成立, 

k=2,3,…时的证明完全类似. 

我们首先证明,分别存在两点 { :| | } , { :| | }n nX X R X r S X X R X r S⊥ ⊥∈ ∈ = ∩ ∈ ∈ = ∩ ,使得: 
| ( ) | | |,| ( ) | | |F X X F X X⊥ ⊥≤ ≥ . 

我们仅证明|F(X⊥)|≤|X⊥|, | ( ) | | |F X X≥ 的证明类似. 

首先,若 r⊥∈|Δ|,不妨记为 r⊥=|Ft(X0)|=|Xt|,则显然有|F(Xt)|≤|Xt|=r⊥,令 X⊥=Xt;倘若 r⊥∉|Δ|,既然Δ为有界数列, 

则由确界性质,必存在|Δ|的子列 { }
knr 收敛于 r⊥,即 lim

kk nr r→∞ ⊥= .既然 (1) (2) ( )
0( ) ( , ,..., )k

k k k k k

n n T
n n n n nF X X r η η η= = ,令: 

(1) (2) ( )( , ,..., ) ,| | 1
k k k k k

n T
n n n n nη η η η η= = . 

显然,数列 0{ }
kn kη ∞

= 是有界的.根据 Bolzano-Weierstrass 定理可知,Rn 上的有界数列必有收敛子列.因此,存在

{ }
knη 的子列 { }

kvnη ,有: 

lim
kvnv

η η∗

→∞
= . 

又因为 lim
kk nr r→∞ ⊥= ,故其任意收敛子列也收敛于 r⊥,因此有: 

lim
k kv vn nv

r rη η∗
⊥→∞

= . 

因此,在Δ中存在子列 0 0{ ( )}kvn
vF X ∞
= ,使得 0lim ( )kvn

v F X r η∗
→∞ ⊥= .令 X⊥=r⊥η*. 

既然Δ⊆S,则 X⊥∈{X∈Rn:|X|=r⊥}∩S. 

又因为 r⊥∉|Δ|且为|Δ|上确界,则 0| ( ( )) | | |kvnF F X X r⊥ ⊥< = .两边取极限,由 F 的连续性, 

0 0lim | ( ( )) | | (lim ( )) | | ( ) | | |k kv vn n

v v
F F X F F X F X X r⊥ ⊥ ⊥→∞ →∞

= = =≤ . 

同理可证:存在 { :| | }nX X R X r S∈ ∈ = ∩ ,有 | ( ) | | |F X X≥ .记 G=|F(X)|−|X|.既然存在两点 ,X X S⊥ ∈ ,使

得 ( ) 0, ( ) 0G X G X⊥ ≤ ≥ ,若上述两式其中一个等号成立,则令 ( )X X X∗
⊥= 或 ,有 G(X*)=0.因此不失一般性,假

设两式中的等号都不成立,则根据多元连续函数在有界闭集上的性质可知:必存在一点 ( , )X L X X∗
⊥∈ ,使得

G(X*)=0.这里, ( , )L X X S⊥ ∈ 为 S 中连接 ,X X⊥ 两点的一条折线.因此,集合{X∈Rn:|F(X)=|X|}与 S 必相交. 

同样地 ,将上述证明中 F 改为 Fk,k=2,3,…,采用类似的方法可证明:存在两点 X⊥∈{X∈Rn:|X |=r⊥}∩S, 

{ :| | }nX X R X r S∈ ∈ = ∩ ,使得 | ( ) | | |,| ( ) | | |k kF X X F X X⊥ ⊥≤ ≥ ,k=2,3,…,进而可证{X∈Rn:|Fk(X)=|X|}与 S 必 

相交. □ 
注:根据上述定理,倘若存在正整数 k 使得|Fk(X)|=|X|与 S 不相交,则该循环程序在 S 上可终止.实际上,既然

|Fk(X)|=|X|等价于|Fk(X)|2=|X|2,故若存在正整数 k 使得|Fk(X)|2=|X|2 与 S 不相交,则该循环程序在 S 上可终止.这样,
在实际的计算中可避免根号的处理. 

根据引理 1,给定迭代映射 F,我们可以确定:当 S 取自哪些区域时,形如公式(1)的循环程序是可终止的.为方

便起见,这样的区域称为安全区域. 
例 1:考虑使得下列循环可终止的安全区域. 
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2

2

2 1

5

x S

x xy x y

y x y y

∈

:= + + +

:= − + −

while do

endwhile

 (2) 

令 F=(f1,f2)T=(xy+2x2+y+1,x−y2+y−5)T.作 Tk(x,y)=|Fk(X)|2−|X|2.令Θk=Rn−{(x,y)∈R2:Tk(x,y)=0}.因此,对固定的

k,则Θk 中的任意有界闭域都是该循环的安全区域 .如在此例中 ,倘若令 k=1,S={x2−y≥1,y≥2,x≤7},因为

S∩Tk(x,y)=∅,则 F 在 S 上的迭代可终止.即,这样设置的 S 是循环(2)的一个安全区域. 
引理 1 为循环(1)的可终止性提供了充分判准.首先给出下面一类特殊的循环,根据引理 1 可知,其终止性与

不动点有着紧密的联系. 

令 1{( ,..., ) : 0, 1,..., },n n n
n iR x x R x i n S R+ + += ∈ > = ⊂ 为有界闭连通域.令 ˆ ( )F X 为多项式映射,即: 

1 2
1 2 1 2

ˆ ( ) ( , ,..., ) , [ ] ( ... ),nT
n i i i i nF X f f f f R X f c x c X X x x xαα αα α

αα
= ∈ = + =∑且  

其中,ci≥1,cα>0.通常称 xi 为多项式 fi 的导元.因此, F̂ 中每个 fi 均含有其导元的线性项,且该项的系数大于等于

1,而其余项系数均为正数,譬如 2
1 1 2 2 2 1

ˆ ( 4 ,3 7 2)TF x x x x x x= + + + + .给定型如下列类型的循环程序(3): 

 ˆ{ ( )}

X S

X F X
+∈

=

while do

endwhile
 (3) 

则根据引理 1,可建立下列结果. 

定理 2. 记号同上.循环程序(3)不可终止的充分必要条件是 F̂ 在 S+上有不动点. 
证明:倘若 F̂ 在 S+上有不动点,则循环程序(3)显然不可终止.因此,下面仅证明当 F̂ 在 S+上没有不动点时,循

环程序(3)是可终止的.既然 2 2 2 2
1 1

ˆ| ( ) | | | n n
i ii i

F X X f x
= =

− = −∑ ∑ , 

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1
( ) 2 2 ( ) 2 ( ( ))

n n n n n n n

i i i i i i i i i i i i
i i i i i i i

f x f x x f x f x x f x
= = = = = = =

− = − + − = − + −∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ . 

根据已知, F̂ 在 S+上没有不动点,因此对任意的 X∈S+,有 2
1 ( ( ) ) 0n

i ii
f X x

=
− >∑ .同时,根据 F̂ 的构造可知(即,

每个 fi均含有其导元的线性项,且该项的系数大于等于 1),xi(fi−xi)在 S+上非负,因此, 2 2
1 1( )n n

i ii i
f x

= =
−∑ ∑ 在 S+上恒

为正.故对任意的 X∈S+, 2 2ˆ| ( ) | | |F X X≠ .也即:对任意的 X∈S+, ˆ| ( ) | | |F X X≠ . 
根据引理 1,循环程序(3)是可终止的. □ 
针对如式(3)的一类特殊循环程序,根据定理 2,我们将这类程序的终止性问题归约为有无不动点的判定,从

而使得该类特殊程序的终止性变得便于分析.通过定理 4 可知:利用不动点来分析循环终止性的方法不仅适用

于循环(3),在一定条件下,这种方法对更加一般类型的循环(1)仍然适用.我们首先给出下列引理,其中的 S,F的定

义同引理 1. 

给定正整数 N,令 2 2

1
( ) || ( ) | | | |

N
k

N
k

X F X XΓ
=

= −∑ ,令 

2 2 2 2( ( )) { : ( ) 0} { : | ( ) | | | 0,...,| ( ) | | | 0},

( ) { : ( ) },

n n N
R N N

n
R

V X X R X X R F X X F X X

V F X X R F X X

Γ Γ= ∈ = = ∈ − = − =

− = ∈ =
 

令 VC(ΓN(X))={X∈Cn:|F(X)|2−|X|2=0,…,|FN(X)|2−|X|2=0},VC(F−X)={X∈Cn:F(X)=X}. 
这里,R,C 分别表示实数域和复数域.在给出本文的主要定理前,我们需要下面的引理. 
引理 3. 记号同上.假设存在正整数 N,使得 VR(ΓN(X))=VR(F−X).那么如果 F 在 S 上没有不动点,则必存在常

数ν>0,使得对任意的 X∈S,有: 

2 2

1
|| ( ) | | | | | ( ) |

N
k

k
F X X F X Xν

=

− ⋅ −∑ ≥ . 

证明:根据题设 F 在 S 上没有不动点,即:对任意的 X∈S,|F(X)−X|≠0.又因为 VR(ΓN(X))=VR(F−X),故对任意的
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X∈S,ΓN(X)≠0.也即:对任意的 X∈S,X∉VR(ΓN(X)). 
因此,对任意的 X*∈S,必然存在正数ν(X*),使得ΓN(X*)≥ν(X*)⋅|F(X*)−X*|. 
又因为函数ΓN(X),|F(X)−X|均是连续的(因为 F 是连续的),故根据连续性,必存在 X*的开邻域 O(X*,ε),使得对

任意的 X∈O(X*,ε),有ΓN(X*)≥ν(X*)⋅|F(X*)−X*|.由 X*的任意性以及 S 有界闭性,存在无穷个开邻域覆盖有界闭连 

通域 S.由有限开覆盖定理,存在有限个开邻域 1 1 2 2 3 3( , ), ( , ), ( , ),..., ( , )t tO X O X O X O Xε ε ε ε∗ ∗ ∗ ∗ 覆盖 S,即: 

1
( , )t

i ii
S O X ε∗

=
⊆∪ . 

令 1 2min{ ( ), ( ),..., ( )}tX X Xν ν ν ν∗ ∗ ∗= ,则根据上述分析有: 

 2 2

1
|| ( ) | | | | | ( ) | .

N
k

k
F X X F X Xν

=

− ⋅ −∑ ≥  □ 

根据引理 1 和引理 3,我们可以建立如下结果.首先,令 [1, ] {1,2,3,..., }N N= . 
定理 4. 设 S 是 n 维空间中的有界闭的连通域.给定 n 维连续映射 F:X|→F(X).如果满足: 
(i) 存在正整数 N,使得 VR(ΓN(X))=VR(F−X); 

(ii) 存在 [1, ]j N∈ 和正数=,使得对任意的 [1, ],k N k j∈ ≠ ,有: 

||Fj(X)|2−|X|2|≥=⋅||Fk(X)|2−|X|2|(X∈S), 

则循环程序(1)在 S 上是不可终止的充分必要条件为:迭代映射 F 在 S 中有不动点. 
证明:倘若 F 在 S 中有不动点,则循环程序(1)显然是不可终止的.因此,仅需证明:若 F 在 S 中没有不动点,则

循环(1)可终止.既然假设 VR(ΓN(X))=VR(F(X)−X)成立,根据引理 3,若 F 在 S 上没有不动点,则存在正数ν,使得对任 

意的 X∈S, 2 2
1 || ( ) | | | | | ( ) |N k

k F X X F X Xν
=

− ⋅ −∑ ≥ .根据假设(ii)得知:对任意的 X∈S, 

2 2 2 2
1

11 ( 1) || ( ) | | | | || ( ) | | | | | ( ) |Nj k
kN F X X F X X F X Xν
=

⎛ ⎞+ − − − ⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑=
≥ ≥ . 

又因为 F 在 S 中没有不动点,则|F(X)−X|≠0.故||Fj(X)|2−|X|2|≠0(∀X∈S).根据引理 1 可知,循环(1)必然终止. □ 
定理 4 说明:在满足给定的假设(i)、假设(ii)时,循环程序(1)的终止性可归为在 S 中有无不动点的判定.因此,

关键问题是验证假设(i)、假设(ii)是否成立 .一般地 ,因为 F 的任意性 ,假设(i)的验证是困难的 ,但是当映射

F=(f1,f2,…,fn)T 中的每个分量 fi 都是多项式时,即 F 为多项式映射,我们可将数域从实数域拓展到复数域,从而使

得我们可利用多项式代数中的相关理论和工具去判定假设(i)是否成立.即:判定是否存在 N,使得 VC(ΓN(X))= 
VC(F(X)−X)成立.这是因为,若 VC(ΓN(X))=VC(F(X)−X),则 VR(ΓN(X))=VR(F(X)−X).而验证假设(ii)是否成立可转换

为不等式证明问题,后者可使用杨路等人开发的不等式证明器 BOTTEMA[2]进行验证.因此在下一节中,我们将

着重讨论当 F 为多项式映射的循环终止性问题,这类循环被称为多项式循环程序. 

1.2   迭代映射为多项式映射 

根据定理 4,当迭代映射 F 为连续的循环程序满足两个假设条件(i)、假设(ii)时,其终止性判定问题可转为

有无不动点的判定.本节中,我们限定循环(1)中的迭代映射 F 为多项式的,因此 F 必是连续的.既然定理 4 中的假

设条件(ii)可用工具 BOTTEMA 予以验证,因此在本节,针对这类多项式循环程序,我们着重分析如何对定理 4 中

的假设条件(i)进行验证的问题,并给出了可计算的验证方法.由于需要用到多项式代数的相关理论,如理想、

Groebner 基等,因此首先给出一些基本概念. 
定义 5[22]. 令 R[X]为多项式环.子集 I⊂R[X]被称为一个多项式理想,如果 I 满足以下条件: 
(1) 0∈I; 
(2) 若 a,b∈I,则 a+b∈I; 
(3) 若 a∈I,b∈R[X],则 b⋅a∈I. 
任给 N(N≤+∞)个多项式 p1,p2,…,pN∈R[X],可构建一个多项式理想 I=〈p1,p2,…,pN〉.多项式 p1,p2,…,pN 称为理 

想 I 的一组生成元.称多项式 a∈I,如果存在多项式 q1,…,qs∈R[X]和多项式 f1,…,fs∈I,使得 1
s

i iia q f
=

= ∑ .我们称理 

想 I1⊆I2,如果对任意的元素 a∈I1,都有 a∈I2.任意多项式理想 I,在给定项序下,都有一组具有良好性质的生成元—
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—约化 Groebner 基,记为 G.显然,〈G〉=I.给定一个理想,根据约化 Groebner 基的性质,可以判定任意多项式 a 是否

属于这个理想.令 VC(I)={X∈Cn:pi(X)=0,∀i=1,2,…,N}为理想 I 的零点集.若 I1=I2,则 VC(I1)=VC(I2);若 I1⊆I2,则
VC(I1)⊇VC(I2);若 I1=〈f1,…,fs〉,I2=〈g1,…,gt〉,则 I1∪I2=〈f1,…,fs,g1,…,gt〉.有关多项式理想及 Groebner 基的详细介绍见

文献[22].譬如,令理想 I=〈p1,p2〉=〈xz−y2,x3−z2〉∈R[X].给定多项式 f=−4x2y2z2+y6+3z3,判定在分级字典序下是否有

f∈I?使用计算机代数系统 Maple,可找到理想 I 的约化 Groebner 基. 
G=(p1,p2,p3,p4,p5)=(xz−y2,x3−z2,x2y2−z3,xy4−z4,y6−z5). 

根据 G,可通过理想成员测试算法得到: 
f=(−4xy2z−4y4)⋅p1+0⋅p2+0⋅p3+0⋅p4+(−3)⋅p5. 

因此,f∈〈G〉=I.另外,给定两个多项式理想 I1,I2,我们也可以通过计算其各自的约化 Groebner 基 G1,G2 来判定

是否 I1=I2,这是因为 G1=G2 当且仅当 I1=I2. 
定理 6[22]. 假设 I1⊂I2⊂I3⊂…⊆R[X]是一组理想升链,则存在正整数 N,使得对任意 n≥N 都有 In=In+1=In+2=…. 
根据定理 6,一组理想升链必在某个 N 处达到稳定.等价地,这组理想升链的零点集也在 N 处达到稳定.也即: 

1 2 1
( ) ( ) ... ( ) ( ) ...C C C CN N

V I V I V I V I∗ ∗ +
⊃ ⊃ ⊃ = =  

在本文的具体问题中,令 Ii=〈|F(X)|2−|X|2,|F2(X)|2−|X|2,…,|Fi(X)|2−|X|2〉为多项式理想,显然有 Ii⊆Ii+1.通过定理 6 
可知:必存在正整数 N*,使得

1N N
I I∗ ∗ +

= . 

命题 7. 给定多项式映射 F,令 Ii=〈|F(X)|2−|X|2,|F2(X)|2−|X|2,…,|Fi(X)|2−|X|2〉为多项式理想,则必存在正整数 N*, 
使得

1N N
I I∗ ∗ +

= . 

证明:这是显然的.根据 Ii的构造可知,Ii⊆Ii+1(这是因为理想 Ii+1的生成元比理想 Ii多出一个生成元|Fi+1(X)|2− 

|X|2).假设使得
1N N

I I∗ ∗ +
= 成立的 N*不存在,则这些理想将形成一条严格升链 I1 I2 I3 …,那么根据定理 6,必存

在 N*,使得
1N N

I I∗ ∗ +
= .故假设不成立. □ 

根据命题 7,使得
1N N

I I∗ ∗ +
= 的正整数 N*必定存在.而下面的算法 1 可计算出 N*. 

算法 1. 
输入:给定 n 维多项式映射 F:X|→F(X); 
输出:N*. 
S1. 构建理想 Ii=〈|F(X)|2−|X|2,|F2(X)|2−|X|2,…,|Fi(X)|2−|X|2〉; 
S2. 如果 Ii≠Ii∪〈|Fi+1(X)|2−|X|2〉,则转 S3;否则,转 S4; 
S3. Ii←Ii∪〈|Fi+1(X)|2−|X|2〉,转 S2; 
S4. 返回 N*=i. 
由命题 7 可知,算法 1 显然有限终止.在算法 1 中,两个理想是否相等等价于它们的约化 Groebner 基是否相

等 .因此 ,可调用 Maple 中的命令函数计算各自的约化 Groebner 基 .既然根据算法 1 可以得到 N*,可构 

建 2 2 2 2 2 2 2| ( ) | | | ,| ( ) | | | ,...,| ( ) | | |N
N

I F X X F X X F X X
∗

∗ = 〈 − − − 〉 .另外,根据 ( )
N

XΓ ∗ 的定义,显然有: 

( ) ( ( ))C CN N
V I V XΓ∗ ∗= . 

因此,要判定 ( ( )) ( ( ) )C CN
V X V F X XΓ ∗ = − 是否成立,等价于判定 ( ) ( ( ) )C CN

V I V F X X∗ = − .由此,根据算法 2,我

们可以判定 ( ( )) ( ( ) )C CN
V X V F X XΓ ∗ = − 是否成立. 

算法 2. 
输入: 1 1, ( ) ( ,..., )T

n nN
I F X X f x f x∗ − = − − ; 

输出:T(相等),F(不相等). 
S1. 计算理想

N
I ∗ 的约化 Groebner 基

N
G ∗ ; 

S2. 如果对任意的 i=1,2,…,n,均有 i i N
f x G ∗− ∈ ,则返回 T;否则,返回 F. 

命题 8. 若算法 2 返回 T,则必有 ( ( )) ( ( ) ).C CN
V X V F X XΓ ∗ = −  
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证明:根据题设,若算法 2 返回 T,则表明对任意的 i,有 i i N
f x G ∗− ∈ ,也即 i i N

f x I ∗− ∈ ,这是因为 .
N N

G I∗ ∗〈 〉 = 因

此,理想 1 1( ) ,..., .n n N
F X X f x f x I ∗〈 − 〉 = 〈 − − 〉 ⊆ 故 ( ( ) ) ( )C C N

V F X X V I ∗− ⊇ .又因为 ( ( )) ( ),C CN N
V X V IΓ ∗ ∗= 有: 

( ( ) ) ( ( )).C C N
V F X X V XΓ ∗− ⊇  

同时,又因为 ( ( ) ) ( ( ))C C N
V F X X V XΓ ∗− ⊆ ,故 ( ( ) ) ( ( )).C C N

V F X X V XΓ ∗− =  □ 

根据命题 8,若算法 2 返回 T,则 ( ( )) ( )C CN
V X V F XΓ ∗ = − ,故 ( ( )) ( ( ) ),R RN

V X V F X XΓ ∗ = − 满足定理 4 的题设. 

此时,循环程序(1)是否可终止的问题等价于 F 在 S 中有无不动点的问题.因此,我们有下列的结论. 
定理 9. 设 S 是 n 维空间中的有界闭的连通域.给定 n 维多项式映射 F:X|→F(X),令: 

Ii=〈|F(X)|2−|X|2,|F2(X)|2−|X|2,…,|Fi(X)|2−|X|2〉. 
如果同时满足: 
(i) 存在正整数 N*,使得

1N N
I I∗ ∗ +

= 且 ( ) ( ( ) );C CN
V I V F X X∗ = −  

(ii) 存在 [1, ]j N ∗∈ 和正数=,使得∀X∈S, 2 2 2 2|| ( ) | | | | || ( ) | | | | ( [1, ], ).j kF X X F X X k N k j∗− ⋅ − ∀ ∈ ≠=≥  

则循环程序(1)在 S 上是不可终止的当且仅当 F 在 S 中有不动点. 
证明:因为 ( ) ( ( )), ( ) ( ( ) )C C C CN N N

V I V X V I V F X XΓ∗ ∗ ∗= = − ,从而有 ( ( )) ( ( ) )C CN
V X V F X XΓ ∗ = − ,故有: 

( ( )) ( ( ) ).R RN
V X V F X XΓ ∗ = −  

因此,定理 4 中的假设均成立.由定理 4,结论显然成立. □ 
注:当 F 为多项式映射时,算法 1 和算法 2 给出了可计算的方法去验证定理 9 中的假设(i)是否成立.而假设 

(ii)中,判定是否存在正数=,使得∀X∈S,||Fj(X)|2−|X|2|≥=⋅||Fk(X)|2−|X|2|可以等价转化为存在正数=,使得下列半代 

数系统: 
S∩{X∈Rn:||Fj(X)|2−|X|2|<=⋅||Fk(X)|2−|X|2|} 

无实解.后者可用 Collins 早期提出的基于柱形代数分解[21]的实量词消去技术进行判定,因而也是可计算的.已
有多种实量词消去的工具,如 QEPCAD,Redlog,DISCOVERER,BOTTEMA,RegularChains 等.本文中,我们主要利

用工具 BOTTEMA,DISCOVERER 来进行计算.进而,当定理 9 中的两个假设条件都被满足时,则这类多项式循

环程序的终止性问题可归结为有无不动点的判定问题.而后者的判定是简单的,这是因为判定 F 是否在 S 中有

不动点,等价于计算下列半代数系统:{X∈Rn:F(X)−X=0}∩S 是否非空:若非空,则表明 F 在 S 中有不动点;否则,在
S 上没有不动点.而一个半代数系统是否为空的判定问题等价于实量词消去问题,因而适合运用计算机代数工

具 DISCOVERER 予以求解. 
根据定理 9,我们给出本文的主要算法,描述如下. 
算法 3. 
输入:形如(1)的循环程序 P; 
输出:True(终止),False(不终止),ND(不确定). 
S1. 从循环程序 P 中抽取迭代映射 F,循环条件形成的区域 S,转 S2; 
S2. 调用算法 1 计算出正整数 N*,转 S3; 
S3. 调用算法 2 判定 ( ) ( ( ) )C CN

V I V F X X∗ = − 是否成立:若成立,则转 S4;否则,输出 ND; 

S4. 利用工具 BOTTEMA 判定定理 9 中的条件(ii)是否成立:若成立,则转 S5;否则,输出 ND; 
S5. 利用工具 DISCOVERER 判定半代数系统{X∈Rn:F(X)−X=0}∩S 是否有解:若有解,则输出 false;否则,输 

出 true. 
在算法 3 中,S3 和 S4 分别判定定理 9 中的两个前提条件(i)、条件(ii)是否都满足:倘若其中某个条件不满

足,那么输出 ND;否则,若这两个条件都满足,那么我们可通过判定 S 中是否有不动点来判定程序 P 是否终止. 

2   实  例 

例 2:考虑下列循环的终止性. 



 

 

 

524 Journal of Software 软件学报 Vol.27, No.3, March 2016   

 

 

2 2

2

1  0  0

2 3 1
7 5

x y & & x & & y

x x xy
y xy x

+

:= − +
:= + +

while do

endwhile

≤ ≥ ≥

 (4) 

令 F=(f1,f2)=(2x2−3xy+1,xy+7x+5)T,S={X∈R2:x2+y2≤1,x≥0,y≥0}为有界闭连通的.调用算法 1,得到 N*=3,则
I3=〈|F(X)|2−|X|2,|F2(X)|2−|X|2,|F3(X)|2−|X|2〉.根据算法 2,首先计算 I3 的 Groebner 基 G3=(3y2−2+24x−17y,xy+5+7x−y, 
2x2+16+20x−3y),然后根据理想成员判定算法得知: 

• f1−x=0⋅(3y2−2+24x−17y)+(−3)⋅(xy+5+7x−y)+1⋅(2x2+16+20x−3y); 
• f2−y=0⋅(3y2−2+24x−17y)+1⋅(xy+5+7x−y)+0⋅(2x2+16+20x−3y). 
故 f1−x∈G3,f2−y∈G3.根据命题 8 可知 VC(I3)=VC(Γ3(X))=VC(F(X)−X),满足定理 9 的条件(i).为验证条件(ii)是 

否成立,我们调用 BOTTEMA 得知:当==10−20 时,有||F(X)|2−|X|2|≥=||F2(X)|2−|X|2|且||F(X)|2−|X|2|≥=||F3(X)|2−|X|2|, 

从而满足定理 9 的条件(ii).因此根据定理 9,由于迭代映射 F 的不动点都不在 S 中,因此该循环是可终止的. 
例 3:考虑下列循环的终止性: 

 
2 2

1 4 2 1

7 4
62 4 5

x & & x & & y & & y

x y x y
y x y

− −

:= − − − −
:= − + +

while do

endwhile

≤ ≥ ≤ ≥

 (5) 

令 F=(−7−y−4x2−y2,−62x+4y+5)T,S={X∈R2:x≤1,x≥−4,y≤2,y≥−1}为有界闭连通的.调用算法 1,得到 N*=3,
则 I3=〈|F(X)|2−|X|2,|F2(X)|2−|X|2,|F3(X)|2−|X|2〉.调用算法 2,可判定出 VC(I3)=VC(F(X)−X).同时,调用 BOTTEA 可知, 
当==10−4 时,有: 

||F3(X)|2−|X|2|≥=||F(X)|2−|X|2|且||F3(X)|2−|X|2|≥=||F2(X)|2−|X|2|. 

故满足定理 9 的两个条件.由于迭代映射 F 的不动点都不在 S 中,根据定理 9,该循环是可终止的. 
在表 1 中,我们列举了更多实例来阐明本文方法的适用性. 

Table 1  More Examples 
表 1  更多实例 

实例 定理 9 的条件(i) 定理 9 的条件(ii) 终止性 
while (x≥1 && y≥1 && x≤3 && y≤3) do

x:=2x−y2;y:=3y2−1 
满足 满足 终止 

while (x2+y2≤3) do 
x:=4x−y;y:=2y+1 

满足 不满足 ND 

while (x≥1 && y≥1 && x≤3 && y≤3) do
x:=3x−7;y:=y2−5x+1 

不满足 满足 ND 

while (x2≤5 && y≤x && y≥1) do 
x:=x−y−7;y:=3x+y 

满足 满足 终止 

while (x2≤5 && y≤1 && y≥−1) do 
x:=x−y;y:=2x+5y 

满足 满足 不终止 

while (y≥x2 && y≤x) do 
x:=xy−2x+y;y:=−5y+x+x2−7 

满足 满足 终止 

While (y≤x && x≥3 && x≤100) do 
x:=3x−y−1;y:=y2−4x 

满足 满足 终止 

表中的 ND 表示本文方法对其终止性无法确定. 

3   复杂度 

从算法 3中可以看出:主要的计算都集中在 S2~S5,且涉及的计算主要包括Grobner基计算和柱形代数分解. 
Groebner 基是 Buchberger 在他的博士论文中首先引进的,该方法能从任意多项式理想的一组给定生成元有效

地计算出另一组性质良好的生成元,即 Groebner基.Collins在 1975年首次提出了较为实用的基于柱形代数分解
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的量词消去算法 ,用于实闭域上的量词消去问题 .S2 中主要计算多项式理想的约化 Groebner 基 ,在文献 

[23]中,其计算复杂度在糟糕情形下被证明是
( )22

O n
,其中,n 为多项式变元个数,该复杂度是双指数的.S3 中涉及 

理想成员的判定计算,即,判定给定多项式 f 是否属于理想 I,这等价于在给定相同的项序下判定理想 I∪{f}与理

想 I 是否相等.而后者的判定等价于计算两个理想的约化 Groebner 基是否相等(理想的约化 Groebner 基总是唯

一的).既然在 S2 中计算理想的约化 Groebner 基的复杂度糟糕情况下是双指数的,因此,S3 的计算复杂度在糟糕

情形下也是双指数的.在 S4 和 S5 中,我们采用 Collins 提出的基于柱形代数分解(CAD)的量词消去技术来判定 

半代数系统是否有实解.而 CAD 的计算复杂度在最糟糕情形下被证明是
( 2) /52(2 )
n

O
−

(n 是变元个数)也是双指数 
的[24,25].因此,算法 3 的复杂度在糟糕情形下不可避免是双指数的. 

4   结  论 

借助计算机代数中的 Groebner 基理论,本文研究了一类单重无分支非线性循环程序的终止性问题.尽管程

序终止性问题被证明是不可判定的,但对本文所研究的这类循环程序,我们证明了在给定条件下,此类循环的终

止性判定问题可归约为不动点的判定问题,而不动点的计算可被规约为半代数系统的求解.本文采用的柱形代

数分解(CAD)和 Groebner 基计算都是精确的符号计算,从而导致本文呈现的算法是指数时间复杂度的.尽管高

复杂度,但当问题规模不大时,可以在合理时间内得到判定结果.随着近年来符号-数值混合 CAD 技术以及并行

Groebner 基计算的发展,本文算法的效率有望得到提升.我们今后的工作将继续沿此思路探索更加一般的循环

程序的终止性,并将其终止性的判定问题归结为不动点的判定问题. 
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