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摘  要: 提出具有模态词�ϕ=�1ϕ∨�2ϕ的命题模态逻辑,给出其语言、语法与语义,其公理化系统是可靠与完备的,
其中,�1与�2是给定的模态词.该逻辑的公理化系统具有与公理系统 S5 相似的语言,但具有不同的语法与语义.对于

任意的公式ϕ,�ϕ=�1ϕ∨�2ϕ;框架定义为三元组〈W,R1,R2〉,模型定义为四元组〈W,R1,R2,I〉;在完备性定理证明过程中,需
要在由所有极大协调集所构成的集合上构造出两个等价关系,其典型模型的构建方法与经典典型模型的构建方法

不同.如果�1的可达关系 R1等于�2的可达关系 R2,那么该逻辑的公理化系统变成 S5. 
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Abstract:  This paper proposes a propositional modal logic with a modality �ϕ=�1ϕ∨�2ϕ, and specifies the language, the syntax and the 
semantics for the logic. The axiomatic system for � is sound and complete, where �1 and �2 are given in this paper. The axiomatic system 
for the logic has the similar language, but has the different syntax and semantics. For any formula ϕ, �ϕ=�1ϕ∨�2ϕ; the frame for the 
axiomatic system is defined as an triple 〈W,R1,R2〉, and the model is defined as quadruple 〈W,R1,R2,I〉. When the completeness theorem is 
proved, two equivalence relations are constructed on the set that is made up of all the maximal consistent sets. The construction method of 
a canonical model for the axiomatic system is different from the classical canonical model. If the accessibility relation R1 for �1 is the 
accessibility relation R2 for �2, then the axiomatic system for � changes into S5. 
Key words:  propositional modal logic; modality; the axiomatic system 

模态逻辑是由命题逻辑或谓词逻辑加上模态词�而形成的扩张[1].在模态逻辑中,框架 F 被定义为二元组

〈W,R〉[1,2],其中,W 是非空的可能世界集合,R 是 W 上的一种可达关系;模型 M 被定义为三元组〈W,R,I〉,其中, 〈W,R〉
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是框架,I 对命题符号进行解释并赋予真假值.模态逻辑根据可达关系 R 分为公理系统 K,D,T,B,S4 与 S5 等 
等[1].在模态逻辑中,任给一个模型〈W,R,I〉,对于任意的可能世界 w 与公式ϕ,M,w �ϕ当且仅当对于任意的可能世

界 w′∈W,如果 wRw′,那么 M,w' ϕ.在多模态逻辑[3−6]中,其框架与模型的定义与在模态逻辑中的定义相似. 

既然公理系统 S5可以用所有的等价框架刻画[1],那么粗糙集理论中的近似空间(U,R)可以用作 S5的可能世

界语义[7].给定任意的近似空间(U,R),(U,R)可以对应 S5 的框架〈W,R〉,即:U=W,并且 R 既是 U 上的等价关系又是

W 上的可达关系.当使用 S5 形式化粗糙集理论时,对于任意的公式ϕ,ϕ的解释对应论域 U 的某个子集 X;上近似

集 R*(X)与下近似集 R*(X)则分别对应◊ϕ与�ϕ的解释[7];模态词�对应某个等价类,但不能用于表达粗糙集理论中 
精确或模糊的特点[7],其主要原因在于模态词�只有单一的解释.如果�有两种不同的解释,那么�不仅能用于表

达粗糙集理论中精确或模糊的特点,而且能够诱导出一种新的公理化系统.考虑给定近似空间(U,R1)与(U,R2),那
么 R1∩R2 必是等价关系,其中,∩是关系的交运算.既然 R1∩R2 对应模态词�的可达关系,那么对于任意的公式ϕ: 

M,w �ϕ iff 对于任意的 w′∈W,如果 w(R1∩R2)w′,那么 M,w′ ϕ; 
   Iff 对于任意的 w′∈W,如果 wR1w′且 wR2w′,那么 M,w′ ϕ. 
既然对于任意的 w′∈W,如果 wR1w′,那么 M,w′ ϕ;或对于任意的 w′∈W,如果 wR2w′,那么 M,w′ ϕ,蕴含对于任

意的 w′∈W,如果 wR1w′且 wR2w′,那么 M,w′ ϕ. 
则有:M,w �1ϕ或 M,w �2ϕ蕴含 M,w �ϕ. 
而 M,w �ϕ不能蕴含 M,w �1ϕ或 M,w �2ϕ,其中,Ri 对应模态词�i 的可达关系且 i=1,2. 
如果令 M,w �ϕ蕴含 M,w �1ϕ或 M,w �2ϕ,则有 M,w �ϕ当且仅当 M,w �1ϕ或 M,w �2ϕ.于是,对于任意的 

公式ϕ,�ϕ=�1ϕ∨�2ϕ.那么,本文得到一种新的模态词�.我们将给出具有模态词�ϕ=�1ϕ∨�2ϕ的命题模态逻辑,描
述其语言、语法与语义.首先给出该逻辑的语言、公式、框架、模型与可满足关系等定义,然后给出该逻辑的

公理化系统的公理模式与推理规则.S5 的公理模式 K[1]不是该逻辑的公理化系统的定理,最后证明该公理化系

统是可靠且完备的.在证明完备性定理过程中,需要在由所有极大协调集所构成的集合上构造出两个关系并证

明这两个关系是等价关系,其典型模型的构建方法与经典典型模型的构建方法[1]不同.该公理化系统具有与 S5 
不一样的语法与语义.对于任意的公式ϕ,模态逻辑或多模态逻辑不能判断 M,w �ϕ与 M,w ¬�ϕ. 

本文的主要贡献:提出一种具有模态词�ϕ=�1ϕ∨�2ϕ的模态逻辑,描述其语言、语法与语义,并证明其公理化

系统是可靠与完备的.与公理系统 S5 相比,该逻辑的公理化系统具有以下不同: 
• 对于任意的公式ϕ,�ϕ=�1ϕ∨�2ϕ; 
• 框架定义为〈W,R1,R2〉; 
• 模型定义为〈W,R1,R2,I〉; 
• 公理模式 K(S5 的公理模式)不是该公理化系统的定理; 
• 在证明完备性定理的过程中,我们需要构建出两个等价关系 R1 与 R2,如果 R1=R2,那么该公理化系统变

为 S5. 
本文第 1 节介绍公理系统 S5.第 2 节给出具有模态词�ϕ=�1ϕ∨�2ϕ的模态逻辑,描述其语言、语法与语义;

同时,给出可靠性定理与完备性定理的详细证明.第 3 节总结全文并给出相关讨论. 

1   公理系统 S5 

本节主要介绍公理系统 S5 的语言、语法与语义,并简单阐述其可靠性定理与完备性定理. 
公理系统 S5 的语言如下所示: 
定义 1.1. 
• 语言: 

 命题变量符号:p1,p2,...; 
 逻辑连接符:¬,→; 
 模态词:�; 
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 标点符号:(,). 
• 公式: 

ϕ=p|¬ϕ1|ϕ1→ϕ2|�ϕ1. 
其中,p 是任意的命题变量符号. 

定义 1.2(框架[1]). 框架 F 是一个有序的二元组〈W,R〉,其中,W 是可能世界的集合,R 是 W 上的二元关系. 
公理系统 S5 的公理模式与推理规则: 
• 公理模式: 

 (A1)  ϕ1→(ϕ2→ϕ1); 
 (A2)  (ϕ1→(ϕ2→ϕ3))→((ϕ1→ϕ2)→(ϕ1→ϕ3)); 
 (A3)  (¬ϕ1→¬ϕ2)→(ϕ2→ϕ1); 
 (A4)  �(ϕ→ψ)→(�ϕ→�ψ); 
 (A5)  �ϕ→ϕ; 
 (A6)  �ϕ→��ϕ; 
 (A7)  ϕ→�◊ϕ. 

每一个公理模式对应可数无穷多个实例. 
• 推理规则: 

 分离规则: ,ϕ ϕ ψ
ψ
→ ; 

 必然规则: ϕ
ϕ,

. 

定理 1.1(可靠性定理). 对于任意的公式集Σ与公式ϕ,如果Σ ϕ,则Σ ϕ. 
定理 1.2(完备性定理). 对于任意的公式集Σ与公式ϕ,如果Σ ϕ,则Σ ϕ. 

2   具有模态词�ϕ=�1ϕ∨�2ϕ的模态逻辑 

本节将给出具有模态词�ϕ=�1ϕ∨�2ϕ的模态逻辑,描述其语言、语法与语义,其公理化系统记为 S51∨S52;然后,
我们证明 S51∨S52 的可靠性定理与完备性定理. 

2.1   语言,语法与语义 

公理系统 S51∨S52 的语言如下: 
定义 2.1. 
• 语言: 

 命题变量符号:p1,p2,...; 
 逻辑连接符:¬,→; 
 模态词:�,�1,�2; 
 标点符号:(,). 

• 公式: 
 ϕ=p|¬ϕ1|ϕ1→ϕ2|�ϕ1; 
 �ϕ1=�1ϕ1∨�2ϕ1. 

• 其他联结词: 
 (ϕ1∨ϕ2)=def(¬ϕ1→ϕ2); 
 (ϕ1∧ϕ2)=def¬(ϕ1→¬ϕ2); 
 (ϕ1↔ϕ2)=def((ϕ1→ϕ2)∧(ϕ2→ϕ1)); 
 (◊ϕ1)=def(¬�¬ϕ1). 
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定义 2.2(框架). 框架 F 定义为有序三元组〈W,R1,R2〉,其中,W 是非空的可能世界集合,Ri⊆W2 是可能世界集

W 上的等价关系,Ri 对应�i 的可达关系并且 i=1,2. 
定义 2.3(模型). 模型 M 定义为有序四元组 M=〈W,R1,R2,I〉,其中: 
• 〈W,R1,R2〉是框架; 
• I 是一个解释,使得对于任意命题变量 p,I(p)⊆W;并且对于任意 w∈I(p),p 在 w 中为真. 
对于任意的公式ϕ与可能世界 w,可满足关系定义如下: 
定义 2.4(可满足关系). 给定任意模型 M=〈W,R1,R2,I〉与公式ϕ,则有: 

1 1

1 2

( ),                                                               
, | ,                                                             

, | , | , | ,                          

w I p p
M w

M w M w M w

ϕ
ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ
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1 1
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.            
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, , , | ,     

w W wR w M w
w W wR w M w
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⎧
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⎪ ′ ′ ′∈ =⎪

′ ′ ′⎪ ∈ =⎩ 1

如果

对于任意 如果 那么 或

对于任意 如果 那么 如果 =,

 

在下文,由可满足关系的定义,我们将分别给出公式在模型中有效的定义、在框架中有效的定义、在框架

类中有效的定义. 
定义 2.5(有效公式): 
• 公式ϕ在模型中有效当且仅当对于任意的可能世界 w∈W,M,w ϕ,记为 M ϕ; 
• 公式ϕ在框架中有效当且仅当对于基于框架 F 的任意的模型 M,M ϕ,记为 F ϕ; 
• 令 C 表示为框架类,公式ϕ在框架类 C 中有效当且仅当对于任意的框架 F∈C,F ϕ; 
• Σ Cϕ当且仅当对于任意框架 F∈C:如果 F Σ,则 F ϕ;如果Σ=∅,那么 Cϕ. 

公理系统 S51∨S52 的公理模式与推理规则如下所示: 
• 公理模式: 

 L1 ϕ1→(ϕ2→ϕ1); 
 L2 (ϕ1→(ϕ2→ϕ3))→((ϕ1→ϕ2)→(ϕ1→ϕ3)); 
 L3 (¬ϕ1→¬ϕ2)→(ϕ2→ϕ1); 
 L4 (�ϕ∨�ψ)→�(ϕ∨ψ); 
 L5 �ϕ→ϕ; 
 L6 �ϕ→��ϕ; 
 L7 �(�ϕ∨ψ)→(�ϕ∨�ψ); 
 L8 ◊(�ϕ∨ψ)→(�ϕ∨◊ψ). 

每一个公理模式对应可数无穷多个实例. 
• 推理规则: 

 分离规则(MP): ,ϕ ϕ ψ
ψ
→ ; 

 必然规则(N): ϕ
ϕ,

. 

定义 2.6. 设Σ是一个公式集合,Σ上的一个证明是公式的序列ϕ1,ϕ2,…,ϕn 使得对于每一个 i:1≤i≤n: 
• 要么ϕi 是一个公理; 
• 要么ϕi∈Σ; 
• 要么存在 j,k<i 使得ϕi 由ϕj,ϕk 与分离规则推出; 
• 要么存在 j<i 使得ϕi 由ϕj 与必然规则推出. 
公式ϕ是Σ的定理,记为Σ ϕ,如果存在Σ上的一个证明ϕ1,ϕ2,…,ϕn 使得ϕ=ϕn. 
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2.2   可靠性定理 

本节主要阐述公理系统 S51∨S52 的可靠性定理证明.在证明之前,先证明各个公理模式的有效性: 
• L4  (�ϕ∨�ψ)→�(ϕ∨ψ) 
证明:对于任意框架〈W,R1,R2〉的任意模型 M=〈W,R1,R2,I〉与任意的可能世界 w∈W,如果 M,w �ϕ∨�ψ,那么

M,w �ϕ或 M,w �ψ. 
由定义 2.4 可知:如果 M,w �ϕ,则有 M,w �(ϕ∨ψ); 
由定义 2.4 可知:如果 M,w �ψ,则有 M,w �(ϕ∨ψ). 
因此可以判定:对于任意框架〈W,R1,R2〉的任意模型 M=〈W,R1,R2,I〉与任意的可能世界 w∈W,如果 M,w �ϕ∨ 

�ψ,那么 M,w �(ϕ∨ψ). □ 

• L5 �ϕ→ϕ 
证明:由定义 2.4 可以证明.  □ 
• L6 �ϕ→��ϕ 
证明:假设对于某框架〈W,R1,R2〉的某个模型 M=〈W,R1,R2,I〉与某个可能世界 w∈W,M,w �ϕ且 M,w ��ϕ. 
既然 M,w �ϕ,那么对于任意的可能世界 w′∈W,如果 wR1w′,那么 M,w′ ϕ;或对于任意的可能世界 w′∈W,如

果 wR2w′,那么 M,w′ ϕ; 
既然 M,w ��ϕ,那么存在可能世界 w1 与 w2 使得 wR1w1 且 M,w1 ¬�ϕ且 wR2w2 且 M,w2 ¬�ϕ. 
因为 M,w1 ¬�ϕ,由可满足关系的定义,存在 w3 与 w4 使得 w1R1w3 且 M,w3 ¬ϕ且 w1R2w4 且 M,w4 ¬ϕ. 
因为关系 R1与 R2是等价关系且 wR1w1且 w1R1w3,则有 wR1w3且 M,w3 ¬ϕ,这与 M,w �ϕ矛盾.同理,有 wR2w4

且 M,w4 ¬ϕ,这与 M,w �ϕ矛盾. 
至于 M,w2 ¬�ϕ,与 M,w1 ¬�ϕ的证明类似,也存在矛盾.  □ 

• L7 �(�ϕ∨ψ)→(�ϕ∨�ψ) 
证明:证明过程与(L6)的证明过程类似,我们省略其证明过程. □ 
• L8 ◊(�ϕ∨ψ)→(�ϕ∨◊ψ) 
证明:证明过程与(L6)的证明类似,我们省略其具体的证明.  □ 
对于公理系统 S5 的公理模式 K,容易证明 K 不是公理系统 S51∨S52 的定理. 
对于 MP 规则见文献[1,8,9].我们仅仅给出 N 规则的证明: 
既然对于任意的框架〈W,R1,R2〉的任意模型 M=〈W,R1,R2,I〉与任意可能世界 w∈W,M,w ϕ.令 w′为任意一个可

能世界,则有:对于任意可能世界 w″∈W,如果 w′R1w″,那么 M,w″ ϕ;或对于任意可能世界 w″∈W,如果 w′R2w″,那
么 M,w″ ϕ.于是,M,w′ �ϕ. 

既然对于任意框架〈W,R1,R2〉的任意模型 M=〈W,R1,R2,I〉与任意可能世界 w′∈W,M,w′ �ϕ,可以断定 �ϕ. □ 

由 S51∨S52 的公理,我们可以获得以下的定理: 
(1) L7′ �(�ϕ1∨...∨�ϕn∨ψ)→(�ϕ1∨...∨�ϕn∨�ψ); 
(2) L8′ ◊(�ϕ1∨...∨�ϕn∨ψ)→(�ϕ1∨...∨�ϕn∨◊ψ); 
(3) L4′ �(ϕ∧ψ)→(�ϕ∧�ψ). 
证明: 
(1) 重复应用公理 L7 即可证明; 
(2) 重复应用公理 L8 即可证明; 
(3) 既然�(ϕ∧ψ)→�(ϕ∧ψ)∨�(ϕ∧¬ψ),由公理 L4,�(ϕ∧ψ)∨�(ϕ∧¬ψ)→�((ϕ∧ψ)∨(ϕ∧¬ψ));既然(ϕ∧ψ)∨(ϕ∧ 

¬ψ)↔ϕ,因此�(ϕ∧ψ)∨(ϕ∧¬ψ)↔�ϕ.于是,�(ϕ∧ψ)→�ϕ. 
 与�(ϕ∧ψ)→�ϕ的证明类似,我们可以证明�(ϕ∧ψ)→�ψ.则有�(ϕ∧ψ)→(�ϕ∧�ψ). □ 
定理 2.1(可靠性定理). 对于任意的公式集Σ与公式ϕ,如果Σ ϕ,则Σ ϕ. 



 

 

 

邓少波 等:具有模态词�ϕ=�1ϕ∨�2ϕ且可靠与完备的公理系统 2291 

 

证明:Σ ϕ,则说明存在一个证明序列ϕ1,ϕ2,...,ϕn 使得ϕn=ϕ.因此,对Σ ϕ的证明序列长度 n 进行归纳证明: 
• 归纳基础 n=1:证明序列中只有一个公式ϕ.因此 ,这个公式要么是一个公理 ,要么ϕ∈Σ ,则有Σ ϕ; 

• 当 n≥1 时:假设对于所有由Σ用小于 n 步推出的公式此定理成立,那么有以下几种情形: 
 情形 1:如果ϕ是一个公理,则有 ϕ,于是Σ ϕ; 
 情形 2:如果ϕ∈Σ,则有Σ ϕ; 

 情形 3:如果ϕ是由证明序列中一个公式应用必然规则 N 得到的,则ϕ必然是�ψ这种形式,且ψ可 
  由Σ在小于 n 步内推出,即为Σ ψ.由归纳假设可知,Σ ψ.既然对于任意的框架〈W,R1,R2〉的任意模 
  型 M=〈W,R1,R2,I〉与任意的可能世界 w∈W,M,w ψ,则对于任意的框架〈W,R1,R2〉的任意模型 M= 
  〈W,R1,R2,I〉与任意的可能世界 w∈W,M,w �ψ.因此,对于任意的框架〈W,R1,R2〉的任意模型 M=〈W, 
  R1,R2,I〉与任意的可能世界 w∈W,M,w Σ蕴含 M,w ϕ; 

 情形 4:如果ϕ是由证明序列中的两个公式使用分离规则 MP 得到,则证明序列中必有ψ和ψ→ϕ 
  这两种形式公式,且这两个公式均可由小于 n 步的序列推出,即为Σ ψ与Σ ψ→ϕ.由归纳假设可 

 知Σ ψ与Σ ψ→ϕ,于是可得Σ ϕ. □ 

2.3   完备性定理 

本节主要证明公理系统 S51∨S52 的完备性定理,其典型模型构建方法与经典的典型模型构建方法不同[1]. 
定义 2.7(协调性). 一个公式集合Σ是协调的当且仅当不存在公式ϕ使得Σ ϕ并且Σ ¬ϕ[9]. 

由上述协调性定义,我们有: 
公式集合Σ是不协调的当且仅当存在公式ϕ1,...,ϕn∈Σ使得: 

¬(ϕ1∧...∧ϕn). 

定理 2.2. 给定任意一个协调的公式集Σ,该公式集可以扩充为极大协调集合Σ*. 
证明:假定所有的公式按照α0,α1,...排成一列,归纳定义Σn: 

0

1

,

{ },     { }
.

{ },  { }
n n n n

n
n n n n

Σ Σ

Σ α Σ α
Σ

Σ α Σ α+

=

∪ ∪⎧
= ⎨ ∪ ¬ ∪ ¬⎩

如果 是协调的

如果 是协调的

 

现在我们需要证明:对于任意的 n,如果Σn 是协调的,那么Σn+1 也是协调的,则由归纳定义可知,Σn+1 是协调的. 

令 *
nΣ Σ=∪ ,那么, 

(1) Σ*是协调的. 
假设Σ*不协调,存在一个公式ϕ使得: 

Σ* ϕ并且Σ* ¬ϕ. 
于是,存在有限子集Σ0,Σ1⊆Σ*使得Σ0 ϕ并且Σ1 ¬ϕ. 

既然Σ0∪Σ1是有限公式集合,那么存在 n使得Σ0∪Σ1⊆Σn且Σn不协调.但我们已经证明Σn是协调的,因此矛盾.
所以,Σ*协调. 

(2) 对于任意公式ϕn,要么ϕn∈Σ*,要么¬ϕn∈Σ*. 
对于任意公式ϕn,由Σn的定义可知:要么ϕn∈Σn要么¬ϕn∈Σn.既然Σn⊆Σ*,可以断言:要么ϕn∈Σ*要么¬ϕn∈Σ*.□ 
构造模型 M=〈W,R1,R2,I〉使得对于任意的可能世界 w∈W 是一个极大协调集,而在可能世界集合 W 上的可达

关系 R1,R2 被定义为: 
定义 2.8.令Γ={Σ0,Σ1,...}是由所有极大协调集构成的集合,对于任意的Σi,Σj∈Γ,令: 
• S−(Σi)={ϕ:�ϕ∈Σi}; 
• S(Σi)={�ϕ:�ϕ∈Σi}. 
定义在Γ上的关系 R1 与 R2: 
• ΣiR1Σj 当且仅当 S−(Σi)⊆Σj; 
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• ΣiR2Σj 当且仅当 S(Σi)⊆Σj. 
定理 2.3. 令Γ={Σ0,Σ1,...}是由所有极大协调集构成的集合,如果对于任意的Σi,Σj∈Γ: 
• ΣiR1Σj 当且仅当 S−(Σi)⊆Σj; 
• ΣiR2Σj 当且仅当 S(Σi)⊆Σj. 
那么,关系 R1 与 R2 均是Γ上的等价关系. 
证明: 
1. 我们需要证明 R1 满足以下 3 个条件: 
(i) R1 具有自反性:对于任意Σi∈Γ,ΣiR1Σi; 
(ii) R1 具有对称性:对于任意Σi,Σj∈Γ,如果ΣiR1Σj,则ΣjR1Σi; 
(iii) R1 具有传递性:对于任意Σ1,Σ2,Σ3∈Γ,如果Σ1R1Σ2 且Σ2R1Σ3,则Σ1R1Σ3. 
• 条件(i)的证明. 
对于任意的 i∈N,需要证明 S−(Σi)⊆Σi,其证明过程如下所示: 
对于任意的公式ϕ,如果�ϕ∈Σi,那么ϕ∈S−(Σi).既然�ϕ→ϕ(L5)与�ϕ∈Σi,那么ϕ∈Σi,于是 S−(Σi)⊆Σi. 
• 条件(ii)的证明. 
我们需要证明:如果 S−(Σi)⊆Σj,那么 S−(Σj)⊆Σi.也就是说:对于任意公式β,如果�β∈Σj,那么β∈Σi. 
假定β∉Σi,¬β∈Σi.因为�β→β(L5)与¬β∈Σi,可以断定¬�β∈Σi.既然 S−(Σi)⊆Σj,那么对于任意公式α:如果

�α∈Σi,那么α∈Σi.因¬�β∈Σi 与�α∈Σi,则有�α∧¬�β∈Σi. 
因�α∧¬�β∈Σi,则根据(�α∧¬�β)→�(α∧¬�β),�(α∧¬�β)∈Σi.而(�α∧¬�β)→�(α∧¬�β)由公理 L8 的逆反律

获得. 
由�(α∧¬�β)∈Σi与公理 L6,有��(α∧¬�β)∈Σi.既然 S−(Σi)⊆Σj,那么�(α∧¬�β)∈Σj.由�(α∧¬�β)∈Σj与公理 L5,

则有α∧¬�β∈Σj.因此,α∈Σj 与¬�β∈Σj.既然¬�β∈Σj 与�β∈Σj,那么Σj 不协调,这与该定理的前提条件矛盾. 
• 条件(iii)的证明. 
我们需要证明:如果 S−(Σ1)⊆Σ2 与 S−(Σ2)⊆Σ3,那么 S−(Σ1)⊆Σ3.也就是说:对于任意公式β,如果�β∈Σ1,那么

β∈Σ3.其证明过程如下所示: 
由�β∈Σ1 与�β→��β(L6),则有��β∈Σ1.根据Σ1R1Σ2 与关系 R1 的定义,则有�ϕ∈Σ2.由Σ2R1Σ3 与�β∈Σ2,则有

β∈Σ3.因此对于任意公式β,如果�β∈Σ1,那么β∈Σ3.因此,S−(Σ1)⊆Σ3. 
2. 现在,我们需要证明关系 R2 是等价关系,下面 3 个条件需要被证明: 
(i) 对于任意Σi∈Γ,ΣiR2Σi; 
(ii) 对于任意Σi,Σj∈Γ,如果ΣiR2Σj,则ΣjR2Σi; 
(iii) 对于任意Σ1,Σ2,Σ3∈Γ,如果Σ1R2Σ2 且Σ2R2Σ3,则Σ1R2Σ3. 
条件(i)与条件(iii)比较容易证明,在此省略它们的证明过程.本文只给出条件(ii)的证明: 
对于条件(ii),我们需要证明:对于任意公式β,如果�β∈Σj,那么�β∈Σi.其证明过程如下所示: 
假定�β∉Σi,于是¬�β∈Σi.既然ΣiR2Σj,则有:对于任意公式α,如果�α∈Σi,那么�α∈Σj.由¬�β∈Σi 与�α∈Σi,则有

�α∧¬�β∈Σi. 
根据公理 L8 的逆反律,则有(�ϕ∧¬�ψ)→�(ϕ∧¬�ψ),然后有(�α∧¬�β)→�(α∧¬�β). 
因¬�ϕ∧�α∈Σi 与(�α∧¬�β)→�(α∧¬�β),则有�(α∧¬�β)∈Σi. 
由�(α∧¬�β)∈Σi 与公理 L4′,则有�α∧�¬�β∈Σi,于是�¬�β∈Σi.既然ΣiR2Σj,那么�¬�β∈Σj.由�¬�β∈Σj 与 L5,

我们有¬�β∈Σj.既然¬�β∈Σj 且�β∈Σj,可以断定Σj 不协调,这与该定理的前提条件矛盾. □ 
定理 2.4. 令Γ是包含公式¬�ψ的极大协调公式集合,S−(Γ)∪{¬ψ}是协调的且¬ψ∈Γ,其中,S−(Γ)={ϕ:�ϕ∈Γ}. 
证明: 
1. 我们需要证明 S−(Γ)∪{¬ψ}是协调的,其证明过程如下所示: 
对于 S−(Γ),有以下两种情况: 
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• 情形 1. S−(Γ)≠∅. 
于是,Γ至少包含一个�ϕ这种形式公式,比如令�ϕ∈Γ,则: 
首先,本文需要证明¬�ψ∈S−(Γ),其证明过程如下所示: 
由¬�ψ∈Γ与�ϕ∈Γ,可以断定�ϕ∧¬�ψ∈Γ.根据公理 L8 的逆反律,可以得到�ϕ∧¬�ψ→�(ϕ∧¬�ψ),然后有

�(ϕ∧¬�ψ)∈Γ. 
根据定理 L4′与�(ϕ∧¬�ψ)∈Γ,�ϕ∧�¬�ψ∈Γ,然后�¬�ψ∈Γ. 
由 S−(Γ)的定义,则有¬�ψ∈Γ. 
其次,利用反证法证明 S−(Γ)∪{¬ψ}是协调的,其证明过程如下所示: 
假定 S−(Γ)∪{¬ψ}不协调,则意味着存在 S−(Γ)的有限子集{¬�β1,...,¬�βn},使得: 

¬(¬�β1∧...∧¬�βn∧¬ψ), 

其中,n≥1. 
对于 n,我们有以下两种情况: 
情形 1.1. n≥2. 
于是, 
¬(¬�β1∧...∧¬�βn∧¬ψ) iff �β1∨...∨�βn∨ψ 

      iff �(�β1∨...∨�βn∨ψ)          (根据 N) 
      iff �β1∨...∨�βn∨�ψ         (根据 L7) 
      iff ¬(¬�β1∧...∧¬�βn∧¬�ψ) 

于是,{¬�β1,...,¬�βn,¬�ψ}不协调. 
对于任意¬�βi∈S−(Γ),由 S−(Γ)的定义可知,�¬�βi∈Γ.既然�¬�βi→¬�βi 且�¬�βi∈Γ,那么则有¬�βi∈Γ,其中, 

i=1,...,n.因此,{¬�β1,...,¬�βn}⊆Γ.于是,{¬�β1,...,¬�βn,¬�ψ}⊆Γ.既然{¬�β1,...,¬�βn,¬�ψ}不协调,那么Γ也不协

调,这与该定理的前提条件矛盾. 
情形 1.2. n=1. 
易知 S−(Γ)仅仅包含一个¬�α这种形式的公式,也就是¬�ψ, 
因此, 

¬(¬�ψ∧¬ψ). 

于是, 
¬(¬�ψ∧¬ψ) iff �ψ∨ψ 

    iff �(�ψ∨ψ)              (根据 N) 
    iff �ψ∨�ψ             (根据 L7) 
    iff �ψ 
    iff ¬(¬�ψ) 

于是,{¬�ψ}不协调. 
因为¬�ψ∈S−(Γ),根据 S−(Γ)的定义可知,�¬�ψ∈Γ.既然�¬�ψ→¬�ψ且�¬�ψ∈Γ,则有¬�ψ∈Γ.因为¬�ψ∈Γ,

所以{¬�ψ}⊆Γ.既然{¬�ψ}不协调,那么Γ也不协调,这与该定理的前提条件矛盾. 
• 情形 2. S−(Γ)=∅. 
假定{¬ψ}不协调,则有 ψ.由推演规则 N,可以断定 �ψ. 
因为 �ψ,则有�ψ∈Γ. 

由�ψ∈Γ与¬�ψ∈Γ,可知Γ不协调,这与该定理的前提条件矛盾. 
2. 本文需要证明¬ψ∈Γ,其证明过程是: 
既然Γ是某个极大协调集合 ,由极大协调集的生成过程可知 ,应该证明 :存在公式集合Γk+1,使得Γk+1= 

Γk∪{¬ψ}协调,其中,¬�ψ∈Γk 且Γk 协调的. 



 

 

 

2294 Journal of Software 软件学报 Vol.26, No.9, September 2015   

 

假定Γk∪{¬ψ}不协调,这意味着存在某一有限子集{¬�β1,...,¬�βn,¬�ψ}⊆Γk,使得: 
¬(¬�β1∧...∧¬�βn∧¬�ψ∧¬ψ), 

其中,n≥1. 
情形 2.1. n≥2. 
¬(¬�β1∧...∧¬�βn∧¬�ψ∧¬ψ) iff �β1∨...∨�βn∨�ψ∨ψ 

       iff �(�β1∨...∨�βn∨�ψ∨ψ)        (根据 N) 
       iff �β1∨...∨�βn∨�ψ∨�ψ       (根据 L7) 
       iff ¬(¬�β1∧...∧¬�βn∧¬�ψ) 

于是,{¬�β1,...,¬�βn,¬�ψ}不协调.既然{¬�β1,...,¬�βn,¬�ψ}⊆Γk,那么Γk 也不协调,这与前提假设矛盾. 
情形 2.2. n=1. 
除了¬�ψ,Γk 不再包含任意其他¬�β形式的公式,于是: 

¬(¬�ψ∧¬ψ). 

于是, 
¬(¬�ψ∧¬ψ) iff �ψ∨ψ 

    iff �(�ψ∨ψ)              (根据 N) 
    iff �ψ∨�ψ             (根据 L7) 
    iff �ψ 
    iff ¬(¬�ψ) 

于是,{¬�ψ}不协调,而{¬�ψ}⊆Γk.因此Γk 也不协调,这与前提假设矛盾. □ 
S51∨S52 的典型模型 M 与其他模型类似也是四元组〈W,R1,R2,I〉,其中,W 是由所有极大协调集构成的集合,也

就是:w∈W 当且仅当 w 是一个极大协调集;如果 w 与 w′都是 W 的元素,那么 wR1w′当且仅当 S−(w)⊆w′;并且如果

w 与 w′都是 W 的元素,那么 wR2w′当且仅当 S(w)⊆w′;对于任意命题变量 p,I(p)⊆W 且对于任意 w∈I(p),p 在 w 为

真当且仅当 p∈w.对于其他公式,则有以下定理成立: 
定理 2.5. 令 M=〈W,R1,R2,I〉是 S51∨S52 的典型模型,则对于任意的公式ϕ,M,w ϕ当且仅当ϕ∈w. 

证明:对公式的结构进行归纳证明,其证明过程如下所示: 
• 情形 1. ϕ:=p: 
由典型模型的构造可知,成立. 
• 情形 2. ϕ:=¬α: 

M,w ¬α iff M,w α 

    iff α∉w 
   iff ¬α∈w 
• 情形 3. ϕ:=α→β: 
α→β∉w iff ¬(α→β)∈w 

    iff α∈w 且¬β∈w 
    iff M,w α且 M,w ¬β 

   iff M,w (α→β) 

• 情形 4. ϕ:=�ψ: 
(⇒) 
情形 4.1. M,w �ψ. 
M,w �ψ iff 对于任意的可能世界 w′∈W,如果 wR1w′,则 M,w′ ψ;或 
    对于任意的可能世界 w′∈W,如果 wR2w′,则 M,w′ ψ 

由归纳假设可知:对于任意的可能世界 w′∈W,如果 wR1w′,则ψ∈w′;或对于任意的可能世界 w′∈W,如果
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wR2w′,则ψ∈w′. 
假设�ψ∉w,则由定理 2.4可知:S−(w)∪{¬ψ}是协调的,且¬ψ∈w.那么,我们可以把 S−(w)∪{¬ψ}扩充为极大协

调集 w1.既然 S−(w)⊆w1 与 S(w)⊆w,那么 wR1w1 且 wR2w 且¬ψ∈w1 且¬ψ∈w.这与对于任意的可能世界 w′∈W,如
果 wR1w′则ψ∈w′矛盾;或与对于任意的可能世界 w′∈W,如果 wR2w′则ψ∈w′矛盾.因此,�ψ∈w. 

情形 4.2. M,w �ψ. 
M,w �ψ iff 存在可能世界 w1∈W,使得 wR1w1 且 M,w1 ψ,并且 
    存在可能世界 w2∈W,使得 wR2w1 且 M,w2 ψ. 

由归纳假设可知:存在可能世界 w1∈W,使得 wR1w1 且ψ∉w1,并且存在可能世界 w2∈W,使得 wR2w2 且ψ∉w2. 
假设�ψ∈w,由 R1与 R2的定义可知:对于任意的可能世界 w′∈W,如果 wR1w′,则ψ∈w′;或对于任意的可能世界

w′∈W,如果 wR2w′,则ψ∈w′.这与存在可能世界 w1∈W,使得 wR1w1 且ψ∉w1,并且存在可能世界 w2∈W,使得 wR2w2

且ψ∉w2 矛盾.因此,�ψ∉w. 
(⇐) 
情形 4.3. �ψ∈w. 
由 R1 与 R2 的定义可知:对于任意的可能世界 w′∈W,如果 wR1w′,则ψ∈w′;或对于任意的可能世界 w′∈W,如 

果 wR2w′,则ψ∈w′.由归纳假设可知:对于任意的可能世界 w′∈W,如果 wR1w′,则 M,w′ ψ;或对于任意的可能世界

w′∈W,如果 wR2w′,则 M,w′ ψ.于是,M,w �ψ. 

情形 4.4. �ψ∉w. 
既然�ψ∉w,则 S−(w)∪{¬ψ}是协调的,且¬ψ∈w.于是,我们可以把 S−(w)∪{¬ψ}扩充为极大协调集 w1.既然 

¬ψ∈w1且¬ψ∈w,由归纳假设可知,M,w1 ψ且M,w ψ.既然存在可能世界w1,w∈W,使得wR1w1且wR2w且M,w1 ψ

且 M,w1 ψ,于是,M,w �ψ. □ 
定理 2.6(完备性定理). 对于任意的公式集合Γ与公式ϕ,如果Γ ϕ,则Γ ϕ. 
证明:假设Γ ϕ不成立,于是Γ∪{¬ϕ}协调.由定理 2.2 可知,我们可以把Γ∪{¬ϕ}扩展为极大协调集合 w′. 

令 M=〈W,R1,R2,I〉是其典型模型,其中,可能世界集合 W 是由所有的极大协调集构成.对于任意的可能世界

wi,wj∈W(wi 与 wj 均是极大协调集),wiR1wj 当且仅当 S−(wi)⊆wj,或 wiR2wj 当且仅当 S(wi)⊆wj;对于任意命题变量 p, 
I(p)⊆W 且对于任意 w∈I(p),p 在 w 为真当且仅当 p∈w. 

于是,由定理 2.5 可知:对于任意公式ψ∈Γ∪{¬ϕ},M,w′ ψ当且仅当ψ∈w′.因此,M,w′ Γ且 M,w′ ¬ϕ.这与Γ ϕ

矛盾,因此,Γ ϕ.  □ 

在完备性定理证明过程中,我们需要构造出 S51∨S52 的典型模型,并在 W 上构建出两个等价关系.这与 S5 的

典型模型不同.至此,我们已经证明了 S51∨S52 的完备性定理. 

3   结  论 

本文提出了具有模态词�ϕ=�1ϕ∨�2ϕ的模态逻辑,我们给出其语言、语法与语义,其公理化系统记为 S51∨S52,
该公理化系统是可靠且完备的.S51∨S52有与 S5 类似的语言,但具有不同的语法与语义.如果�1的可达关系等于�2

的可达关系,那么 S51∨S52 变为 S5.S51∨S52 可以看做是一种由两个模态词通过析取方式共同作用而形成的一种模

态逻辑. 
我们下一步的工作是:在模态谓词逻辑中扩展 S51∨¬S52,并证明其可靠性与完备性;利用本文的公理化系统

形式化粗糙集理论并讨论相关性质. 

致谢  在此,我们向对本文的工作给予支持和建议的同行表示感谢. 
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