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摘  要: 高维多目标优化是指对目标维数大于三维的多目标问题(multi-objective optimization problem,简称 MOP)
进行优化.大多数传统的多目标进化算法采用 Pareto 支配关系指导搜索,很难在高维多目标优化问题上得到较为理

想的结果.为此,提出了一种基于信息分离的高维多目标进化算法(multi-objective evolutionary algorithm based on 
information separation,简称 ISEA).该算法在目标空间中将原坐标系进行旋转,使第 1 条坐标轴与向量(1,1,…,1)T 平

行.ISEA定义转换坐标的第 1个坐标值为收敛信息(convergence information,简称CI),剩余的坐标代表个体分布信息

(diversity information,简称 DI).同时,采用一种基于分层选择的邻域惩罚机制,利用一种由两个超圆锥组成的邻域形

状保持种群的分布性,当个体被选入归档集后,其邻域内的个体将被惩罚进入下一层选择,防止邻近的个体同时被选

入归档集.邻域形状的第 1 部分利用分布信息覆盖邻近的个体,第 2 部分覆盖边界上的差个体.与 NNIA,ε-MOEA, 
MSOPS,AR+DMO 以及 IBEA 这 5 种经典算法进行了比较.实验结果表明,ISEA 在处理高维多目标优化问题时具有

良好的收敛性和分布性. 
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Abstract:  Many-Objective optimization refers to optimizing the multi-objective optimization problems (MOPs) where the number of 
objectives is more than three. Most classical multi-objective evolutionary algorithms (MOEAs) use the Pareto dominance relation to guide 
the search and thus are hard to perform well in many-objective optimization problems. In this paper, a multi-objective evolutionary 
algorithm based on information separation (ISEA) is proposed. ISEA rotates the original coordinate system in the objective space, and 
makes the first axis parallel to the vector (1,1,…,1)T. The first member of the new coordinate is defined as convergence information, and 
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the remaining members are defined as diversity information. Moreover, a neighborhood penalty mechanism based on layered selection is 
adopted using the information of the neighborhood shape made of two hyper-cones to maintain the diversity of individuals. The first 
hyper-cone is used to cover neighbors, and the second one to cover extreme individual whose convergence performs significantly worse 
than others. Additionally, after an individual is selected into the archive set, its neighbors are punished into an inferior layer. From 
comparative experiments with other representative MOEAs, including NNIA, ε-MOEA, MSOPS, AR+DMO, and IBEA, the proposed 
algorithm is found to be successful in finding well-converged and well-distributed solution set. 
Key words:  multi-objective optimization; evolutionary algorithm; many-objective optimization; information separation 

现实世界的很多问题通常由多个目标组成,相对于单目标优化问题(single objective optimization problem, 
简称 SOP)而言,解决多目标优化问题(multi-objective optimization problem,简称 MOP)相对困难.单目标优化问

题通常只有一个最优解,而多目标优化问题的目标之间往往相互冲突,因此,只能在相互冲突的目标间做出折

中,得到一组非支配解集[1−3].多目标进化算法(MOEA)已被证明是一种解决多目标优化问题的有效方法[2,4],已
成功地应用于许多工业领域[1,2,5].它能将多目标优化问题的解抽象成种群中的个体,并对这些个体同时进行进

化.这样,单次运行算法就能得到一组非支配解集. 
大多数多目标进化算法通过 Pareto 支配关系作为区分个体好坏的主要方法,根据个体之间的支配关系定

义出一个排序[1,4],用来衡量个体的收敛性.同时,把分布信息作为评价个体适应度的次要方法,在保证算法收敛

性的前提下,尽量保证算法的分布性.这种做法被多数算法沿用[6−9],而且,它能在 2~3 个目标的优化问题上取得

很好的效果.然而,对于高维多目标优化问题[10],也就是问题的目标数量增加到 4 个或 4 个以上时,Pareto 支配关

系的优化效果随目标数的增加而变得越来越差.出现这种情况的主要的原因是:随着目标空间维数的增加,种群

中非支配个体的比例迅速上升[1,11],这样,基于 Pareto 支配关系的适应度将难以区分个体之间的好坏,从而极大

地削弱了算法的搜索能力[12,13].另外,由于 Pareto 关系在高维情况下效果变差,此时,分布性保持机制将成为算法

选择个体的主导因素.然而,这种分布性主导的选择机制可能对算法的收敛性能造成负面影响[14−16].目前,大多

数的分布性保持策略,如小生境(niche)、聚集距离(crowding distance)、聚类(clustering)等[4,9],由于它们强调分布

的广泛性,算法可能会偏好那些落在稀疏区域的极端个体,这些极端个体往往在某几个目标上要远逊于其他个

体.因此,它们不仅不能增加种群向真实 Pareto面逼近的选择压力,反而在某种程度上阻碍了进化搜索[17],以至于

在某些情况下,没有分布性保持机制的算法在高维情况下能够表现出更好的收敛性[18,19].Purshouse 等人[20]指

出:当问题的目标个数增加到 4 个或 4 个以上时,基于 Pareto 支配关系的算法的优化效果将大为下降.Hughes[21]

通过实验表明:基于 Pareto 排序的多目标进化算法在具有较少目标(2 个或 3 个)时非常有效;然而在高维目标的

优化问题中,其效果将弱于早期提出的非 Pareto 方法[22,23].此外,最近一些研究结果表明:当优化问题的目标数量

增加到 10 个或更多时,基于 Pareto 的多目标进化算法甚至比随机搜索算法表现得更差[24−26].实际工程领域中存

在许多高维多目标优化的应用范例,如雷达优化问题[27]、水资源优化问题[28]、地下水监控问题[29]、航空管制

问题[30]、翼形设计问题[31]、护士排班问题[32]、变速箱设计问题和暴雨排水系统问题[33]、车辆设计问题以及

车辆碰撞安全性问题[34]等等,这对高维多目标优化的研究提出了新的挑战. 
为了解决高维优化带来的这些困难,研究者们对传统的基于 Pareto 支配关系的多目标进化算法进行了各

种改进 ,提出了许多适用于高维多目标优化问题的算法 ,如 AR[35],IBEA[36],MSOPS[21],SMS-EMOA[37]等 .AR 
(average ranking)通过比较解个体在每个目标上的优劣进行适应度赋值,该方法在高维问题上能得到很好的收

敛效果[24],但由于缺少分布性保持机制,AR 得到的解集一般为 Pareto 最优面的一个子集[38,39].IBEA 是一种基于

评价指标的算法,该算法在大多数问题上能得到很好的收敛性,但 IBEA 偏好边界个体,无法使解集均匀分布在

整个 Pareto 最优面上[40,41].MSOPS 能够在保持收敛性的情况下兼顾种群的均匀分布,但在某些多模问题上难以

得到理想的收敛效果,如 DTLZ3[42].Sato 等人提出了控制支配区域的方法[43],该方法利用角度控制个体的支配

区域,从而达到增强或减弱 Pareto 支配关系的目的,增强在高维情况下的选择压力.但该算法对控制支配区域的

参数较为敏感,选择一个合适的角度控制参数不是一件容易的事.SMS-EMOA 是一种基于 Hypervolume[44,45]的

多目标进化算法,其解集在收敛性和分布性上能得到很好的平衡.然而,该算法的时间耗费与目标维数呈指数级
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增长,这一定程度上影响了其在高维问题上的应用. 
以上介绍的算法利用不同的方法提高了算法在高维多目标优化问题上的性能,为解决高维多目标优化问

题提供了新的选择和思路 .本文提出一种基于信息分离的高维多目标进化算法(multi-objective evolutionary 
algorithm based on information separation,简称 ISEA).ISEA 首先在目标空间中将坐标轴进行适当的旋转,使第 1
条坐标轴与向量(1,1,…,1)T 平行,并定义转换坐标的第 1 个坐标值为收敛信息(convergence information,简称 CI),
定义剩余的转换坐标为分布信息(diversity information,简称 DI),从而实现了个体信息的分离.同时,采用一种基

于分层选择的邻域惩罚机制,当精英个体进入归档集后,邻域惩罚机制能够延迟其邻域内的其他个体进入归档

集,从而防止邻近的个体同时被选入归档集,有效地维持了种群的良好分布.最后,为邻域惩罚机制设计了一种

基于角度的邻域形状,它由两个超圆锥组成:第 1 个超圆锥利用分布信息构建而成,用于维护种群的分布性;第 2
个圆锥利用个体在目标空间中的原始坐标构建而成,能够有效防止边界上收敛性极差的个体被选入归档集. 

1   基本概念 

考虑到最小化与最大化问题可以相互转化,因此,本文以最小化多目标问题为研究对象.多目标优化问题的

一般描述如下: 

给定决策向量 1 2, ,...( ) ,, T n
nx x x x= ∈ 它满足下列约束: 

 ( ) 0, 1,2,...,ıg x ı k=≥  (1) 
 ( ) 0, 1,2,...,ıh x ı l= =  (2) 

设优化目标的个数为 m,且这几个优化目标是相互冲突的,优化目标可表示为 

 1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))T
mf x f x f x f x=  (3) 

寻求 * * * *
1 2( , ,..., ) ,T

nx x x x= 使 *( )f x 在满足上述两类约束的同时达到最小. 
定义 1(个体的 Pareto 支配关系). 设 ax 和 bx 是进化种群中的任意两个不同的决策向量,称 ax 支配 ,bx 则必 

须满足下列两个条件: 
• 对所有的子目标, ax 不比 bx 差.即 

 {1,2,..., }, ( ) ( )k a k bk m f x f x∀ ∈ ≤  (4) 
• 至少存在一个子目标,使 ax 比 bx 好.即 

 {1,2,..., }, ( ) ( )l a l bl m f x f x∃ ∈ <  (5) 

其中,m 为子目标的数量,表示为 ,a bx x 其中,“ ”表示支配关系. 

定义 2(可行解). 给定决策向量 ,nx ∈ 若 x 同时满足不等式约束(1)和等式约束(2),则称 x 为可行解. 
定义 3(可行解集). 所有可行解组成的集合称为可行解集,记为Ω.即 

 { ( ) 0, ( ) 0, 1,2,..., , 1,| 2,..., }n
ıx g x h x ı k lΩ = = == ∈ ≥ j j  (6) 

定义 4(Pareto 最优解). 给定一个多目标优化问题 min ( ),f x 称 *x Ω∈ 是最优解,当且仅当满足如下条件: 

 *,x x xΩ∈�  (7) 

定义 5(Pareto 最优解集). 给定一个多目标优化问题 min ( ),f x 其 Pareto 最优解集 P*定义为 

 * * *{ | , }P x x x xΩ= ∈�  (8) 

定义 6(Pareto 最优面). 给定一个多目标优化问题 min ( ),f x 其 Pareto 最优面 PF*定义为 

 * * * * * *
1 2{ ( ) ( ( ), ( ),..., ( )) | }T

mPF f x f x f x f x x P= = ∈  (9) 

2   信息分离与邻域惩罚机制 

在高维多目标优化问题中,随着目标空间维数的增加,种群中非支配个体的比率迅速上升.这样,基于 Pareto
支配关系的适应度将难以区分个体之间的好坏.为了解决这个问题,ISEA 将个体的收敛信息与分布信息区分

开,同时结合邻域惩罚机制,在提高算法收敛性的同时维持种群的良好分布. 
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2.1   信息分离 

信息分离是 ISEA 的关键技术.收敛信息用于提高算法的收敛性;分布信息反映个体在空间中的位置.为了

方便定义收敛信息与分布信息,我们首先定义收敛平面,然后分别给出收敛信息与分布信息的定义: 

定义 7(收敛平面). 在目标空间中,给定一个第一象限的收敛方向向量 1 2( , ,..., ) ,T
mc c c c= 满足 c1>0,c2>0,…, 

cm>0.收敛平面以 c 为法向量,且经过原点.设 x1,x2,…,xm 为自变量,则收敛平面的方程为 

 
1

0m
ı ıı c x

=
=∑  (10) 

定义 8(收敛信息(CI)). 个体的收敛信息是其目标向量 1 2, ,...,( )T
mf f f f= 在收敛方向向量 c 上的投影: 

 
1

m
ı ııCI c f

=
= ∑  (11) 

定义 9(分布信息(DI)). 个体的分布信息是一个 m−1 维向量 1 2 1( , ,... ,, )T
md d d d −= 是个体目标向量 f =(f1, 

f1,…,fm)T 在收敛平面上的投影坐标. 
收敛方向向量的取值将会影响信息分离的准确程度,对于最小化问题,它需要在第一象限内.然而,ISEA 面

临的优化问题多种多样,其 Pareto 最优面也不尽相同,其形状往往不是与收敛平面平行的平面,因此,信息分离只

能粗略估计个体的收敛程度.收敛方向不同的取值对于不同问题的准确程度也是不一样的,然而邻域惩罚机制

能够很好地克服信息分离的误差对算法性能的影响,即使在第一象限取不同的收敛方向,也不会对算法的收敛

性构成太大的影响,因此,本文将收敛方向简单设置为(1,1,…,1)T. 
为阐述信息分离,我们举一个二目标的例子.如图 1(a)所示,将原坐标系 1a 和 2a 逆时针旋转 45°,使第 1 个坐

标轴与向量(1,1)T 平行,得到转换坐标轴 1u 和 2.u 设个体在原坐标系中的坐标为(f1,f2)T,在转换后的坐标系中的坐

标为 1 2( , ) ,Tf f′ ′ 则 1f ′ 为收敛信息; 2f ′ 为分布信息.一般地,为了在任意维目标空间中分离个体信息,可以使第 1 条

坐标轴与收敛方向向量 (1,1,…,1)T 平行 ,并计算个体目标向量 1 2, ,...,( )T
mf f f f= 在新坐标系中的转换坐标

1 2( , ,... ) ., T
mf f f f′ ′ ′ ′= 转换坐标的第 1 个坐标值 1f ′ 为收敛信息,其余的坐标值 2 3( , ,..., )T

mf f f′ ′ ′ 为分布信息. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Fig.1  Rotate the coordinate axes to perform information separation 
图 1  旋转坐标系使信息分离 

收敛信息比 Pareto 支配关系能够更有效地提高算法在高维多目标优化问题上的收敛性.Pareto 支配关系之

所以在高维问题上难以收敛的一个主要原因在于,它是一种偏序关系,随着目标数的增长,种群中将出现越来越

多相互不支配的个体,此时,选择机制将无法区分个体间的好坏;而收敛信息构成全序关系,无论目标数如何增

长,收敛信息都能比较准确地反映个体的收敛情况,能够更加有效地在高维多目标优化问题上提高选择压力.如
图 1(b)所示,对于两个互不支配的个体 i1 和 i2,在第 1 个目标上,i1 远胜于 i2;而对于第 2 个目标,i1 略逊于 i2.在这

   
    

 

收敛平面 与(1.0,1.0)T 平行 

1a

2a

2u  1u

1f CI′ =

2f DI′ =

(f1,f2)
 
 

 

  

1a

1u

i1

i2 

2a

2u

(a) 将原坐标系 1a 和 2a 旋转得到转换坐标轴 1u 和 2u  (b) 收敛信息构成全序关系 
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种情况下,Pareto 支配关系已经无法区分个体间的好坏,但收敛信息却依然有效.可以看出,i1 的收敛信息好于 i2,
即使目标数增长,这种全序关系依然能够有效保持选择压力. 

邻域惩罚机制是 ISEA 保持种群分布性的重要组成部分,它需要搭配一个合理的邻域形状来防止邻近的个

体同时被选入归档集.本文设计的邻域形状由两个圆锥构成,负责保持分布性的圆锥由分布信息构建.虽然也有

其他方法构造邻域形状,但分布信息更适合用来构建它. 
• 首先,分布信息与目标空间构成线性映射,构成的邻域形状在目标空间任意位置的大小都是一致的.若

采用球面坐标等其他非线性方法构造,会导致目标空间中不同位置的邻域形状不一致,从而导致种群

向某些区域聚集. 
• 其次,分布信息不会偏好凸问题或凹问题,是一种更好的折中. 
• 最后,分布信息是将个体中的收敛信息剔除得到的,能够更准确地反映个体在空间中的分布情况. 
下面给出信息分离的计算方法. 
设目标空间的维度为m,定义矩阵 1 2 1 2( , ,..., ), , ,...,m mU u u u u u u= 两两正交,代表旋转后的坐标系m条坐标轴在

原坐标系中的向量.在目标空间中,设经过平移后的个体坐标 1 2, ,...,( ) ,T
mf f f f= 在旋转坐标系 U 中的坐标为

1 2( , ,..., ) ,T
mf f f f′ ′ ′ ′= 显然有 1 .f U f−′ = ⋅ 又由于 1 2, ,..., mu u u 两两正交,因此, 1 .Tf U f U f−′ = ⋅ = ⋅  

因此,为了对种群进行信息分离,可以先根据算法 1 计算旋转坐标系矩阵 U;在算法运行的每一步,利用算法

2 计算每个个体的收敛信息与分布信息. 
算法 1. 坐标系旋转. 

输入:收敛方向向量 1,1,..., .1( )Tc =  
输出:旋转坐标系矩阵 1 2( , ,..., ).mU u u u=  

设置坐标系矩阵的第 1 条坐标轴 1a 为 ,c 即,

12 1

22 2

2

1
1

.

1

m

m

m mm

a a
a a

A

a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

填充 2 3, ,..., ,ma a a 并保证 2 3, ,..., ma a a 线性无关.一般可以令

1 1 1
1 1 0

.

1 0 0

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

将坐标系矩阵正交化:

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

1 1

1 2
2 2 1

1 1

1 2 1
1 2 1

1 1 2 2 1 1

,
,

,

, , ,
...

, , ,
m m m m

m m m
m m

o a
o a

o a o
o o

o a o a o a
o a o o o

o o o o o o
−

−
− −

=⎧
⎪
⎪ = −⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ = − − − −
⎪⎩

 

然后单位化: 1 2 2
1 2

1 1 1( , ,..., ) , ,..., .
|| || || || || ||m m

m

U u u u o o o
o o o

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

算法 2. 信息分离. 
输入:种群 P={i1,i2,…,in},旋转坐标系矩阵 U. 

输出:种群 P 的收敛信息{CI1,CI2,…,CIn}以及分布信息 1 2{ , ,..., }.nDI DI DI  

在目标空间中将种群平移至第一象限,得到平移种群 1 2{ , ,..., }.nP f f f′ =  

For each ıf P′∈  

求转换坐标: 1 2( , ,..., ) .T T
ı ı mf U f f f f′ ′ ′ ′= ⋅ =  
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第 ı个个体的收敛信息 1,ıCI f ′= 分布信息 2 3( , ,... ) ., T
ı mDI f f f′ ′ ′=  

End for 

2.2   适应度赋值 

适应度赋值是多目标进化算法的重要组成部分,不同算法采取的适应度赋值方法不尽相同.比如,NSGA- 
II[6]将父代与子代的混合种群进行分层非支配排序,层数低的个体将获得更高的收敛适应度;当个体数大于归

档集规模时,对临界层个体计算聚集距离,作为个体的分布适应度.在本文中,ISEA 的个体适应度也分为收敛适

应度与分布适应度.收敛适应度采用收敛信息表示,对于最小化问题,ISEA 将优先选择收敛适应度值小的个体;
而分布适应度实质上与分布信息密切相关,分布信息与精英个体越接近的个体被淘汰的可能性越大. 

2.3   邻域惩罚机制 

利用收敛信息可以提高算法在高维多目标优化问题上的收敛效果.但如果非支配集与超平面 f1+f2+…+ 
fm=0不平行,种群将会往一些区域聚集.如图 2所示,若非支配集是凸面,处于中间的个体 i1会更占优势,将导致种

群全部聚集到中间的某个点上;如果非支配集是凹面,处于边缘的个体 i1会更占优势,将会导致种群往边缘聚集.
因此,本文采用邻域惩罚机制维持种群在高维空间下的分布性,能够防止最优个体附近的其他个体过早地进入

归档集,从而保证种群的分布性. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Fig.2  With the convergence information used, the influence on 
diversity of the shape of the Pareto front 

图 2  采用收敛信息以后,Pareto 面形状对分布性造成的影响 

邻域惩罚机制的基本思想是:当选择了一个精英个体之后,延迟其周围的个体进入归档集.下面是邻域惩罚

机制的总体框架. 
算法 3. 邻域惩罚机制. 
输入:种群 P={i1,i2,…,in}. 
输出:归档集 A={i1,i2,…,ix},x≤n. 
可选集 Q=∅,归档集 A=∅. 
While |A|<x 

If Q==∅:Q=P 
ielite=LocateElite(Q),P=P−{ielite},Q=Q−{ielite},A=A∪{ielite} 
For each i∈Q, If i∈Neighbor(ielite):Q=Q−{i} 

End while 

 

  
 

  
   

1u

i1 

i2 

2u  

 

 

 

1u

i1 

i2
2u  

(a) 凸面 (b) 凹面 



 

 

 

郑金华 等:一种基于信息分离的高维多目标进化算法 1019 

 

在算法 3 中,LocateElite(Q)从可选集 Q 中挑选精英个体.Neighbor(ielite)返回精英个体 ielite 的邻域,邻域的形

状由算法设计者来设定. 
图 3 描述了邻域惩罚法的过程.图 3(a)为选取第 1 个点的情形,LocateElite(Q)选取了一个收敛信息最小的精

英个体 i1,并将包含在 i1 邻域内的个体从 Q 中去除.因此,从图 3(b)可以看出:下一次选择时,避免了 i1 附近的个体

被选入.图 3(c)反映了一轮选择结束时的情况,可以看出,即使个体不是分布在平面上,邻域惩罚法也能防止种群

往一个或多个点聚集.若第 1 轮选择结束,即 Q==∅时,选入归档集 A 的个体数量仍小于 x,则将 P 复制到 Q,进行

下一轮选择.图 3(d)反映了第 2 轮选择时的情况:i1 左边的个体 j1 被选中,降低了归档集 A 的分布均匀性.因此,
邻域形状的选择非常关键:覆盖的空间过大,会导致算法进行多轮选择,从而降低种群的分布均匀性;覆盖的空

间过小,会导致 P 中某些区域的个体选不上,将会降低种群的分布广泛性.一般来说,最理想的邻域形状能够使算

法只需一轮即可完成选择,即,第 1 轮选择完成之后,可选集 Q 刚好为空. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Fig.3  Individual selection process of the neighbor punishment mechanism 
图 3  邻域惩罚机制选择个体的过程 

采用邻域惩罚机制能够消除 Pareto 面的形状对收敛信息造成的影响,防止种群往一个或多个点聚集.但它

还存在另外一个问题:如果邻域形状设计不当,邻域惩罚机制可能会将边界上收敛性极差的极端个体(extreme 
individual)选入到归档集中.出现该现象的原因在于:当一轮选择快要完成的时候,Q 中剩下的个体数量非常少,
而且收敛性可能非常差.邻域惩罚机制可能将这些点选入归档集,使算法的收敛性受到影响.如图 4 所示,精英个

(a) 选取第 1 个个体 (b) 选取第 2 个、第 3 个个体 
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被惩罚 

(c) 第 1 轮选择结束 (d) 第 2 轮选择选取一个个体 
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体 ielite 的邻域形状没有把差个体 i1 覆盖到,这样,i1 将会被选入归档集 A.因此,邻域的设置不仅需要考虑当前精

英个体的邻近个体,而且还要考虑边界上的极端个体. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.4  Neighborhood of the elite ielite cannot cover the 

poorly converged extreme individual i1 
图 4  精英个体 ielite 的邻域不能覆盖收敛性差的极端个体 i1 

为了防止极端个体被选入到归档集中,本文设计了基于角度的邻域形状,如图 5 所示,它由 Cone1 和 Cone2

两个超圆锥组成.Cone1 建立在旋转后的新坐标系中,利用分布信息排斥精英个体附近的个体,保证算法的分布

性;Cone2 建立在原坐标系中,防止极端个体被选入归档集. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.5  Neighborhood shape of ISEA 
图 5  ISEA 的邻域形状 

设θ为角度参数,ielite 和 i 分别为精英个体和普通个体,
eliteiCI 为精英个体的收敛信息值,

eliteiDI 和 iDI 分别表

示精英个体和普通个体的分布信息,
eliteif 和 if 分别为精英个体和普通个体的目标向量.邻域形状描述如下: 

 Neighbor(ielite)=Cone1(ielite)∪Cone2(ielite) (12) 

 1

|| ||
( ) arctan

3
elite

elite

i i
elite

i

DI DI
Cone i i

CI
θ

⎧ ⎫−⎪ ⎪= ⎨ ⎬
×⎪ ⎪⎩ ⎭

∣ ≤  (13) 

极端个体

 
2u

i1
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 归档集

可选集

被惩罚

 

Cone2

Cone1 

2u

 

ielite

归档集 
被惩罚 
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 2 ( )
( )

arccos 45
| || |

elite elite

elite elite

i i i
elite

i i i

f f f
Cone i i

f f f

⎧ ⎫−⎪ ⎪= °⎨ ⎬
−⎪ ⎪⎩ ⎭

∣ ≤  (14) 

根据邻域惩罚机制框架以及基于角度的邻域形状,可以实现 ISEA 的临界层选择算法,流程如下: 
算法 4. 临界层选择算法. 
描述:A=CriticalSelection(P,θ,x). 
输入:非支配集 P={i1,i2,…,in},邻域形状角度控制参数θ,输出种群大小 x,x≤n. 
输出:归档集 A={i1,i2,…,ix}. 
可选集 Q=∅,归档集 A=∅. 
While |A|<x 

If Q==∅:Q=P 
ielite=CImin(Q),P=P−{ielite},Q=Q−{ielite},A=A∪{ielite} 
For each i∈Q 

If  or arcc
|| || ( )

arctan 45 :
3 |

o
|| |

selite elite elite

elite elite elite

i j i j i

i i j i

DI DI f f f
i j

CI f f f
θ

⎧ ⎫− −⎪ ⎪∈ °⎨ ⎬
× −⎪ ⎪⎩ ⎭

∣ ≤ ≤  

i∈Q,Q=Q−{i} 
End if 

End for 
End while 
在算法 4 中,CImin(Q)表示从可选集 Q 中选取一个收敛信息值最小的个体. 

3   算法流程与时间复杂度 

3.1   算法框架 

ISEA 先随机初始化种群.在运行的每一代,首先通过匹配选择、交叉和变异产生子代种群;然后对所有个体

进行信息分离,计算每个个体的收敛信息与分布信息;最后,将父代和子代种群混合,并对混合种群进行环境选

择得到父代种群.流程如下: 
算法 5. 算法框架. 
输入:种群规模 n,目标数 m,运行代数 gmax. 
随机初始化种群 P={i1,i2,…,in} 
U=RotateAxes(m) 
FitnessAssignment(P,U) 
For g=1 To gmax 

Q=MatimgSelection(P) 
Q=Variation(Q) 
FitnessAssignment(Q,U) 
M=P∪Q 
P=EnvironmentSelection(M,|P|) 

End for 
在算法 5 中,MatimgSelection 为二元锦标赛选择;Variation 包含交叉及变异;RotateAxes 用于计算旋转坐标

系矩阵,为算法 1;FitnessAssignment 计算个体的目标向量,并调用算法 2 进行信息分离.环境选择流程如下: 
算法 6. 环境选择. 
描述:Q=EnvironmentSelection(P,x). 
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输入:种群 P={i1,i2,…,in},输出种群大小 x,x≤n. 
输出:种群 Q={i1,i2,…,ix}. 
F=NondominateSort(P)={F1,F2,…,Fr} 

Q=∅ 
For each ıF ∈F  

If | | | | :ıQ F x+ ≤  

ıQ FQ= ∪  

Else 
( , , | |)ıQ Q CriticalSelection F x Qθ= ∪ −  

End If 
End for 
在算法 6 中,NondominateSort 用擂台赛法[46]对种群进行非支配排序,CriticalSelection 为算法 4. 

3.2   时间复杂度 

ISEA 的时间耗费主要分为 3 个部分:匹配选择、信息分离与环境选择.设种群规模为 n,目标空间维数为 m,
下面我们将分别对这 3 个部分进行分析. 

匹配选择采用了二元锦标赛选择,在 n 个父代个体中,选择 n 个个体需要两次随机洗牌,时间复杂度为O(n);
每选出一个个体需要比较两个父代个体,依次比较支配关系和收敛信息,时间复杂度为O(m).因此,选择 n个个体

的时间复杂度为O(m×n). 

信息分离主要取决于坐标系转换.坐标系转换进行了 n 次矩阵乘法,相乘的两个矩阵的规模分别为 m×m 和 
m×1,因此,信息分离的时间复杂度为O(n×m2). 

环境选择的计算耗费主要取决于非支配排序以及邻域惩罚机制.非支配排序的时间复杂度为O(m×n2)[46].
对于邻域惩罚机制,选出一个精英个体的时间复杂度为O(n);另外,邻域惩罚机制需要判断临界层可选集 Q 中的

每个个体是否落在最佳个体的邻域形状内,每次判断的时间复杂度为O(m),因此,邻域惩罚机制每选出一个个体

进入归档集的计算量为O(m×n),执行 n 次的时间耗费为O(m×n2).因此,环境选择的时间复杂度为O(m×n2). 
从上面的分析可以得知,ISEA 执行一步的时间复杂度为O(n×m2+m×n2). 

4   对比实验 

为了检验 ISEA 的性能,本文与 NNIA[47],ε-MOEA[48],MSOPS[21],AR+DMO[39],IBEA[36]这 5 种算法做了对比

实验,并与 NSGA-II 对比了时间开销.ISEA 和 AR+DMO 均采用 C++实现.NSGA-II 和ε-MOEA 的 C 代码可以在

www.iitk.ac.in/kangal/index.shtml 得到.NNIA 的源代码可以在 see.xidian.edu.cn/iiip/mggong/Projects/NNIA.htm
下载.对于 IBEA,本文采用了 jMetal 3.1 中的实现,可以在 jmetal.sourceforge.net 获得源代码.MSOPS 采用了

MATLAB 实现的代码,可以在 code.evanhughes.org 获得源代码.所有实验均在浪潮 NF5240M3 服务器上进行,
机器配置为 Intel Xeon E5-2407 CPU,8G RAM.操作系统为 CentOS 6.4 x86_64,C 编译器采用 GCC 4.4.7,C++编
译器为 GCC 4.6.4,Java 采用 OpenJDK 1.7.0,此外,采用开源的 Octave 3.6.3 运行 MATLAB 程序. 

4.1   测试函数及评价指标 

实验采用 DTLZ[42]系列测试函数.设目标空间维数为 m,决策空间维数为 n.参照 Huband的表述[49],将决策向 

量 x 分成了位置向量 px 和距离向量 ,dx 结合距离函数、形状函数和转换函数计算目标向量 .f 表 1 是对这些测 

试函数的简单描述. 
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Table 1  Test functions 
表 1  测试函数 

问题 定义 决策空间 

DTLZ1 
1 1( )( ) 1( )

2ı
d

pf d x s xx +
=  n=m−1+5 

DTLZ2 ( ) (1 2( )) 2( )dı pf x d sx x= +  

n=m−1+10 

DTLZ3 ( ) (1 1( )) 2( )dı pf x d sx x= +  

DTLZ4 
( ) (1 2( )) 2( 1( , )),

100
dı pf x d sx xt α

α

= +

=
 

DTLZ6 
3( ),

( ) (1 ) 2( 2( , ,1))
d

pı

d d
f x d s t d

x
x

=

= +
 

DTLZ7 

1

1

2 9 4( ),

( , ) (1 sin(3 )) ,

1,2,       ,..., 1
( )

      
( )
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f x
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= + ×
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n=m−1+20 

距离函数

2

2

0.1

1( ) 100 [ 0.5 cos(20 0.5 )] ,

2( ) ( 0.5) ,
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1

| | ( ) (
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⎛ ⎞
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∑
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形状函数

1

1

1
1

1

1

1
1

,                   1
1 ( )
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2

2 ( )
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转换函数
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决策向量 1 2 1
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=

 

为了比较上述 5 种算法的性能,采用目前流行的几种评价方法对最终解集进行评价[50],分别是 Generational 
Distance[51],Inverted Generational Distance[52],Diversity Metric[53].下面对它们作简要介绍. 

• Generational Distance(GD)评价收敛性,定义如下: 

 

2
i

i P
d

GD
n

∈=
∑

 (15) 

其中,n 是解集中个体的数目, *min | |
j Pi F

d ji
∈

= − 表示个体 i 到 Pareto 最优面的欧几里德距离.GD 的值越小, 

表明解集越靠近 Pareto 最优边界,收敛性就越好. 
• Inverted Generational Distance(IGD)为算法综合性能评价指标,它能够同时评价解集的收敛性、分布广
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泛性和分布均匀性,定义如下: 

 
*

j
j PF

d
IGD

n
∈

′

=
∑

 (16) 

IGD 为 GD 的逆向映射,即 min | |j i Pd j i∈
′ = − 表示 Pareto 最优面上的点 j 到最终解集的最小欧几里德距离. 

IGD 值越小,就意味着算法的综合性能越好. 
• Diversity Metric(DM)评价解集的分布均匀性,它的值位于开区间 0 到闭区间 1 之间,解集分布越均匀, 

DM 的值就越接近 1. 

4.2   实验参数设置 

对所有算法,都采用实数编码.交叉算子采用模拟二进制交叉,ηc=20,交叉率 pc=1;变异算子采用多项式变 

异,ηm=20,变异率
1

mp
n

= (n 为决策空间的维数).每次实验独立重复进行 30 次.种群大小均为 100.目标空间维数 

分别为 3,4,5,6,8,10.运行代数设置见表 2. 

Table 2  Terminate condition (in generation) 
表 2  终止条件(以代数为单位) 

问题 DTLZ1 DTLZ2 DTLZ3 DTLZ4 DTLZ6 DTLZ7 
运行代数 1 000 300 1 000 300 1 000 300 

如图 6 所示,为了分析不同θ参数对 ISEA 性能的影响,我们在一定范围内将θ等分成 100 份,并统计 ISEA 在

不同的θ参数下,GD,IGD,DM 以及邻域惩罚机制选择轮数(round)的变化规律,实验独立重复进行 30 次.限于篇

幅,我们仅给出 DTLZ1,DTLZ2,DTLZ5 和 DTLZ7 在 3 目标和 6 目标下的结果. 
从图 6 的结果不难看出: 
1) ISEA 的收敛性能比较稳定,无论θ参数如何变化,ISEA 总能得到较好的 GD 指标; 
2) θ参数主要影响 ISEA 的分布性能,但 IGD 与 DM 指标的变化较为平稳,对θ参数并不是特别敏感,容易

确定最佳的θ参数; 
3) 当邻域惩罚机制选择轮数(round)从 1 变为 2 时,ISEA 往往能获得较好的性能; 
4) 对于 Pareto 面较简单的测试函数,如 DTLZ1~DTLZ6,最佳θ参数基本随着目标数的增长呈线性上升

的趋势. 
因此,参数θ的设置可以按照以下原则进行:(1) 在设置参数时,应参考邻域惩罚机制选择轮数.假设测试独

立重复进行 30 次,邻域惩罚机制选择轮数的均值应介于 1~2 之间;(2) 对于 Pareto 面较简单的测试函数,可以利

用目标数与最佳θ参数间的线性关系估算参数;(3) 对于最优 Pareto 面相似的测试问题,如 DTLZ1~DTLZ4,ISEA
在这些问题上的各种指标的变化曲线比较接近,可以用相同的θ参数.同样,DTLZ5 和 DTLZ6 也可以用相同的θ
参数.根据这些观测结果,我们挑选了一些θ参数,见表 3. 

Table 3  Settings of θ parameter for ISEA, in degrees 
表 3  ISEA 的θ参数设置,以度为单位 

目标数 问题

DTLZ1-4 DTLZ6 DTLZ7 
3 2.4 0.4 0.8 
4 5.4 0.4 1 
5 8.5 0.5 1.3 
6 10.2 0.5 1.5 
8 12.8 0.5 10.5 

10 15.6 0.6 13.5 
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问题 目标数 
3 6 

DTLZ1 

 

DTLZ2 

 

DTLZ6 

 

DTLZ7 

 

Fig.6  Splitting the parameter θ  into 100 parts in certain ranges, and analyzing 
the different indicators’ mean values of ISEA 

图 6  在一定范围内将θ等分成 100 份,分析 ISEA 在不同指标下的均值 

NNIA 的参数参照文献[47]设置,支配种群的最大大小 nD=100,活跃种群的最大大小 nA=20,克隆种群大小

nC=100.ε-MOEA 在不同目标维数下的参数设置见表 4. 
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Table 4  Settings of ε parameter for ε-MOEA 
表 4  ε-MOEA 中参数ε设置 

目标数 问题 
DTLZ1 DTLZ2 DTLZ3 DTLZ4 DTLZ6 DTLZ7 

3 0.033 0.06 0.06 0.06 0.022 7 0.048 
4 0.052 0.131 2 0.138 5 0.131 2 0.12 0.105 
5 0.059 0.192 7 0.2 0.192 7 0.355 2 0.158 
6 0.055 4 0.234 0.227 0.234 0.75 0.15 
8 0.054 9 0.29 0.156 7 0.29 1.15 0.225 

10 0.056 5 0.308 0.85 0.308 1.45 0.46 

为了计算 IGD 指标,为每个测试函数生成了 10 000 个分布均匀的非支配解.此外,DM 需要设置参数,参数设

置见表 5. 

Table 5  Settings of grid division for Diversity Metric 
表 5  Diversity Metric 的网格划分数设置 

目标数 3 4 5 6 8 10 
网格划分数 10 6 4 3 3 3 

 

4.3   实验结果 

为了比较上述几种算法在各项性能指标上的差别,本文计算这些算法在不同指标上的均值(mean)和标准

差(standard deviation).但用一个容量有限的样本来推断总体,可能会造成抽样误差.因此,还需要对样本数据进

行方差分析(ANOVA),对样本均值进行多重比较(multiple comparison),以此判断 ISEA 与其他算法在各项性能

指标上的差别有无统计学意义.首先提出原假设 H0 和备择假设 H1: 

 0

1

,  
,  

ISEA Other

ISEA Other

H
H

μ μ
μ μ

=⎧
⎨ ≠⎩

 (17) 

根据中心极限定理,经过独立重复实验得到的最终解集服从正态分布,因此,本文不再检验样本是否服从正

态分布,只对样本用 Levene[54]方法进行方差齐性检验(homogeneity of variance test).若各算法的性能指标满足

方差齐性要求,则采用准确度相对较高的 Tukey[55]方法执行多重比较;否则,采用 Tamhane’s T2[56]方法,因为它不

要求样本数据满足方差齐性要求.方差分析的显著性水平(significant level)α设置为 0.05.方差分析完成后会得

到一个P值(也称Sig值或P-Value),P值越大,就表明在原假设成立的条件下得到数据结果的统计量的概率越大.
一般情况下,当 P 值大于α时,就可以认为原假设成立. 

下面将以表格的形式给出各算法性能指标样本的统计结果.表格左边的部分为样本的均值与标准差,并分

别用深色和浅色标记在对应指标上表现最好和次好的两个算法.同时给出 Levene 方法计算得到的 P 值,若该值

小于α,则说明各算法的性能指标不满足方差齐性要求.表格右边的部分给出 ISEA 与其他算法在对应性能指标

上的方差分析结果.其中,第 1 项为平均差μISEA−μOther,即,ISEA 算法性能指标的均值与其他算法的均值之差;第 2
项为 P 值,该值小于α时,应拒绝原假设 H0,即,认为 ISEA 在该项性能指标上的均值与对比算法的均值有显著区

别,并将这些位置的字体加粗.值得注意的是:若各算法的性能指标满足方差齐性要求,则该 P 值为 Tukey 方法计

算得到的结果;否则为 Tamhane’s T2 方法得到的结果. 
首先根据表 6 分析各算法在收敛性上的差别.NNIA 在低维情况下表现较好,但由于不是针对高维问题的算

法,因此在高维情况下收敛性有所下降.但 NNIA 的性能较为稳定,即使目标数增多也没有出现收敛性能大幅下

降的情况.MSOPS,AR+DMO 和ε-MOEA 的收敛效果差于 IBEA 和 ISEA.其中,MSOPS 在 DTLZ1,DTLZ3,DTLZ6
问题上的收敛性稍差;AR+DMO 在 DTLZ7 问题上的表现欠佳;而ε-MOEA 在 DTLZ2 和 DTLZ4 上表现稍差.收
敛性最好的算法是 IBEA 和 ISEA,且两者之间的差别并不显著.然而,ISEA 的分布性比 IBEA 好得多.从后文图 7
与图 8 可以看出,IBEA 的最终解集都集中到了几个点上.从表 7 和表 8 给出的统计数据可以看出,IBEA 不能在

保持收敛性的同时较好地兼顾分布性;而 ISEA 不仅能够取得较好的分布性,同时也能保持较高的收敛性. 
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Table 6  Statistical results of the convergence indicator GD 
表 6  收敛性指标 GD 的统计数据 

问 
题 

目

标

数

均值与标准差 
Levene

平均差与 P 值 

ISEA NNIA IBEA MSOPS AR+DMO ε-MOEA NNIA IBEA MSOPS AR+DMO ε-MOEA 

D
TL

Z1
 

3 7.77E−078.53E−05 4.06E−066.03E−02 2.16E−02 9.73E−053.13E−05 −8.46E−05 −3.28E−06−6.03E−02 −2.16E−02 −9.65E−05 
9.28E−072.17E−04 6.78E−064.71E−02 1.05E−01 8.67E−05 1.00E+00 1.00E+00 2.41E−05 4.81E−01 1.00E+00 

4 1.26E−052.69E−01 3.22E−039.02E−02 2.62E−02 1.91E−041.07E−29−2.69E−01−3.21E−03 −9.02E−02 −2.62E−02 −1.78E−04 
6.76E−056.73E−01 1.52E−026.37E−02 9.48E−02 1.57E−04 3.37E−03 1.00E+00 8.10E−01 9.99E−01 1.00E+00 

5 7.76E−051.02E+016.96E−037.59E−02 2.02E−02 2.95E−042.59E−30−1.02E+01−6.88E−03 −7.58E−02 −2.01E−02 −2.18E−04 
2.58E−041.06E+003.80E−026.53E−02 6.35E−02 1.47E−04 5.93E−13 1.00E+00 9.85E−01 1.00E+00 1.00E+00 

6 2.25E−051.62E+011.65E−068.83E−02 1.38E−02 3.68E−043.13E−05−1.62E+01 2.09E−05 −8.83E−02 −1.38E−02 −3.46E−04 
8.89E−051.19E+002.08E−065.88E−02 2.50E−02 1.68E−04 5.93E−13 1.00E+00 9.81E−01 1.00E+00 1.00E+00 

8 6.91E−051.62E+012.81E−069.85E−02 8.90E−03 8.53E−041.07E−29−1.62E+01 6.63E−05 −9.84E−02 −8.83E−03 −7.84E−04 
2.76E−044.54E−01 3.95E−068.49E−02 2.04E−02 1.59E−03 5.93E−13 1.00E+00 3.36E−01 1.00E+00 1.00E+00 

103.65E−051.49E+012.78E−061.08E−01 1.45E−02 1.24E−022.59E−30−1.49E+01 3.38E−05 −1.08E−01 −1.44E−02 −1.24E−02 
1.80E−043.43E−01 3.28E−068.33E−02 4.05E−02 2.00E−02 5.93E−13 1.00E+00 5.13E−02 9.99E−01 9.99E−01 

D
TL

Z2
 

3 1.06E−041.09E−03 7.36E−068.13E−06 5.19E−04 7.27E−049.99E−24−9.86E−04 9.90E−05 9.82E−05 −4.12E−04 −6.21E−04 
4.38E−052.09E−04 6.84E−069.20E−07 2.19E−04 5.33E−05 5.93E−13 3.31E−02 3.54E−02 5.93E−13 5.93E−13 

4 7.36E−051.17E−02 1.22E−052.05E−05 1.21E−03 2.08E−034.25E−31−1.16E−02 6.14E−05 5.31E−05 −1.14E−03 −2.00E−03 
3.89E−055.67E−03 5.88E−063.33E−06 2.91E−04 1.80E−04 5.93E−13 1.00E+00 1.00E+00 4.05E−01 1.28E−02 

5 8.30E−059.41E−02 2.55E−052.39E−04 4.37E−03 4.41E−039.74E−28−9.40E−02 5.74E−05 −1.56E−04 −4.29E−03 −4.33E−03 
4.30E−051.49E−02 1.60E−059.29E−04 1.35E−03 8.42E−04 5.93E−13 1.00E+00 1.00E+00 8.05E−02 7.49E−02 

6 1.07E−041.50E−01 2.71E−052.29E−04 9.05E−03 5.19E−039.99E−24−1.49E−01 7.96E−05 −1.23E−04 −8.95E−03 −5.09E−03 
3.52E−059.06E−03 1.19E−052.05E−04 1.93E−03 2.90E−04 5.93E−13 1.00E+00 1.00E+00 5.95E−13 7.91E−06 

8 1.24E−041.84E−01 1.62E−051.05E−03 2.07E−02 6.83E−034.25E−31−1.84E−01 1.08E−04 −9.28E−04 −2.06E−02 −6.71E−03 
2.96E−054.68E−03 1.22E−056.46E−04 3.01E−03 6.58E−04 5.93E−13 1.00E+00 6.25E−01 5.93E−13 5.93E−13 

101.91E−041.92E−01 1.45E−051.04E−03 3.11E−02 5.52E−039.74E−28−1.92E−01 1.76E−04 −8.46E−04 −3.09E−02 −5.33E−03 
5.16E−056.01E−03 1.10E−059.95E−04 3.16E−03 6.95E−04 5.93E−13 1.00E+00 8.53E−01 5.93E−13 1.28E−10 

D
TL

Z3
 

3 2.32E−048.05E−02 2.82E−049.69E−01 1.32E−02 1.33E−033.65E−10 −8.03E−02 −5.05E−05−9.69E−01 −1.30E−02 −1.10E−03 
1.35E−044.33E−01 3.56E−045.58E−01 3.50E−02 3.84E−04 8.90E−01 1.00E+00 5.93E−13 1.00E+00 1.00E+00 

4 3.89E−046.38E+001.52E−041.27E+00 2.10E−02 5.02E−034.12E−33−6.38E+00 2.37E−04 −1.27E+00 −2.06E−02 −4.63E−03 
2.44E−045.17E+001.07E−047.69E−01 4.26E−02 1.59E−03 5.93E−13 1.00E+00 1.99E−01 1.00E+00 1.00E+00 

5 4.43E−046.64E+011.15E−031.16E+00 1.36E−01 1.05E−021.92E−22−6.64E+01−7.08E−04 −1.16E+00 −1.35E−01 −1.01E−02 
2.56E−041.07E+015.12E−034.79E−01 3.87E−01 8.50E−03 5.93E−13 1.00E+00 9.10E−01 1.00E+00 1.00E+00 

6 5.02E−041.10E+021.06E−031.28E+00 3.81E−02 1.46E−023.65E−10−1.10E+02−5.54E−04 −1.28E+00 −3.76E−02 −1.41E−02 
2.63E−041.21E+014.98E−036.51E−01 1.19E−01 1.08E−02 5.93E−13 1.00E+00 9.15E−01 1.00E+00 1.00E+00 

8 4.77E−041.46E+021.06E−031.86E+00 3.42E−01 2.14E+00
4.12E−33−1.46E+02−5.80E−04 −1.86E+00 −3.42E−01 −2.14E+00 

3.55E−047.44E+004.90E−039.67E−01 7.86E−01 2.34E+00 5.93E−13 1.00E+00 2.29E−01 9.98E−01 1.11E−01 

106.36E−041.57E+021.46E−042.37E+00 5.75E−02 2.57E+00
1.92E−22−1.57E+02 4.91E−04 −2.37E+00−5.69E−02 −2.57E+00

3.83E−045.24E+009.83E−051.13E+00 6.00E−02 3.11E+00 5.93E−13 1.00E+00 4.83E−03 1.00E+00 1.65E−03 

D
TL

Z4
 

3 9.33E−059.37E−04 3.76E−063.77E−04 6.06E−04 8.82E−041.05E−10−8.44E−04 8.95E−05 −2.84E−04 −5.12E−04 −7.89E−04 
4.72E−053.13E−04 5.50E−066.29E−05 2.97E−04 3.19E−04 5.93E−13 6.22E−01 2.39E−05 6.00E−13 5.93E−13 

4 6.53E−054.79E−03 1.08E−059.68E−04 1.29E−03 2.72E−035.14E−26−4.73E−03 5.46E−05 −9.02E−04 −1.22E−03 −2.65E−03 
4.04E−051.70E−03 9.66E−061.32E−04 4.55E−04 1.11E−03 5.93E−13 1.00E+00 8.84E−04 1.59E−06 5.93E−13 

5 7.34E−055.01E−02 1.79E−051.14E−03 2.74E−03 5.05E−036.49E−18−5.00E−02 5.55E−05 −1.07E−03 −2.66E−03 −4.98E−03 
3.70E−051.08E−02 1.16E−052.56E−04 1.81E−03 1.10E−03 5.93E−13 1.00E+00 9.42E−01 2.04E−01 4.36E−04 

6 5.24E−051.38E−01 2.10E−058.82E−04 4.60E−03 8.53E−031.05E−10−1.38E−01 3.14E−05 −8.30E−04 −4.55E−03 −8.48E−03 
2.78E−051.09E−02 1.45E−052.24E−04 2.69E−03 4.09E−03 5.93E−13 1.00E+00 9.86E−01 5.41E−03 3.86E−09 

8 4.73E−051.95E−01 4.54E−054.17E−04 1.47E−02 1.47E−025.14E−26−1.95E−01 1.89E−06 −3.69E−04 −1.46E−02 −1.47E−02 
1.03E−049.04E−03 4.95E−051.24E−04 3.58E−03 1.25E−02 5.93E−13 1.00E+00 1.00E+00 6.20E−13 6.15E−13 

104.05E−052.12E−01 7.09E−053.01E−04 3.06E−02 1.38E−026.49E−18−2.12E−01−3.04E−05 −2.60E−04 −3.06E−02 −1.37E−02 
2.99E−057.23E−03 3.88E−059.70E−05 4.47E−03 8.43E−03 5.93E−13 1.00E+00 1.00E+00 5.93E−13 5.93E−13 

D
TL

Z6
 

3 4.18E−036.37E+013.61E−033.26E+01 6.33E−03 6.75E−036.86E−34−6.37E+01 5.68E−04 −3.26E+01−2.15E−03 −2.57E−03 
1.30E−033.92E+002.12E−035.02E+00 3.60E−03 2.03E−04 5.93E−13 1.00E+00 5.93E−13 1.00E+00 1.00E+00 

4 4.52E−031.15E+021.20E−015.97E+01 4.12E−02 8.65E−022.62E−25−1.15E+02−1.15E−01−5.97E+01−3.67E−02 −8.20E−02 
1.13E−036.34E+001.76E−029.07E+00 6.69E−02 5.35E−03 5.93E−13 1.00E+00 5.93E−13 1.00E+00 1.00E+00 

5 6.97E−031.53E+022.99E−018.03E+01 2.57E−01 1.38E−015.22E−32−1.53E+02−2.92E−01−8.03E+01−2.50E−01 −1.31E−01 
3.59E−033.47E+007.75E−025.90E+00 1.71E−01 3.88E−03 5.93E−13 9.99E−01 5.93E−13 9.99E−01 1.00E+00 
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Table 6  Statistical results of the convergence indicator GD (Contiuned) 
表 6  收敛性指标 GD 的统计数据(续) 

问 
题 

目

标

数

均值与标准差 
Levene

平均差与 P 值 

ISEA NNIA IBEA MSOPS AR+DMO ε-MOEA NNIA IBEA MSOPS AR+DMO ε-MOEA 

D
TL

Z6
 

6 8.62E−031.66E+023.71E−018.89E+01 3.84E−01 1.99E−016.86E−34−1.66E+02−3.62E−01−8.89E+01−3.75E−01 −1.90E−01
4.06E−033.22E+005.59E−026.30E+00 1.93E−02 6.19E−03 5.93E−13 9.97E−01 5.93E−13 9.96E−01 1.00E+00 

8 6.20E−031.81E+023.76E−018.30E+01 6.24E−01 2.33E−012.62E−25−1.81E+02−3.70E−01−8.30E+01−6.18E−01 −2.27E−01
2.71E−033.40E+003.01E−021.03E+01 6.15E−02 5.55E−02 5.93E−13 1.00E+00 5.93E−13 9.94E−01 1.00E+00 

107.14E−031.89E+023.69E−016.86E+01 7.85E−01 1.91E-01
5.22E−32−1.89E+02−3.62E−01−6.86E+01−7.77E−01 −1.83E−01

3.42E−031.49E+003.29E−028.71E+00 4.78E−02 4.26E−02 5.93E−13 9.99E−01 5.93E−13 9.61E−01 1.00E+00 

D
TL

Z7
 

3 8.38E−042.90E−03 4.78E−041.88E−03 2.29E−02 1.18E−032.01E−30 −2.07E−03 3.59E−04 −1.04E−03 −2.21E−02 −3.44E−04
3.84E−046.22E−04 8.08E−051.78E−04 8.28E−03 9.28E−05 1.77E−01 9.98E−01 8.43E−01 5.93E−13 9.99E−01 

4 4.17E−039.98E−03 4.87E−034.84E−03 8.52E−02 3.02E−035.41E−30 −5.80E−03 −6.98E−04 −6.63E−04 −8.11E−02 1.15E−03 
3.69E−044.06E−04 5.67E−041.27E−04 2.28E−02 4.05E−04 1.56E−01 1.00E+00 1.00E+00 5.93E−13 9.97E−01 

5 7.74E−032.30E−02 8.25E−031.12E−02 1.86E−01 4.40E−032.88E−25 −1.53E−02 −5.11E−04 −3.42E−03 −1.78E−01 3.34E−03 
9.27E−046.55E−03 1.98E−039.49E−04 5.75E−02 1.62E−03 1.30E−01 1.00E+00 9.93E−01 5.93E−13 9.94E−01 

6 1.25E−027.94E−02 1.29E−021.85E−02 2.94E−01 5.19E−032.01E−30−6.69E−02−4.70E−04 −5.99E−03 −2.81E−01 7.29E−03 
5.18E−043.45E−02 2.06E−038.45E−03 5.50E−02 1.88E−03 5.93E−13 1.00E+00 9.54E−01 5.93E−13 8.98E−01 

8 2.15E−024.54E−01 1.23E−024.50E−02 3.68E−01 2.18E−025.41E−30−4.32E−01 9.20E−03 −2.35E−02 −3.47E−01 −3.63E−04
9.74E−049.75E−02 6.79E−042.56E−02 8.39E−02 1.63E−02 5.93E−13 9.86E−01 5.40E−01 5.93E−13 1.00E+00 

104.44E−021.71E+002.16E−021.21E−01 6.41E−01 5.06E−022.88E−25−1.66E+00 2.28E−02 −7.61E−02 −5.97E−01 −6.15E−03
2.04E−034.34E−01 1.50E−039.31E−02 1.01E−01 5.07E−02 5.93E−13 9.97E−01 6.16E−01 5.93E−13 1.00E+00 

Table 7  Statistical results of the uniformity indicator DM 
表 7  分布均匀性指标 DM 的统计数据 

问 
题 

目

标

数

均值与标准差 
Levene

平均差与 P 值 

ISEA NNIA IBEA MSOPS AR+DMO ε-MOEA NNIA IBEA MSOPS AR+DMO ε-MOEA 

D
TL

Z1
 

3 9.18E−017.84E−016.15E−022.24E−01 4.64E−01 1.07E+00
4.19E−251.34E−018.57E−01 6.94E−01 4.54E−01 −1.49E−01 

3.57E−026.64E−021.57E−023.20E−01 1.32E−01 1.69E−02 5.85E−035.93E−13 5.93E−13 5.93E−13 1.34E−03 

4 8.97E−016.01E−016.16E−021.17E−01 3.03E−01 9.04E−01
3.52E−352.96E−018.35E−01 7.80E−01 5.94E−01 6.76E−03 

3.59E−022.59E−011.33E−022.48E−01 1.30E−01 8.34E−02 3.06E−105.93E−13 5.93E−13 5.93E−13 1.00E+00 

5 9.03E−012.98E−025.65E−024.00E−01 2.43E−01 7.46E−01
1.98E−058.73E−018.46E−01 5.03E−01 6.60E−01 1.57E−01 

4.05E−025.39E−021.48E−024.44E−01 1.11E−01 1.18E−01 5.93E−135.93E−13 5.93E−13 5.93E−13 2.51E−02 

6 9.94E−010.00E+009.01E−025.96E−01 2.93E−01 7.93E−01
4.19E−259.94E−019.04E−01 3.98E−01 7.01E−01 2.01E−01 

7.73E−020.00E+001.95E−028.13E−01 1.01E−01 3.76E−02 5.93E−135.93E−13 1.27E−04 2.25E−12 1.93E−01 

8 7.31E−010.00E+004.87E−025.16E−01 2.23E−01 6.26E−01
3.52E−357.31E−016.82E−01 2.15E−01 5.08E−01 1.05E−01 

9.75E−020.00E+001.01E−025.74E−01 4.60E−02 1.81E+00 4.64E−031.05E−02 8.92E−01 1.19E−01 9.95E−01 

106.80E−010.00E+003.31E−023.07E−01 1.73E−01 2.37E+00
1.98E−05 6.80E−01 6.47E−01 3.74E−01 5.07E−01 −1.69E+00 

6.79E−020.00E+005.28E−034.41E−01 5.21E−02 7.49E+00 9.55E−01 9.64E−01 9.97E−01 9.88E−01 2.74E−01 

D
TL

Z2
 

3 9.74E−017.72E−015.09E−016.05E−01 2.95E−01 9.33E−01
2.67E−102.02E−014.65E−01 3.69E−01 6.79E−01 4.13E−02 

2.28E−024.17E−021.44E−028.62E−03 9.54E−02 2.44E−02 5.93E−135.93E−13 5.93E−13 5.93E−13 6.65E−03 

4 9.19E−016.59E−014.76E−015.66E−01 2.45E−01 9.42E−01
5.81E−162.60E−014.43E−01 3.53E−01 6.74E−01 −2.33E−02 

1.09E−025.76E−022.44E−021.31E−02 9.88E−02 4.83E−02 5.93E−135.93E−13 5.93E−13 5.93E−13 5.11E−01 

5 9.52E−012.72E−015.41E−016.51E−01 3.44E−01 9.28E−01
2.72E−146.80E−014.11E−01 3.00E−01 6.07E−01 2.35E−02 

2.02E−025.21E−021.88E−021.98E−02 1.08E−01 6.51E−02 5.93E−135.93E−13 5.93E−13 5.93E−13 6.09E−01 

6 8.54E−011.40E−015.07E−017.35E−01 3.12E−01 8.50E−01
2.67E−107.14E−013.47E−01 1.19E−01 5.42E−01 4.32E−03 

3.56E−023.72E−027.37E−022.85E−02 5.26E−02 3.31E−02 5.93E−135.93E−13 5.93E−13 5.93E−13 9.99E−01 

8 6.80E−013.71E−022.26E−017.25E−01 2.76E−01 9.83E−01
5.81E−166.43E−014.54E−01−4.50E−02 4.05E−01 −3.03E−01 

2.67E−022.38E−028.89E−022.91E−02 4.79E−02 1.41E−01 5.93E−135.93E−13 1.71E−01 5.93E−13 5.93E−13 

107.97E−013.12E−021.87E−017.31E−01 2.79E−01 1.14E+00
2.72E−147.65E−016.09E−01 6.56E−02 5.18E−01 −3.41E−01 

3.00E−022.04E−026.80E−023.12E−02 6.28E−02 2.23E−01 5.93E−135.93E−13 1.22E−01 5.93E−13 5.93E−13 

D
TL

Z3
 

3 9.26E−017.47E−012.78E−020.00E+00 1.92E−01 9.15E−01
3.83E−081.79E−018.99E−01 9.26E−01 7.35E−01 1.12E−02 

5.63E−023.53E−028.39E−030.00E+00 1.33E−01 3.01E−02 5.93E−135.93E−13 5.93E−13 5.93E−13 9.82E−01 

4 8.61E−017.06E−022.62E−020.00E+00 2.32E−01 8.42E−01
1.40E−257.91E−018.35E−01 8.61E−01 6.29E−01 1.95E−02 

8.01E−021.81E−015.10E−030.00E+00 8.76E−02 1.21E−01 5.93E−135.93E−13 5.93E−13 5.93E−13 9.76E−01 

5 8.67E−010.00E+002.79E−020.00E+00 1.93E−01 7.52E−01
4.33E−168.67E−018.39E−01 8.67E−01 6.74E−01 1.15E−01 

9.42E−020.00E+004.02E−030.00E+00 9.30E−02 2.29E−01 5.93E−135.93E−13 5.93E−13 5.93E−13 7.84E−04 
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Table 7  Statistical results of the uniformity indicator DM (Contiuned) 
表 7  分布均匀性指标 DM 的统计数据(续) 

问 
题 

目

标

数

均值与标准差 
Levene

平均差与 P 值 

ISEA NNIA IBEA MSOPS AR+DMO ε-MOEA NNIA IBEA MSOPS AR+DMO ε-MOEA 

D
TL

Z3
 

6 8.26E−01 0.00E+003.00E−020.00E+00 1.53E−01 8.97E−013.83E−08 8.26E−01 7.96E−01 8.26E−01 6.73E−01 −7.03E−02 
4.13E−02 0.00E+005.97E−030.00E+00 9.84E−02 3.77E−01 5.93E−13 5.93E−13 5.93E−13 5.93E−13 5.32E−01 

8 6.86E−01 0.00E+002.06E−020.00E+00 1.07E−01 4.34E−01
1.40E−25 6.86E−01 6.66E−01 6.86E−01 5.80E−01 2.52E−01 

3.08E−02 0.00E+004.25E−030.00E+00 4.55E−02 1.09E+00 2.24E−07 5.48E−07 2.24E−07 1.89E−05 2.50E−01 

107.55E−01 0.00E+001.90E−020.00E+00 1.32E−01 8.32E−034.33E−16 7.55E−01 7.36E−01 7.55E−01 6.23E−01 7.47E−01 
4.96E−02 0.00E+004.36E−030.00E+00 6.30E−02 2.10E−02 5.93E−13 5.93E−13 5.93E−13 5.93E−13 5.93E−13 

D
TL

Z4
 

3 8.76E−01 7.47E−01 2.48E−01 6.45E−01 4.14E−01 6.87E−01
7.00E−16

1.29E−01 6.28E−01 2.31E−01 4.62E−01 1.89E−01 
2.91E−01 2.06E−01 1.99E−01 2.00E−02 1.34E−01 3.89E−01 2.86E−01 5.93E−13 2.98E−03 3.56E−11 2.82E−02 

4 8.77E−01 7.77E−01 3.14E−01 6.11E−01 3.74E−01 3.47E−01
1.61E−09

9.97E−02 5.62E−01 2.65E−01 5.03E−01 5.30E−01 
1.42E−01 4.08E−02 1.42E−01 2.03E−02 7.68E−02 3.30E−01 1.68E−01 5.93E−13 2.78E−08 5.93E−13 5.93E−13 

5 8.99E−01 5.20E−01 3.56E−01 6.71E−01 3.56E−01 3.61E−012.93E−23 3.79E−01 5.43E−01 2.27E−01 5.43E−01 5.38E−01 
1.50E−01 5.93E−02 1.34E−01 2.39E−02 1.81E−01 2.67E−01 5.94E−13 5.93E−13 1.24E−06 5.93E−13 5.93E−13 

6 7.52E−01 2.17E−01 4.05E−01 7.17E−01 2.83E−01 3.71E−017.00E−16 5.36E−01 3.48E−01 3.52E−02 4.69E−01 3.82E−01 
3.09E−02 4.88E−02 1.20E−01 2.91E−02 1.67E−01 2.55E−01 5.93E−13 5.93E−13 9.17E−01 5.93E−13 5.93E−13 

8 6.23E−01 2.27E−02 4.59E−01 6.57E−01 2.96E−01 6.00E−011.61E−09 6.00E−01 1.64E−01−3.45E−02 3.27E−01 2.32E−02 
1.93E−02 2.50E−02 1.19E−01 3.71E−02 8.12E−02 2.95E−01 5.93E−13 8.23E−05 9.21E−01 5.94E−13 9.86E−01 

108.29E−01 7.65E−03 6.24E−01 5.86E−01 2.71E−01 8.12E−012.93E−23 8.21E−01 2.04E−01 2.43E−01 5.58E−01 1.68E−02 
5.42E−02 1.22E−02 1.28E−01 3.10E−02 6.92E−02 3.65E−01 5.93E−13 3.66E−05 4.79E−07 5.93E−13 9.99E−01 

D
TL

Z6
 

3 1.36E+001.37E+009.65E−01 3.96E−02 1.17E+00 1.45E+00
2.83E−05−1.12E−023.92E−01 1.32E+00 1.89E−01 −9.41E−02 

1.14E−01 4.13E−01 1.17E−01 2.17E−01 2.65E−01 1.16E−01 1.00E+00 1.21E−08 5.93E−13 2.45E−02 6.26E−01 

4 9.31E−01 5.08E−02 8.61E−010.00E+00 6.46E−01 4.65E−011.24E−27 8.80E−01 6.92E−02 9.31E−01 2.85E−01 4.66E−01 
2.42E−01 1.55E−01 6.89E−020.00E+00 4.05E−01 4.07E−01 5.93E−13 9.12E−01 5.93E−13 6.33E−04 1.92E−09 

5 9.83E−01 0.00E+003.19E−010.00E+00 2.21E−01 0.00E+00
6.83E−28 9.83E−01 6.64E−01 9.83E−01 7.62E−01 9.83E−01 

1.89E−01 0.00E+003.97E−010.00E+00 3.96E−01 0.00E+00 5.93E−13 5.93E−13 5.93E−13 5.93E−13 5.93E−13 

6 9.57E−01 0.00E+001.48E−010.00E+00 0.00E+00 0.00E+00
2.83E−05 9.57E−01 8.09E−01 9.57E−01 9.57E−01 9.57E−01 

3.13E−01 0.00E+005.43E−020.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 5.93E−13 5.93E−13 5.93E−13 5.93E−13 5.93E−13 

8 8.43E−01 0.00E+001.41E−010.00E+00 0.00E+00 0.00E+00
1.24E−27 8.43E−01 7.02E−01 8.43E−01 8.43E−01 8.43E−01 

2.90E−01 0.00E+002.66E−020.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 5.93E−13 5.93E−13 5.93E−13 5.93E−13 5.93E−13 

109.23E−01 0.00E+001.50E−010.00E+00 0.00E+00 0.00E+00
6.83E−28 9.23E−01 7.74E−01 9.23E−01 9.23E−01 9.23E−01 

2.75E−01 0.00E+004.52E−170.00E+00 0.00E+00 0.00E+00 5.93E−13 5.93E−13 5.93E−13 5.93E−13 5.93E−13 

D
TL

Z7
 

3 4.96E−01 1.06E+003.22E−01 3.35E−01 3.67E−01 9.31E−011.47E−20−5.64E−011.74E−01 1.61E−01 1.29E−01 −4.35E−01 
2.64E−02 5.18E−02 1.41E−01 2.33E−02 1.48E−01 2.37E−01 5.93E−13 9.05E−06 5.39E−05 2.31E−03 5.93E−13 

4 2.29E−01 8.28E−01 1.10E−01 1.90E−01 2.62E−01 3.33E−018.95E−47−5.98E−011.19E−01 3.92E−02 −3.29E−02−1.04E−01 
4.00E−02 4.04E−02 5.52E−02 2.36E−02 9.15E−02 1.16E−01 5.93E−13 4.41E−09 2.44E−01 4.41E−01 4.04E−07 

5 5.99E−01 8.86E−01 4.65E−02 1.80E−01 1.89E−01 1.22E+00
1.61E−30−2.87E−015.53E−01 4.19E−01 4.10E−01 −6.22E−01 

8.41E−02 2.57E−02 4.95E−02 1.73E−02 1.18E−01 7.16E−01 3.61E−03 3.31E−10 2.87E−06 4.79E−06 2.43E−12 

6 3.81E−01 1.05E+001.60E−02 2.58E−01 1.51E−01 7.51E−011.47E−20−6.70E−013.65E−01 1.23E−01 2.30E−01 −3.70E−01 
9.35E−02 4.31E−02 1.09E−02 3.18E−02 8.83E−02 4.89E−01 5.93E−13 2.41E−09 2.03E−01 4.17E−04 1.37E−09 

8 2.82E−01 6.11E−01 1.13E−02 2.42E−01 4.53E−02 1.29E+00
8.95E−47−3.29E−01 2.70E−01 3.99E−02 2.37E−01 −1.01E+00

4.76E−02 1.65E−01 1.77E−18 4.05E−02 5.33E−02 1.22E+00 1.21E−01 3.03E−01 1.00E+00 4.57E−01 1.02E−11 

101.65E−01 1.09E−01 1.14E−02 2.47E−01 7.59E−03 1.79E+00
1.61E−30 5.69E−02 1.54E−01−8.18E−02 1.58E−01 −1.62E+00

8.79E−02 8.35E−02 2.04E−03 3.91E−02 3.12E−02 1.42E+00 9.99E−01 9.08E−01 9.94E−01 8.99E−01 5.93E−13 

Table 8  Statistical results of the comprehensive indicator IGD 
表 8  综合性指标 IGD 的统计数据 

问 
题 

目

标

数

均值与标准差 
Levene

平均差与 P 值 

ISEA NNIA IBEA MSOPS AR+DMO ε-MOEA NNIA IBEA MSOPS AR+DMO ε-MOEA 

D
TL

Z1
 

3 2.48E−022.61E−021.77E−016.07E−01 5.64E−02 1.93E−024.86E−29 −1.35E−03 −1.52E−01−5.83E−01 −3.16E−02 5.52E−03 
3.23E−032.13E−031.59E−024.68E−01 2.04E−02 1.96E−04 1.00E+00 2.88E-02 5.93E−13 9.88E−01 1.00E+00 

4 4.68E−029.41E−012.39E−019.25E−01 1.40E−01 4.80E−021.02E−22 −8.94E−01 −1.92E−01−8.78E−01 −9.28E−02−1.28E−03
1.29E−032.28E+002.08E−026.44E−01 4.53E−02 2.57E−03 5.76E−03 9.72E−01 7.20E−03 9.99E−01 1.00E+00 

5 6.65E−022.11E+00 3.36E−018.01E−01 2.18E−01 6.78E−023.39E−47 −2.04E+00−2.69E−01 −7.35E−01 −1.52E−01−1.27E−03
1.49E−032.62E+004.01E−026.65E−01 4.71E−02 7.11E−03 3.25E−10 9.35E−01 1.10E−01 9.95E−01 1.00E+00 
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Table 8  Statistical results of the comprehensive indicator IGD (Continued 1) 
表 8  综合性指标 IGD 的统计数据(续 1) 

 

问 
题 

目

标

数

均值与标准差 
Levene

平均差与 P 值 

ISEA NNIA IBEA MSOPS AR+DMO ε-MOEA NNIA IBEA MSOPS AR+DMO ε-MOEA 

D
TL

Z1
 

6 8.02E−021.08E+013.83E−019.59E−01 2.52E−01 8.48E−024.86E−29−1.07E+01 −3.03E−01 −8.79E−01 −1.72E−01 −4.62E−03 
1.26E−035.63E+003.07E−026.10E−01 3.86E−02 6.03E−03 5.93E−13 9.96E−01 6.83E−01 1.00E+00 1.00E+00 

8 1.08E−011.74E+014.21E−019.98E−01 2.77E−01 1.24E−011.02E−22−1.73E+01 −3.14E−01 −8.90E−01 −1.70E−01 −1.64E−02 
8.05E−039.77E+002.44E−027.83E−01 1.74E−02 1.09E−02 5.93E−13 1.00E+00 9.55E−01 1.00E+00 1.00E+00 

101.27E−012.10E+014.60E−011.05E+00 3.01E−01 5.35E−013.39E−47−2.09E+01 −3.33E−01 −9.28E−01 −1.74E−01 −4.08E−01 
1.11E−02 1.21E+012.32E−027.92E−01 2.13E−02 5.72E−01 5.93E−13 1.00E+00 9.79E−01 1.00E+00 1.00E+00 

D
TL

Z2
 

3 5.68E−026.92E−02 1.20E−017.43E−02 1.99E−01 6.30E−02
2.93E−27−1.24E−02−6.32E−02−1.75E−02 −1.42E−01 −6.20E−03 

1.54E−033.17E−03 3.30E−031.00E−03 4.02E−02 1.20E−03 4.74E−02 5.93E−13 8.88E−04 5.93E−13 6.96E−01 

4 1.34E−011.60E−01 1.91E−011.45E−01 2.60E−01 1.34E−016.86E−18−2.61E−02−5.71E−02−1.14E−02 −1.26E−01 −9.31E−04 
3.93E−039.97E−03 2.17E−032.81E−03 3.31E−02 2.88E−03 5.71E−10 5.93E−13 2.80E−02 5.93E−13 1.00E+00 

5 1.83E−013.48E−01 2.15E−011.89E−01 2.50E−01 1.95E−016.16E−21−1.65E−01−3.17E−02 −6.16E−03 −6.72E−02−1.21E−02 
4.16E−033.24E−02 2.29E−035.81E−03 1.44E−02 1.42E−02 5.93E−13 1.34E−11 6.64E−01 5.93E−13 4.27E−02 

6 3.88E−016.65E−01 4.40E−013.12E−01 5.83E−01 2.96E−012.93E−27−2.77E−01−5.19E−02 7.60E−02 −1.95E−01 9.18E−02 
4.34E−037.63E−02 4.84E−023.30E−03 4.48E−02 8.83E−03 5.93E−13 3.89E−05 4.37E−10 5.93E−13 6.65E−13 

8 5.37E−011.12E+007.63E−014.19E−01 7.92E−01 4.09E−016.86E−18−5.88E−01−2.27E−01 1.18E−01 −2.55E−01 1.28E−01 
2.73E−031.44E−01 7.10E−025.02E−03 3.60E−02 8.43E−03 5.93E−13 5.93E−13 2.42E−09 5.93E−13 1.10E−10 

106.21E−011.29E+008.88E−015.10E−01 9.06E−01 4.61E−016.16E−21−6.73E−01−2.66E−01 1.12E−01 -2.85E−01 1.60E−01 
2.00E−031.07E−01 5.81E−026.62E−03 3.17E−02 1.32E−02 5.93E−13 5.93E−13 9.20E−13 5.93E−13 5.93E−13 

D
TL

Z3
 

3 5.92E−026.98E−02 4.70E−019.54E+00 2.63E−01 6.78E−021.25E−18 −1.06E−02 −4.11E−01 −9.48E+00−2.03E−01 −8.55E−03 
2.54E−033.56E−03 2.68E−025.58E+00 5.87E−02 3.34E−03 1.00E+00 9.82E−01 5.93E−13 9.99E−01 1.00E+00 

4 1.36E−011.16E+015.39E−011.25E+01 3.04E−01 1.48E−018.71E−31−1.15E+01 −4.03E−01−1.24E+01−1.68E−01 −1.17E−02 
5.97E−031.38E+018.60E−027.68E+00 8.25E−02 2.18E−02 1.26E−09 1.00E+00 6.17E−11 1.00E+00 1.00E+00 

5 1.87E−013.71E+015.83E−011.13E+01 2.96E−01 2.34E−012.69E−24−3.69E+01 −3.96E−01−1.12E+01−1.08E−01 −4.68E−02 
7.12E−032.43E+016.96E−024.78E+00 6.06E−02 4.66E−02 5.93E−13 1.00E+00 4.35E−04 1.00E+00 1.00E+00 

6 3.92E−015.06E+019.05E−011.26E+01 7.24E−01 3.94E−011.25E−18−5.02E+01 −5.13E−01−1.22E+01−3.32E−01 −2.55E−03 
7.22E−032.49E+015.16E−026.46E+00 1.27E−01 1.30E−01 5.93E−13 1.00E+00 1.86E−04 1.00E+00 1.00E+00 

8 5.39E−016.96E+011.03E+001.76E+01 8.90E−01 1.46E+01
8.71E−31−6.90E+01 −4.92E−01−1.71E+01−3.51E−01 −1.41E+01

3.22E−032.42E+014.08E−029.67E+00 6.23E−02 1.55E+01 5.93E−13 1.00E+00 4.32E−06 1.00E+00 2.84E−04 

106.25E−017.48E+011.10E+002.25E+01 9.74E−01 1.93E+01
2.69E−24−7.42E+01 −4.71E−01−2.18E+01−3.49E−01 −1.87E+01

4.42E−032.74E+014.06E−021.12E+01 1.83E−01 2.37E+01 5.93E−13 1.00E+00 2.42E−06 1.00E+00 8.45E−05 

D
TL

Z4
 

3 1.39E−011.32E−01 5.06E−017.31E−02 2.36E−01 2.20E−011.92E−10 7.57E−03 −3.67E-01 6.61E−02 −9.66E−02 −8.07E−02 
2.18E−012.48E−01 3.41E−011.28E−03 2.59E−01 2.56E−01 1.00E+00 4.25E−07 9.01E−01 6.44E−01 7.96E−01 

4 1.68E−011.42E−01 4.36E−011.43E−01 3.71E−01 5.08E−013.18E−26 2.57E−02 −2.68E−01 2.48E−02 −2.03E−01−3.40E−01 
1.25E−017.35E−03 2.52E−013.25E−03 2.19E−01 3.00E−01 9.95E−01 2.39E−06 9.96E−01 7.75E−04 1.24E−09 

5 2.26E−012.68E−01 4.04E−011.91E−01 5.68E−01 5.92E−018.20E−19 −4.21E−02 −1.78E−01 3.49E−02 −3.42E−01−3.66E−01 
1.26E−013.17E−02 2.22E−015.66E−03 3.23E−01 3.10E−01 9.72E−01 1.63E−02 9.88E−01 3.82E−08 3.44E−09 

6 4.04E−015.95E−01 5.11E−01 3.26E−01 6.56E−01 5.82E−011.92E−10−1.91E−01−1.08E−01 7.73E−02 −2.52E−01−1.78E−01 
2.24E−026.42E−02 1.07E−013.63E−03 2.41E−01 1.98E−01 3.55E−06 3.29E−02 2.54E−01 4.45E−10 1.90E−05 

8 5.38E−011.18E+006.10E−014.56E−01 7.44E−01 6.18E−013.18E−26−6.41E−01 −7.17E−02 8.25E−02 −2.06E−01 −8.01E−02 
7.42E−032.05E−01 7.62E−029.32E−03 9.13E−02 1.83E−01 5.93E−13 2.12E−01 1.00E−01 1.06E−08 1.20E−01 

106.28E−011.42E+006.61E−015.76E−01 9.21E−01 6.48E−018.20E−19−7.91E−01 −3.25E−02 5.26E−02 −2.93E−01 −1.97E−02 
6.14E−032.55E−01 4.58E−028.89E−03 3.43E−02 1.23E−01 5.93E−13 8.94E−01 5.17E−01 5.93E−13 9.87E−01 

D
TL

Z6
 

3 5.47E−021.78E+006.29E−028.86E+00 8.81E−02 6.51E−026.29E−14−1.73E+00 −8.24E−03−8.81E+00−3.34E−02 −1.05E−02 
2.36E−026.02E+001.92E−024.78E+00 4.52E−02 3.27E−03 2.75E−01 1.00E+00 5.93E−13 1.00E+00 1.00E+00 

4 1.23E−019.67E+008.89E−029.13E+00 4.20E−01 8.64E−012.46E−34−9.55E+00 3.36E−02 −9.01E+00−2.98E−01 −7.42E−01 
3.72E−029.28E+002.16E−024.19E+00 5.29E−01 9.17E−02 6.05E−13 1.00E+00 8.46E−13 1.00E+00 9.83E−01 

5 1.22E−015.07E+015.74E−011.03E+01 2.23E+00 2.85E+00
4.16E−39−5.06E+01 −4.52E−01−1.01E+01 −2.11E+00 −2.72E+00 

4.88E−022.02E+012.77E−015.65E+00 1.43E+00 1.52E−01 5.93E−13 1.00E+00 1.37E−04 9.32E−01 8.23E−01 

6 1.11E−01 6.85E+017.64E−019.04E+00 3.25E+00 3.65E+00
6.29E−14

−6.84E+01 −6.52E−01−8.93E+00−3.14E+00 −3.53E+00 
8.74E−022.31E+018.32E−024.68E+00 1.80E−01 1.36E−01 5.93E−13 1.00E+00 5.51E−03 8.03E−01 7.12E−01 

8 1.46E−018.53E+017.86E−019.65E+00 5.25E+00 4.50E+00
2.46E−34−8.52E+01 −6.41E−01−9.50E+00 −5.11E+00 −4.36E+00 

9.81E−023.04E+012.15E−023.72E+00 5.56E−01 5.92E−01 5.93E−13 1.00E+00 4.25E−02 6.13E−01 7.58E−01 

101.20E−017.97E+017.91E−019.07E+00 6.48E+00 5.54E+00
4.16E−39−7.96E+01 −6.71E−01−8.95E+00−6.36E+00 −5.42E+00 

7.35E−022.09E+011.95E−024.27E+00 3.63E−01 4.78E−01 5.93E−13 1.00E+00 1.39E−03 5.80E−02 1.58E−01 
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Table 8  Statistical results of the comprehensive indicator IGD (Continued 2) 
表 8  综合性指标 IGD 的统计数据(续 2) 

问 
题 目标数

均值与标准差 Levene 平均差与 P 值 
ISEA NNIA IBEA MSOPS AR+DMO ε-MOEA NNIA IBEA MSOPS AR+DMO ε-MOEA 

D
TL

Z7
 

3 3.12E−01 7.92E−024.88E−012.70E−01 6.89E−01 1.17E−016.89E−25 2.33E−01 −1.76E−01 4.17E−02 −3.77E−01 1.96E−01 
4.54E−02 4.87E−032.89E−011.57E−02 2.12E−01 1.28E−01 5.48E−07 3.20E−04 9.06E−01 5.94E−13 4.20E−05 

4 9.54E−01 2.16E−018.55E−014.31E−01 1.08E+00 3.39E−011.11E−20 7.38E−01 9.88E−02 5.22E−01 −1.30E−01 6.14E−01 
1.53E−01 7.55E−033.26E−013.83E−02 2.59E−01 1.78E−01 5.93E−13 3.73E−01 5.93E−13 1.07E−01 5.93E−13 

5 1.81E+003.61E−011.90E+006.17E−01 1.87E+00 6.37E−019.53E−24
1.45E+00 −9.32E−02 1.19E+00 −5.94E−02 1.17E+00 

2.57E−01 1.48E−024.02E−013.61E−02 5.38E−01 2.73E−01 5.93E−13 8.61E−01 5.93E−13 9.78E−01 5.93E−13 

6 1.91E+006.05E−013.11E+00 8.11E−01 3.00E+00 6.03E−016.89E−25
1.31E+00 −1.19E+001.10E+00 −1.09E+001.31E+00 

3.51E−01 4.10E−023.88E−013.15E−02 5.61E−01 2.96E-01 5.93E−13 5.93E−13 5.93E−13 5.93E−13 5.93E−13 

8 1.41E+001.15E+005.55E+001.06E+00 6.42E+00 1.01E+00
1.11E−20 2.59E−01 −4.14E+00 3.50E−01 −5.01E+003.97E−01 

3.79E−01 9.37E−028.55E−024.07E−02 1.05E+00 3.02E−01 2.91E−01 5.93E−13 5.49E−02 5.93E−13 1.81E−02 

10 1.96E+003.54E+007.76E+001.54E+00 1.06E+01 1.28E+00
9.53E−24−1.58E+00−5.80E+00 4.21E−01 −8.63E+00 6.88E−01 

6.71E−01 2.00E+001.15E−012.13E−01 9.73E−01 3.02E−01 2.54E−08 5.93E−13 5.35E−01 5.93E−13 6.60E−02 

从表 7 中的数据可以看出:ISEA 的分布性表现最好,在多数情况下的 DM 指标均好于其他 5 种算法;其次是

ε-MOEA,但其在 DTLZ6 问题上的分布较差 ;MSOPS 在 DTLZ3 和 DTLZ6 问题上的分布性表现不佳 ;而
AR+DMO 和 IBEA 不能很好地保持种群的分布性,DM 指标较差;最后,NNIA 在低维问题上的分布效果较好,且
在 DTLZ7 问题上表现得更加突出. 

最后分析综合性能指标 IGD.从表 8 中的数据可以看出:ISEA 拥有最好的综合性能,但在 DTLZ7 问题上表

现稍差;ε-MOEA 的综合性能仅次于 ISEA;MSOPS 在 DTLZ2,DTLZ4 和 DTLZ7 问题上有不错的表现,但在

DTLZ1,DTLZ3 和 DTLZ6 上的综合性能表现稍差;对于 AR+DMO 和 IBEA,虽然它们有较强的收敛能力,但不能

有效地保持种群的良好分布,因此,它们的 IGD指标受到了一些影响;最后,NNIA在低维情况下表现较好,在目标

数较多时未出现性能大幅下滑的情况. 
为了直观地反映所有算法得到的最终解集在目标空间中的分布情况,本文将给出各算法最终解集在目标

空间中的图形.在目标空间维数大于 3 的情况下,本文将采用平行坐标(parallel coordinates)[57,58]实现高维数据可

视化.限于篇幅,本文只给出了各算法在 3 目标和 6 目标上的最终解集分布. 
图 7 直观地反映了各算法得到的最终解集在目标空间中是否均匀,同时也能看出各算法在低维问题上的

收敛能力.对于 DTLZ3 问题,MSOPS 没有收敛,它的最终解集在各目标上的取值都分布在 0~8 之间.就分布性而

言,从好到坏的排列依次是 ISEA,ε-MOEA,MSOPS,NNIA,AR+DMO,IBEA. 
图 8 采用平行坐标,反映了各算法在高维情况下的性能,平行坐标图中的每条折线代表高维空间中的一个

点.就收敛性而言,MSOPS 和 NNIA 在 6 维 DTLZ3 问题上均未收敛,在各目标上的取值范围均远超出[0,1]; 
ε-MOEA 没有完全收敛,在各目标上的取值范围约为[0,1.1];ISEA,IBEA 和 AR+DMO 均已收敛到 DTLZ3 的

Pareto 最优面.就分布性而言,ISEA,ε-MOEA 和 MSOPS 都能得到不错的分布性.值得一提的是,ISEA 和ε-MOEA
的 Pareto 面的规则性较强,因此,这两个算法的平行坐标图中的一些区域看上去是空缺的.IBEA 和 AR+DMO 这

两种算法不能很好地维持种群的均匀分布,IBEA 的种群大多都集中在 3 个点上,而 AR+DMO 的所有个体都分

布在六维空间中的一个三维投影中. 
最后,本文将 ISEA 的时间耗费情况与 NSGA-II 进行对比. 
图 9 是两种算法在 DTLZ3 上单线程运行 1 000 代得到的时间结果,实验独立重复进行 30 次,纵坐标为时间

消耗的平均值.可以看出,随着目标个数的增长,两种算法的时间消耗都呈线性增长,只是 ISEA 比 NSGA-II 稍慢.
这是因为 ISEA 采用了信息分离技术以及邻域惩罚机制,ISEA 的适应度赋值以及环境选择部分比 NSGA-II 的
更加复杂,从而增加了一些时间开销.但是考虑到在 10 目标 DTLZ3 上运行 1 000 代也仅仅大约需要 3.6s.ISEA
拥有较高的时间效率,能够广泛地应用到高维多目标优化中. 
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(a) ISEA                         (b) AR+DMO                          (c) IBEA 

 
 
 
 
 
 
 
 

(d) MSOPS                         (e) NNIA                            (f) ε-MOEA 

Fig.7  The final solution set of different algorithms on 3-objective DTLZ3 test problem 
图 7  各算法在 3 目标 DTLZ3 测试问题上的最终解集 

 
 
 
 
 
 
 

(a) ISEA                       (b) AR+DMO                      (c) IBEA 

 
 
 
 
 
 
 

(d) MSOPS                        (e) NNIA                       (f) ε-MOEA 

Fig.8  The final solution set of different algorithms on 6-objective DTLZ3 test problem 
图 8  各算法在 6 目标 DTLZ3 测试问题上的最终解集 
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Fig.9  Time requirement of ISEA and NSGA-II on DTLZ3 test problem 
with different number of objectives 

图 9  ISEA 和 NSGA-II 在不同目标数的 DTLZ3 问题上的时间开销 

5   结束语 

本文介绍了一种基于信息分离的高维多目标进化算法 ISEA.它采用坐标系转换的方法分离个体的收敛信

息与分布信息.一方面,利用一维旋转坐标增强个体的选择压力,有效区分非支配个体;另一方面,利用其他维旋

转坐标保持种群分布性.实验结果表明,ISEA 在 6 个标准测试问题上拥有最佳性能.它不仅能够快速地逼近问题

Pareto 最优面,而且还能很好地兼顾分布广泛性和分布均匀性,同时也拥有较高的时间效率. 
最后需要指出的是,ISEA 的性能在一定程度上依赖于角度参数θ的设置.参数设置不当,会对算法的分布广

泛性造成一定影响.根据种群进化状态自适应地调整角度参数,可能是一种可行的解决办法.另外,需要在更多

的测试函数上检验 ISEA 的性能,还可以加入一些实际问题,这也是今后的研究重点. 
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