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摘  要: 为了提取具有较好判别性能的低维特征,提出了一种新的有监督的线性降维算法——边界判别投影,即,
最小化同类样本间的最大距离,最大化异类样本间的最小距离,同时保持数据流形的几何形状.与经典的基于边界定

义的算法相比,边界判别投影可以较好地保持数据流形的几何结构和判别结构等全局特性,可避免小样本问题,具有

较低的计算复杂度,可应用于超高维的大数据降维.人脸数据集上的实验结果表明,边界判别分析是一种有效的降维

算法,可应用于大数据上的特征提取. 
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Abstract:  A novel supervised linear dimensionality reduction algorithm called margin discriminant projection (MDP) is proposed to 
extract low-dimensional features with good performance of discriminant. MDP aims to minimize maximum distance of samples belong to 
the same class and maximize minimum distance of samples belong to different classes, and at the sametime preserve the geometrical 
structure of data manifold. Compared with classical algorithms based on the definition of margin, MDP is good at preserving the global 
properties, such as geometrical and discriminant structure of data manifold, and can overcome small size sample problem. Due to its low 
cost of computation, MDP can be directly applied on ultra-high dimensional big data dimensionality reduction. Experimental results on 
five face data sets show its effectiveness for feature extraction on big data. 
Key words:  margin discriminant projection; dimensionality reduction; feature extraction; margin sample; face recognition 

随着计算机通信技术和存储技术的发展,数据的获取越来越便利.如何处理海量数据,成为现代科学研究面

临的一个巨大挑战.传统的数据挖掘技术在数据维数和规模扩大时,所需资源呈指数级增加,研究既有效又简易

的数据表示方法,从而消除数据冗余,建立高效率低成本的数据处理、存储和通信新技术,是大数据分析的一大

难题[1].因此,需要研究大数据降维算法,通过寻求其低维特征表示,发现数据潜在的有价值信息. 
数据降维算法可以分为线性和非线性两类,其中,非线性算法主要是流形学习方法,经典算法包括等度规特

征映射(isometric feature mapping,简称 ISOMAP)[2]、局部线性嵌入(local linear embedding,简称 LLE)[3]、
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Laplacian 特征映射(Laplacian eigenmap,简称 LE)[4]、局部切空间重排列(local tangent space alignment,简称

LTSA)[5]、Hessian 特征映射(Hessian eigenmaps,简称 HLLE)[6]、最大方差展开(maximum variance unfolding,简
称 MVU)[7]等.近年来,流形学习已被成功应用于人脸识别[8]、图像检索[9,29]、文本分类[10]和视频分析[11,12]等领

域.然而,在实际应用中仍然存在一些困难:一是所谓的“外样本(out-of-sample)”问题[13],即,高维数据和低维表示

之间的映射关系是隐式的,需要通过对所有训练样本进行学习来获得,对于新的测试样本,无法直接求得其低维

表示;二是“局部过学习(overlearning of locality)”问题[14],流形学习方法通常是考虑了数据的局部结构,并在局部

信息保持的前提下进行特征提取,然而这与用户所要提取的信息并无直接关联;三是计算复杂度高,尤其是在图

像和文本等超高维数据的分析处理中,变得难以施行.由于线性算法可以克服以上难点,从而引起了许多研究者

的关注. 
传统的线性降维方法有主成分分析(principle component analysis,简称 PCA)[15]和线性判别分析(linear 

discriminant analysis,简称 LDA)[16,17]两种.PCA 是一种无监督算法,没有考虑样本的类别信息,从而不能有效地

发现数据潜在的判别结构;而 LDA 算法可直接应用于分类任务,通过最大化类间散度和最小化类内散度,从而

获取其低维表示.但是 LDA 要求类内散度矩阵非奇异,这在实际应用中难以保证.比如,当样本维数高于样本个

数时,类内散度矩阵是奇异的,这种情形通常称为小样本(small size sample,简称 SSS)问题[18],是机器学习研究领

域的一个开放性难题.另外,LDA 最多只能提取 C−1 维的特征(这里,C 表示样本的类别个数),这限制了 LDA 的

应用范围. 
为了克服 LDA 应用中的小样本问题,李海峰等人[19]提出了最大边界准则(maximum margin criterion,简称

MMC);之后,有学者通过正则化技术对 MMC 进行了一系列的改进[20−22].邱锡鹏等人[23]提出了一种非参数边界

最大化准则,通过最大化每个样本点与其不同类的最近样本点距离和最小化每个样本点与其同类的最远样本

点距离,来获得低维表示.颜水成等人[24,25]在图嵌入的框架下提出了边际 Fisher 分析,其目标在于最大化局部类

间散度和最小化局部类内散度,通过数据建图,MFA 使得局部边界增大,从而获得判别性能更好的低维表示. 
MFA 可以看作是 LDA 的局部化扩展.由于线性降维算法等价于学习一个合适的马氏距离度量,Weinberger 等 
人[26]从度量学习的角度提出了基于 K 最近邻分类器的大边界准则,并将其归结为半定规划问题.王飞、张长水

等人[27]提出了平均邻域边界最大化(average neighborhood margin maximization,简称 ANMM)算法,该算法将属

于同一类的近邻点尽可能地“拉近”,而将属于不同类的近邻点尽可能地“推开”.与MMC考虑数据的全局欧氏结

构不同,王海贤等人[28]提出了局部和加权的最大边界判别分析(local and weighted maximum margin discriminant 
analysis,简称 LWMMDA),考虑了数据流形的局部性质,通过权重参数来调整不同类别之间的平均边界,可以有

效发现非线性数据流形中的判别结构.蔡登等人[29]根据局部判别分析的思想,构建近邻图以对数据流形的几何

结构进行建模,提出了一种半监督的线性降维方法,称为最大边界投影(maximum margin projection,简称 MMP),
并将其应用于图像检索领域.这些基于边界思想的算法在应用于高维大数据集时,都具有较高的计算代价,或者

容易导致数值不稳定. 
本文重新定义了样本边界 ,提出了一种新的有监督的线性降维算法 ,将其称为边界判别投影 (margin 

discriminant projection,简称 MDP).MDP 通过最大化属于不同类别的样本之间的最小距离和最小化属于同一类

别的样本之间的最大距离,来获得具有最佳判别性能的低维表示.与经典的基于边界思想的数据降维算法相比, 
MDP 算法的优点概述如下: 

(1) 边界的定义具有几何直观性.引入边界概念的目的是描述属于不同类别的样本之间的线性可分性,
最大化属于不同类别的样本之间的最小距离,这意味着任意两个属于不同类别的样本之间的距离都

在增大;而最小化属于不同类别的样本之间的最大距离,就意味着任意两个属于同一类别的样本之

间的距离都在减小; 
(2) 计算复杂性低.MDP 算法只考虑了边界样本点(具体定义见第 2.1 节),即,属于同一类的距离最大的两

个样本点以及属于不同类的距离最小的两个样本点,且不涉及参数调整.在数据建图中,表征样本间

相似关系的权值矩阵严重稀疏,给大规模数据矩阵的快速特征分解提供了便利; 
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(3) 可直接应用于小样本问题.与 MMC 类似,MDP 算法可归结为迹差准则优化问题,其求解过程中不涉

及逆矩阵的计算,从而避免了奇异性问题,使得数值求解更加稳定; 
(4) 在保持数据流形的几何结构的同时,发现其判别结构.MDP 得到的投影矩阵的列向量是 Rr 一组规范

正交基,相当于将原始高维数据在这组规范正交基下进行正交分解,由此得到的新的低维坐标表示

不会改变原始数据的度量结构和分布形状(证明见第 2.3.1 节中的定理 3),从而保持了数据的全局几

何结构. 

1   相关工作 

给定数据矩阵 X={x1,x2,…,xn}∈Rd×n,即 n 个 d 维的样本数据,每个样本对应的类别为 label(xi)∈C,其中, 
C={c1,c2,…,cm}表示类别集合.线性降维算法通常假设高维数据 xi与其低维表示 yi之间具有显式的映射关系,即: 
 yi=VTxi (1) 
其中,V={v1,v2,…,vr}∈Rd×r 称为投影矩阵(其中,r<d). 

人们对数据感兴趣的特征不同,从而导致了不同的降维算法.通常,用于降维准则设计的思路有数据流形的

全局结构(如距离保持等)、数据流形的局部结构(如近邻关系保持等)和数据类别的判别结构.其中,基于边界思

想的经典算法有线性判别分析(LDA)、最大边界准则(MMC)和边界 Fisher 分析(MFA). 

1.1   线性判别分析(LDA) 

LDA 通过最大化类间散度,同时最小化类内散度,来获得判别性较强的低维表示.其中,类间散度矩阵 Sb 和

类内散度矩阵 Sw 定义如下: 
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其中,ci表示第 i类样本集合,μi表示第 i类样本均值,μ是所有样本均值.于是,LDA算法可归结为下面的优化问题: 
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等价地,优化问题(4)可以改写为迹比优化形式: 

 ( )max  
( )

T
b

T
w

tr V S V
tr V S V

 (5) 

由于目标函数(5)是非凸的,没有解析形式的全局最优解,通常将其近似转化为如下的比迹优化问题: 
 max tr((VTSwV)−1VTSbV) (6) 

当类内散度矩阵 Sw 非奇异时,由公式(6)得到的最优投影矩阵 V 由 1
w bS S− 的 r 个最大特征值所对应的特征向 

量构成[30]. 

1.2   最大边界准则(MMC) 

与 LDA 类似,MMC 的优化目标也是希望投影之后的低维空间中样本的类间散度最大,类内散度最小.不同

之处在于,MMC 采用了迹差优化模型: 
 J(V)=tr(VT(Sb−Sw)VT) (7) 

限定 V 的每一列都是单位向量,于是,V 可以通过下面的特征分解来求得: 
 (Sb−Sw)vi=λivi (8) 
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1.3   边界Fisher分析(MFA) 

训练样本数据之间的内在关系可以通过无向加权图 G={G,W}来表示,其中,图的节点集合为训练样本数据

X,权重矩阵 W 表示数据节点之间的某种相似性度量.图 G 的 Laplacian 矩阵 L 定义为 
 L=D−W (9) 

这里,D 是一个对角矩阵,且
1

.
n

ii ij
j

D W
=

= ∑  

为了利用数据的局部判别信息,MFA 算法采用本征图 G+={G,W+}和惩罚图 G−={G,W−}表示数据之间的关

系,其中,本征图刻画了属于同类的样本之间的近邻关系,而惩罚图刻画了属于不同类的样本之间的近邻关系.
于是,权重矩阵可分别定义为 

 1 1
1,   ( ) ( )
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+ +
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− −
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这里,
1
( )kN i+ 表示与训练样本 xi 同类的 k1 个最近邻节点的下标集合,

2
( )kN i− 表示与训练样本 xi 异类的 k2 个最近 

邻节点的下标集合. 
在投影之后的低维空间中,训练样本之间的类内紧密性和类间分离性可以分别用公式(12)和公式(13)表示: 
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为了使得样本的低维表示更有利于分类,类似于公式(4),MFA 最大化下面的目标函数: 

 ( )( )
( )

T T

T T
tr V XL X VJ V
tr V XL X V

−

+=  (14) 

其中,L−=D−−W−和 L+=D+−W+分别是惩罚图和本征图所对应的 Laplacian 矩阵.目标函数(14)的求解过程与目标

函数(5)的求解过程类似. 

2   边界判别投影 

2.1   算法基本思想 

为了增强原始样本低维表示的判别性能,我们希望经过投影之后,在低维子空间中,类间距离更大,类内距

离更小.于是,不同类之间的样本边界更大,从而使得低维表示更加有利于分类.为此,需要重新定义类间距离、类

内距离和边界等基本概念. 
定义 1. 假设 xi 与 xj 为任意给定的两个样本,它们之间的距离定义为 

d(xi,xj)=||xi−xj||2. 
定义 2. 假设 ci与 cj为任意给定的两个不同类别的样本集合,称其类间最近距离的样本点 i

jx 与 j
ix 为异类边 

界样本点,即: 

{ , : ( , ) ( , ), , }.i j i j
j i i j j i i j i i j jx c x c d x x d x x x c x c∈ ∈ ∀ ∈ ∀ ∈≤  

定义 3. 对于任意给定的属于同一类的样本集合 ci,称其类内最远距离的样本点 i
ax 与 i

bx 为同类边界样本 

点,即: 

{ , : ( , ) ( , ), , }.i i i i
a b i a b i j i j ix x c d x x d x x x x c∈ ∀ ∈≥  

注:异类边界样本点和同类边界样本点统称为边界样本点. 
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定义 4. 假设 ci 与 cj 为任意给定的两个不同类别的样本集合,其类间距离定义为 

( , ) ( , ).i j
i j j id c c d x x=  

定义 5. 对于任意给定的某类样本集合 ci,其类内距离定义为 

( ) ( , ).i i
i a bd c d x x=  

定义 6. 假设样本数据 X 共有 C 类,即 1{ }C
i iX c == ,其边界定义为 

1
( , ) ( ).

C

i j i
i j i

J d c c d c
≠ =

= −∑ ∑  

边界判别投影的基本思想是:将原始高维数据投影至低维空间,使其边界最大,即最大化类间距离,最小化

类内距离.如图 1 所示,不同的几何形状代表不同的类,类间距离由实线表示,类内距离由虚线表示,通过实线或

者虚线连接的样本点为边界样本点,经过变换之后,在保持数据的总体几何结构的前提下,边界得到了增强,样
本的可分性更好. 

     

(a) 变换前                                   (b) 变换后 

Fig.1  Illustration of main idea behind our algorithm 
图 1  MDP 算法基本思想 

2.2   算法主要内容 

2.2.1   数学模型 
为了保持数据的整体几何结构,我们引入正交约束,即 VTV=I,于是,边界判别投影的目标函数为 

 
1

max  ( , ) ( )
T

C

i j i
V V I i j i

c c cδ δ
= ≠ =

−∑ ∑  (15) 

其中,δ(ci,cj)和δ(ci)分别为投影之后的低维数据的类间距离和类内距离,投影之后的低维数据之间的距离为 
δ(yi,yj)=||VTxi−VTxj||2. 

根据定义 4,有: 
 2( , ) || ||T i T j

i j j ic c V x V xδ = −  (16) 

根据定义 5,有: 

 2( ) || ||T i T i
i a bc V x V xδ = −  (17) 

将公式(16)和公式(17)代入公式(15),则目标函数可改写为 

 2 2
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显然,在目标函数(18)的计算中,用到的样本点个数至多为 2 2 ( 1).
2
C

C C C⎛ ⎞
+ = +⎜ ⎟

⎝ ⎠
当每类的样本个数大于 

C+1 时,MDP 算法可以降低计算量. 
为了获得 MDP 算法目标函数更为简洁的表示,我们将其归结到图嵌入框架下,为此引入类间相似性权重

W(b)和类内相似性权重 W(w): 
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 ( ) 1,   ,
0,  

c c
w a b

ij
x xW

⎧⎪= ⎨
⎪⎩

样本点为

其他
 (20) 

于是,目标函数(18)可表达为 

 2 ( ) 2 ( )

1 1 1 1
max  || || || ||

T

n n n n
T T b T T w

i j ij i j ij
V V I i j i j

V x V x W V x V x W
= = = = =

− − −∑∑ ∑∑  (21) 

根据公式(12)、公式(13)的推导过程,优化问题(21)可以化简为 

 ( ) ( )max  ( ( ) )
T

T b T w T

V V I
tr V XL X XL X V

=
−  (22) 

其中,L(b)=D(b)−W(b),L(w)=D(w)−W(w),为 Laplacian 矩阵. 
若令 S(b)=XL(b)XT,S(w)=XL(w)XT,则公式(22)又可表示为 

 ( ) ( )max  ( ( ) )
T

T b w

V V I
tr V S S V

=
−  (23) 

从形式上来看,MDP的目标函数与 MMC相同.特别地,当训练集中每类只有 2个样本时,MDP等价于 MMC. 
2.2.2   算法介绍 

在人脸识别、文本分类等实际应用中,样本的维数 d 通常远远大于样本的个数 n,直接通过特征分解求解目

标函数(23)的时间复杂度为 O(d2),空间复杂度为 O(d2),此时,计算耗时且可能导致数值不稳定.比如在人脸识别

中,对于一张分辨率为 112×92 的人脸图像(d=10304),计算中时间代价和存储代价分别为 1012 和 108,对于 PC 来

说,代价过高.MDP 算法采用矩阵的 QR 分解技术[28,31]来避免这些问题,技术细节推导见第 2.3.1 节中的定理 2. 
MDP 算法的步骤总结如下: 
输入:数据矩阵 X,类别标号以及目标维数 r; 
输出:低维表示 Y. 
过程: 
第 1 步:计算 Laplacian 矩阵 L=L(b)−L(w). 
第 2 步:QR 分解.采用不完全 Cholesky 分解技术[32],将数据矩阵 X 分解为 X=QR. 
第 3 步:对 RLRT作特征分解,获得 U=[u1,u2,…,ur],其中,ui是矩阵 RLRT的第 r 个最大特征值对应的特征向量. 
第 4 步:计算投影矩阵 V=QU. 
第 5 步:计算 yi=VTxi,获得低维表示 Y.特别地,对于训练数据 X,低维表示可以表示为 

 Y=VTX=(QU)TQR=UTR (24) 

2.3   算法理论分析 

2.3.1   相关证明 
第 2.2.2 节中,MDP 算法第 3 步求得的投影矩阵的每一列是规范正交的,理论依据见下面的定理 1. 
定理 1. 假设 L 是 n×n 对称矩阵,则存在规范正交矩阵 V=[v1,v2,…,vd]∈Rd×d,使得: 

XLXTvi=λivi,1≤i≤d. 
证明:下面采用数学归纳法证明此结论.令 k 为规范正交向量的个数,则: 
当 k=1 时,显然成立. 

假设当 k=d−1 时结论成立.如果令 XLXTv1=λ1v1,v1∈Rd 且||v1||=1,对任意的 1u v⊥∈ ,有: 

(XLXTu)Tv1=uTXLXTv1=uTλ1v1=λ1(uTv1)=0. 
因此, 1

TXLX u v⊥∈ .这里, 1dim( ) 1v d⊥ = − .根据假设,当 k=d−1 时,存在正交矩阵 V′=[v2,v3,…,vd]∈Rd×(d−1),使得: 

XLXTvi=λivi,2≤i≤d. 
令 V=v1+V′∈Rd×d,故 V=[v1,v2,…,vd]∈Rd×d 为正交矩阵,且满足: 

 XLXTvi=λivi,1≤i≤d. □ 
定理 2. 假设 X=QR,其中,Q∈Rd×t,R∈Rt×n,t=rank(X)且 QTQ=I,L 是 n×n 对称矩阵,则 XLXT 与 RLRT 具有相同的

特征值,且相应的特征向量具有下列关系:V=QU,其中,V 和 U 的列向量分别为 XLXT 与 RLRT 的特征向量. 
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证明:将 X=QR 代入 XLXT,得: 
 XLXT=QRL(QR)T=Q(RLRT)QT (25) 

因为 V 和 U 分别由 XLXT 与 RLRT 的特征向量构成,即: 
 XLXTV=VΛ1,RLRTU=UΛ2 (26) 
又 XLXT 与 RLRT 是对称矩阵,则: 

VTV=I,UTU=I. 
于是,公式(26)可分别改写为 

 VTXLXTV=Λ1 (27) 
 UTRLRTU=Λ2 (28) 

将公式(25)代入公式(27),得: 
 VTQ(RLRT)QTV=Λ1 (29) 

对比公式(28)和公式(29),可知: 
Λ1=Λ2 且 QTV=U, 

即,V=QU. □ 
定理 3. MDP 可以保持数据流形的几何形状. 
证明:对任意两个数据点的低维表示 yi,yj,其欧氏距离可以表示为 

2|| || ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).T T T T T T T T
i j i j i j i j i j i j i jy y y y y y V x V x V x V x x x VV x x− = − − = − − = − −  

由于 V=(v1,v2,…,vr)的列向量是规范正交的,则 rT

d d

I O
VV

O O ×

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,于是: 

2
2

1
|| || ( ) .

r

i j ki kj
k

y y x x
=

− = −∑  

因此,低维表示之间的欧氏距离等价于原始样本在前 r 个坐标轴上做正交投影之后的欧氏距离,即,MDP 所

得到的低维表示保持了原始样本的几何形状. 
2.3.2   复杂度分析 
 第 1 步中,距离计算的时间复杂度为 O(dn2),寻找同类最远样本点和不同类最近样本点时可采用单轮的冒

泡排序算法,其时间复杂度为 O(n); 
 第 2 步中,计算 R 时,对 X 进行 QR 分解的时间复杂度为 O(t2n); 
 第 3 步中,对 RLRT 进行特征分解的时间复杂度为 O(t3). 

因此,MDP 算法的时间复杂度为 O(t3+t2n+dn2+n). 
由于计算中矩阵的最大规模为 d×n,因此,空间复杂度为 O(dn). 

3   实  验 

图像数据是典型的高维数据,为了验证 MDP 算法的有效性,我们将其应用于人脸识别,并与 PCA,LDA, 
MFA,MMC 等经典算法进行比较. 

3.1   数据集描述 

实验中所选用的人脸数据集相关描述见表 1.为了便于数值处理,均采用灰度人脸图像,且经过裁剪和缩放

至合适的大小,数据集中示例图像如图 2~图 7 所示.UMIST 数据集(http://www.sheffield.ac.uk/eee/research/iel/ 
research/face)共有 20 个人的 564 张人脸图像,包括不同的种族、性别、外貌以及从侧面转向正面的不同姿态,
具有典型的流形结构.YaleB 数据集(http://www.cad.zju.edu.cn/home/dengcai/Data/FaceData.html)包含了 38 个人

在不同的光照条件和面部表情下的人脸图像.FERET数据集(http://www.datatang.com/data/44111)共有 14 051张
人脸图像,本文仅选取了该数据集的 200 个人共 1 400 张图像用于实验,每个人有 7 张图像,包含了表情、光照
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和姿态等变化.GeorgiaTech 数据集(http://www.anefian.com/research/face_reco.htm)由 50 个人在不同的时间下拍

摄 ,每个人有 15 张图像 ,包含不同的倾斜、表情和光照 .Yale 数据集 (http://cvc.yale.edu/projects/yalefaces/ 
yalefaces.html )由耶鲁大学计算视觉与控制中心创建,每个人脸有 15 张图像,包括了光照(如正面、左侧和右侧)、
是否戴眼镜、人脸表情(如正常、高兴、悲伤、困乏、惊讶和眨眼)等因素的变化.AR 数据集(http://rvl1.ecn.purdue. 
edu/~aleix/aleix_face_DB.html)是公认度比较高的一种数据库,实验中选取了 100 个人,每人 14 张图像,分别对应

于不同表情和光照条件下的人脸. 

Table 1  Data sets description 
表 1  数据集说明 

Name Dimensionality Number of samples Number of classes
UMIST 56×46 575 20 
YaleB 32×32 2 414 38 

FERET 40×40 1 400 200 
GeorgiaTech 50×36 750 50 

Yale 32×32 165 15 
AR 42×30 1 400 100 

 
 
 
 
 
 

Fig.2  Sample image from UMIST data set 
图 2  UMIST 数据集上的图像示例 

 
 
 
 
 
 

Fig.3  Sample image from YaleB data set 
图 3  YaleB 数据集上的图像示例 

 
 
 
 
 
 

Fig.4  Sample image from FERET data set 
图 4  FERET 数据集上的图像示例 
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Fig.5  Sample image from GeorgiaTech data set 
图 5  GeorgiaTech 数据集上的图像示例 

 
 
 
 
 

Fig.6  Sample image from Yale data set 
图 6  Yale 数据集上的图像示例 

 
 
 
 
 

Fig.7  Sample image from AR data set 
图 7  AR 数据集上的图像示例 

3.2   实验参数设置 

为了克服计算中的奇异性问题,其中,LDA 和 MFA 均采用 PCA 进行预处理,并设置主成分贡献率为 0.95.
实验中所涉及的参数均由经验给出 ,MFA 算法 Gauss 热核参数 t 的设置参见局部判别嵌入 [33]的源代码

(http://www.cs.nthu.edu.tw/~htchen/),MFA 中的近邻参数 k 设置为 5,同类近邻参数 k1 设置为 2,异类近邻参数 k2

设置为 10.降维之后,统一采用 KNN 算法进行分类,并比较其分类的准确率(即识别率).每次实验中,在每个类别

中随机选取 l(l=3,4,5)个样本作为训练集,剩余的样本作为测试集.重复进行 20次随机划分,并计算其平均识别率

和标准差(均采用百分比). 

3.3   结果分析 

表 2~表 7 分别报告了在不同人脸数据集选取不同数目的标记样本下的实验结果,包括最优平均识别率及

其对应的标准差和目标维数.从中可以看出,除 Yale 数据集外,MDP 算法在其他人脸数据集上的识别率都高于

PCA,LDA,MFA 和 MMC.在 Yale 数据集上,当 l=3 时,MDP 和 MFA 最优识别率基本一致,高于其他算法,然而在

l=4 和 l=5 时,MDP 算法的识别率低于 MFA.与 MFA 相比,MDP 只考虑了数据的全局结构,而在某些复杂结构的

数据集中,全局结构不足以较好地刻画不同类别数据之间的判别信息.图 8显示了在 UMIST数据集上,不同数目

的标记样本情况下,随着目标维数的改变,这 5 种算法平均识别率的变化.随着训练样本个数的增加,识别率也在

增加.MDP 算法不涉及参数的调整,而且在不同的数据集和不同训练样本情况下,均取得了最优的识别率. 
PCA 预处理在克服小样本问题的同时,也降低了后续算法处理的计算量.为了比较各算法的时间损耗以及

PCA预处理对 MDP算法性能的影响,表 8报告了 AR人脸数据集(l=5,重复 20次随机划分)上各算法在经过 PCA
预处理(主成分贡献率为 0.95)后的数据上的平均最优识别率及其对应的标准差(均采用百分比表示)和取得最

优识别率的维数,以及各算法平均运行 1 次的时间消耗(时间单位以秒计).实验均采用 MATLAB 2010 编码实现,
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计算设备为个人计算机,其中,处理器为英特尔双核 3.16GHz,内存为 4G,操作系统为 64 位 Windows 7.对比表 6
和表 7 的结果可以看出:MDP 算法的运行时间与 LDA相当,但低于 MFA 和 MMC.同时,PCA预处理会降低 MDP
算法的识别率[34]. 

另外,实验中注意到,MMC 算法并不稳定,在某些数据集上识别率很差.当样本数目小于样本维数(即小样本

问题)时,基于迹差准则(即目标函数(7))的降维算法比基于迹比准则(即目标函数(5))的降维算法效果更好;当样

本数目较多或者计算中的奇异性问题能够被有效避免时,基于迹比准则的降维算法比基于迹差准则的降维算

法效果更好,因为迹比准则所生成的投影向量是相互统计无关的[35]. 

Table 2  Recognition results on UMIST data set 
表 2  UMIST 数据集上的识别结果 

Algorithm 3 labeled 4 labeled 5 labeled 
PCA 70.6±3.1(49) 78.0±1.8(45) 82.5±3.4(48)
LDA 79.4±4.6(19) 85.6±2.7(19) 88.1±3.5(17)
MFA 82.6±3.1(46) 87.5±3.0(15) 89.6±3.2(21)
MMC 74.9±3.1(43) 81.6±3.9(56) 86.3±3.6(49)
MDP 83.1±3.0(38) 89.0±2.4(14) 91.4±2.3(19)

Table 3  Recognition results on YaleB data set 
表 3  YableB 数据集上的识别结果 

Algorithm 3 labeled 4 labeled 5 labeled 
PCA 22.7±1.5(50) 26.2±1.3(50) 29.3±1.4(50)
LDA 53.4±2.0(37) 59.9±2.4(37) 65.5±1.6(37)
MFA 54.8±2.3(46) 60.4±2.2(49) 66.3±2.0(46)
MMC 22.3±1.4(60) 26.0±0.6(60) 29.3±1.6(60)
MDP 61.4±2.3(60) 69.9±1.5(59) 75.1±1.5(59)

Table 4  Recognition results on FERET data set 
表 4  FERET 数据集上的识别结果 

Algorithm 3 labeled 4 labeled 5 labeled 
PCA 31.9±1.2(50) 36.3±1.6(50) 40.9±2.1(50)
LDA 37.4±1.8(50) 34.9±1.6(49) 31.5±1.4(50)
MFA 43.6±1.3(49) 48.2±2.0(50) 61.1±1.8(44)
MMC 32.6±2.3(13) 42.9±1.8(15) 50.6±2.6(16)
MDP 80.6±1.4(36) 85.2±1.1(42) 88.0±0.9(36)

Table 5  Recognition results on GeorgiaTech data set 
表 5  GeorgiaTech 数据集上的识别结果 

Algorithm 3 labeled 4 labeled 5 labeled 
PCA 63.1±1.6(33) 68.0±1.7(38) 71.6±1.9(50)
LDA 48.6±2.4(47) 53.8±2.7(49) 54.9±1.7(49)
MFA 59.2±2.7(50) 60.7±2.1(50) 58.8±1.9(50)
MMC 65.6±1.5(20) 70.0±1.9(18) 73.2±2.0(19)
MDP 69.3±1.8(49) 74.7±1.6(34) 78.2±1.5(46)

Table 6  Recognition results on Yale data set 
表 6  Yale 数据集上的识别结果 

Algorithm 3 labeled 4 labeled 5 labeled 
PCA 55.33±4.21(44) 55.76±3.11(28) 59.50±2.46(30)
LDA 62.17±5.00(14) 71.76±5.17(14) 76.50±3.89(14)
MFA 66.04±4.00(16) 74.24±3.77(17) 77.06±3.25(17)
MMC 60.38±2.91(16) 65.29±3.31(14) 67.17±3.74(20)
MDP 66.00±4.03(26) 72.10±4.27(21) 74.72±4.32(43)
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Table 7  Recognition results on AR data set 
表 7  AR 数据集上的识别结果 

Algorithm 3 labeled 4 labeled 5 labeled 
PCA 43.2±1.7(50) 50.4±1.5(50) 55.8±1.6(50)
LDA 84.7±1.7(50) 88.0±1.3(50) 89.5±1.2(49)
MFA 85.4±1.6(50) 89.6±1.3(50) 92.1±1.1(50)
MMC 45.8±1.3(60) 53.0±1.4(60) 58.6±1.0(60)
MDP 91.9±1.1(59) 95.2±0.9(58) 96.7±0.6(59)

Table 8  Performance comparison on AR data set (l=5) 
表 8  AR 数据集(l=5)上的性能比较 

Algorithm Accuracy (%) Stand deviation (%) Dimensionality Time (s) 
LDA 90.02 1.23 50 0.41 
MFA 92.49 0.86 50 1.32 
MMC 57.55 1.17 42 1.36 
MDP 93.48 1.13 37 0.44 

 
 
 
 
 
 
 
 

(a) 3 labeled                          (b) 4 labeled                          (c) 5 labeled 

Fig.8  Comparisons of recognition results on UMIST data set 
图 8  UMIST 数据集上的识别结果比较 

4   结束语 

作为一种新的有监督线性降维方法,MDP 通过最大化异类样本之间的最小距离,同时最小化同类样本之间

的最大距离,在保持样本全局几何结构的基础上,增强数据的判别性能.与经典的基于边界思想的降维算法相

比,MDP 无需额外的参数设置,而且求得的投影矩阵的列向量是规范正交的,保持了原始数据流形的全局几何

结构.从计算的角度来讲,MDP避免了小样本问题,并采用QR分解技术建立了高效而稳定的算法.人脸数据集上

的实验结果表明了该算法的有效性. 

致谢  在此,我们向对本文的工作给予支持和建议的同行,尤其是武汉大学软件工程国家重点实验室丁立新教

授领导的讨论班上的同学和老师表示感谢. 
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