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摘  要: AUC 被广泛作为衡量不平衡数据分类性能的评价标准.与二分类问题不同,AUC 问题的损失函数由来自

两个不同类别的样本对组成.如何提高其实际收敛速度,是一个值得研究的问题.目前的研究结果表明:使用 reservoir 
sampling 技术的在线方法(OAM)表现出很好的 AUC 性能,但 OAM 仍存在诸如收敛速度慢、参数选择复杂等缺点.
针对 AUC 优化问题的对偶坐标下降(AUC-DCD)方法进行了系统的研究,给出 3 种算法,即 AUC-SDCD,AUC- 
SDCDperm 和 AUC-MSGD,其中,AUC-SDCD 和 AUC-SDCDperm 与样本数目有关,AUC-MSGD 与样本数目无关.
理论分析指出,OAM 是 AUC-DCD 的一种特殊情形.实验结果表明,AUC-DCD 在 AUC 性能和收敛速度两方面均优

于 OAM.研究结果表明,AUC-DCD 是求解 AUC 优化问题的首选方法. 
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Abstract:  AUC is widely used as a measure for the imbalanced classification problems. The AUC loss problem is a pairwise function 
between two instances from different classes, which is obviously different from that in standard binary classifications. How to improve its 
real convergence speed is an interesting problem. Recent study shows that the online method (OAM) using the reservoir sampling 
technique has better performance. However, there exist some shortcomings such as slow convergence rate and difficult parameter 
selection. This paper conducts a systematic investigation for solving AUC optimization problem by using the dual coordinate descent 
methods (AUC-DCD). It presents three kinds of algorithms: AUC-SDCD, AUC-SDCDperm and AUC-MSGD, where the first two 
algorithms depend on the size of training set while the last does not. Theoretical analysis shows that OAM is a special case of the 
AUC-DCD. Experimental results show that AUC-DCD is better than OAM on the AUC performance as well as the convergence rate. 
Therefore AUC-DCD is among the first optimization schemes suggested for efficiently solving AUC problems. 
Key words:  machine learning; optimization method; AUC; dual coordinate descent; support vector machine 

在机器学习中,预测精度(或错误率)被普遍作为分类算法的性能评价指标[1].但是,如果遇到错分代价不相

等或处理分类不平衡数据库等情况时,单一使用预测精度作为评价指标就不能完整地反映算法的真实性能[2,3].
而基于接收者操作特性(receiver operation characteristic,简称 ROC)分析的 ROC 曲线下面积(area under the ROC 
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curve,简称 AUC)[4]则能很好地度量算法的整体性能,因此在机器学习中备受关注. 
目前,国内外许多著名学者对 AUC 优化问题的求解进行了深入的研究,并提出了多种求解算法[5],主要有基

于 Hinge 损失的 SVM(support vector machine,简称 SVM)型算法、基于平方损失的最小二乘型算法、基于指数

损失的AdaBoost型算法等.这些算法的主要区别在于使用了不同的代理损失函数,其中,基于Hinge损失的SVM
型算法受到了广泛的关注[6,7].由于求解 AUC 问题需要优化来自两个不同类别的样本对构成的损失,损失数与

样本数呈平方增长,导致对目标函数的优化时间长,收敛速度慢.在 2011 年的 ICML 会议上,Zhao 等人[8]首次提

出了求解AUC优化问题的在线算法(online AUC maximization,简称OAM),通过引进两个缓冲(buffer),极大地缩

减了需要优化的损失函数的个数,从而减少了训练次数,并且在分类不均衡数据库上获得了较好的实验结果. 
众所周知,在线方法考虑样本是随时间序列逐个产生的,每次只用一个样本更新解向量,即,来一个样本训

练 1 次,训练之后的样本则被丢弃,不需要存储所有训练样本,有别于传统的批处理算法,因此可用于处理大规模

数据库.2003 年,Zinkevich 在投影次梯度方法的基础上,针对一般凸问题提出了第一个在线优化算法[9],并证明 

了 ( )O T 的 regret 界.随后,Hazan 针对强凸问题得到了 O(logT)的 regret 界[10],保证了算法的性能.2007 年, 
Shalev-Shwartz 等人提出的投影次梯度算法 Pegasos[11],首次在大规模数据上进行实验并得到了很好的结果,在
线方法也重新引起了人们的广泛关注.考虑到 AUC 优化问题的优化目标是来自不同类别的样本对构成的损失

之和,需要存储所有样本,因此不能直接使用在线方法求解.文献[8]巧妙地使用 reservoir sampling 技术引进两个

缓冲,并设定缓冲大小,分别用于存储正负样本,当处理一个样本时,首先判断该样本的类别并存储于相应缓冲,
然后与另一缓冲里的所有样本组合构成损失对,当缓冲满时,用新样本随机替换缓冲里的样本,以达到更新缓冲

的目的.由于仅对缓冲内的样本进行优化,因此大大减少了损失函数的个数.文献[8]给出两种算法——OAMseq
和 OAMgra,并给出 OAM 在缓冲为无限大时的算法 OAMinf,其中,OAMinf 算法的 AUC 性能最好. 

本文通过对文献[8]的分析发现:OAM 算法在每次更新解向量时,没有使用上一步更新的解信息,使算法的

收敛速度很慢,并且算法运行时所使用的平衡参数随着缓冲的改变而改变,使得参数选择过于复杂.为了更好地

解决这些问题 ,本文提出一种求解 AUC 优化问题的对偶坐标下降方法 (AUC-DCD).坐标下降 (coordinate 
descend,简称 CD)方法的思路比较简单,在计算时固定解的其他维坐标,一次仅对选中的一维坐标进行优化求

解.根据所优化目标函数的不同,CD 可分为对偶坐标下降(DCD)[12]和原始坐标下降(PCD)[13].DCD 是 2008 年台

湾大学林智仁教授领导的研究小组针对 SVM 的对偶问题提出来的,并且在大量的数据库上取得了比 PCD 和当

前一些流行算法更快的收敛效果,被认为是处理大规模数据特别是文本数据的首选算法[14].DCD 以简洁的操作

流程、低廉的计算代价和快速的实际收敛效果,成为处理优化问题最有效的方法之一,能够克服 AUC 优化问题

的缺点.此外,2012 年,Shalev-Shwartz[15]在对 DCD 方法进行分析时,曾使用 Modified-SGD 算法为对偶变量赋初

值, Modified-SGD 算法与随机梯度(stochastic gradient descent,简称 SGD)算法类似,但使用了目标函数的对偶信

息求取步长.由于 Modified-SGD 算法无需额外的内存开销,且优化的目标函数与样本数无关,因此可用于 AUC
问题处理大规模数据库的情况. 

在线方法与对偶坐标下降方法在求解子问题的过程中均是在每一步迭代时求解单个样本关于所有维数的

子优化问题,两者有着密切的联系.本文采用基于 Hinge 损失的最小化 SVM 模型,提出一种求解 AUC 优化问题

的对偶坐标下降方法(AUC-DCD),相应地,给出 3 种算法,并发现其中 OAM 算法是 AUC-DCD 的一种特殊情形.
最后,通过在大量数据库上进行比较实验,进一步验证了 AUC-DCD 的有效性. 

1   AUC 优化问题 

求解 AUC 优化问题面临的一个关键问题就是如何计算 AUC 值,在机器学习领域,较常用的方法是非参数

假定的 AUC 估计[16],它在数值上等价于排序的 WMW(Wilcoxon-Mann-Whitney)统计[17,18].对于给定的独立同分

布的训练样本集 S={(xi,yi)∈Rd×{−1,+1}|i∈[n]},把集合 S 分为正负两个样本集 { | [ ]} { |i jS i n S j+ + + − −= ∈ = ∈和x x  

[ ]},n− 其中,n+和 n−分别表示正负样本数,且 n=n++n−,0<n+<n.非参数假定的AUC估计反映的是决策函数 g=wTt+b 
代入一个随机抽取的正类样本的函数值大于一个随机抽取的负类样本的函数值的概率,AUC 值越大,则所求解
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的分类器性能就越优,其表达式为 
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在决策函数 g=wTt+b 中,b 为偏置,可通过对数据进行扩维.将偏置 b 放入权重 w中统一进行处理,即:[xT,1]→ 
xT,[wT,b]→wT,此时,决策函数可写为 g=wTt,代入公式(1)可得: 
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对特定的数据库,使 AUC 为极大值的点等价于使
1 1

( )n n T T
i ji j

I n n
+ −

+ − + −
= =∑ ∑ ≤w x w x 为极小值的点,因为 I(x) 

可视为 0-1 损失函数,非凸且不可微,在此选取其代理函数 Hinge 损失函数进行优化.在机器学习领域,一般在“损
失函数+正则化项”的框架下对机器学习问题进行研究[19],常用的正则化项有 L1和 L2正则化,其中,L2正则化具

有二阶可导、对偶、强凸等特性,常用的 SVM 模型即采用 L2 正则化.在此,采用 SVM 模型讨论 AUC 优化问题,
即,正则化项使用 L2 正则化,用于调节分类器的泛化性.因此,最终优化目标函数为 

 2
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1|| || ( (mi )
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i ji j l

n n
λ + −
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+ −∑ ∑w
w w x x  (2) 

其中,参数λ>0.Hinge 损失函数为 ( ( )) max{0,1 ( )}.T T
i j i jl + − + −− = − −w x x w x x  

2   求解 AUC 优化问题的对偶坐标下降方法 

对偶坐标下降方法有多种形式,根据选取优化坐标方式的不同,可以分为循环对偶坐标下降(cyclic-DCD)
算法、随机对偶坐标下降 (stochastic-DCD)算法和使用 Permutation 策略的置换对偶坐标下降 (stochastic- 
DCDperm)算法等.同理,本文给出 3 种求解 AUC 优化问题的算法,即,AUC-SDCD,AUC-SDCDperm 和 AUC- 
MSGD,其中,AUC-MSGD 也是随机选取一维坐标进行优化.为便于说明,本文使用 SDCD,SDCDperm 和 MSGD
作为相应算法的简记形式.若无特别说明,文中的 AUC 在线方法均指 OAM 算法. 

2.1   3种求解算法 

讨论对偶坐标下降方法时,首先需要求解出原优化问题的对偶问题.为方便说明,本文记: 

1 1
, , ( ) max{0,1 }, , [ ], [, ],T T

ij i j ij ij ij
n n
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ij
k n n l i n j n

+ −
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= =
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则公式(2)可写为 
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T
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P P l

k
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w

w w w z w  (3) 

容易求得公式(3)的对偶问题(求解过程见附录 1)为 
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其中,α为对偶变量,且 11[ ,..., ,..., ] .T
ij n n

α α α + −=α 通过求解过程易知,有关系式
1

ij ij
ijk
α

λ
= ∑w z 成立.为方便起见,本 

文使用上述问题的等价问题进行求解,即: 
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由于每次仅更新对偶变量α的一维 ,设第 t 次迭代时使向量α的 aij 维完成从 1t
ija − 到 t

ija 的更新 ,并设
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1Δ ,t t
ij ij ija aα −= − 所以公式(5)的单维变量子问题为 
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式(6)为关于Δαij 的二次函数,易求得其解析解为 1(1 ) .T t T
ij ij ij ijkα λ −Δ = − z w z z  

算法 1 为 AUC-SDCD 的更新过程. 
算法 1. AUC-SDCD. 
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算法 1 从初始化α开始(一般初始化为零向量),每次迭代随机挑选对偶变量α的一维,通过解决单变量子问

题(6)进行更新,最后,利用原问题解与对偶问题解之间的关系达到更新原问题解 w的目的. 
算法 2. AUC-SDCDperm. 
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, ( 1) 1, ( 1)mod 1
                  (2) Do Step 2 ~ Step 3 of AUC-SDCD
            End
End

sp i a n j a n− −= − + = − +

i

 

算法 2 为 AUC-SDCDperm 的执行过程.SDCDperm 算法与 SDCD 算法的处理过程类似,SDCDperm 在遍历

1 次样本时,仅对向量α的每一维更新 1 次,但 SDCD 算法则可能对α的某一维重复更新. 
算法 1、算法 2 每次更新解向量时均使用了上一步更新的解信息,因此需要额外的存储空间,当处理大规模

数据库时,所花费的内存代价相当惊人.为解决存储问题,我们给出 AUC-MSGD 算法,具体流程见算法 3. 
算法 3. AUC-MSGD. 
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MSGD 算法对对偶变量的更新与 SDCD 算法稍有不同,主要在于两种算法所解决的单变量子问题不同, 
MSGD 算法在第 t 次迭代时通过解决如下子问题对解向量进行更新: 
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与公式(6)比较易发现:SDCD 算法子问题的样本数是固定的,即,对某一数据库 k=n+×n−是定值;而 MSGD 算

法求解的子问题(7)则是随迭代次数 t 的增加产生变化. 

2.2   AUC-SDCD与OAM的区别 

文献[8]提出了求解 AUC 优化问题的在线算法(OAM),并给出缓冲取无限大时的算法 OAMinf,OAMinf 通

过解决如下子问题来更新解向量 w: 

 2min || || ( )
2

t T
ij ij

k lλ
− +

w
w w z w  (8) 

Crammer[20]在 2006 年通过问题(8)的对偶问题求得解析解 t
ij ij kα λ= +w w z (求解过程见附录 2),其中, 

min(max( (1 ) ,0),1).T t T
ij ij ij ijkα λ= − z w z z  

该子问题的求解方法本质上与公式(6)给出的求解方法相同.通过与算法 1 比较容易发现:若初始化向量

α=0,OAMinf 算法是 SDCD 算法按顺序遍历 1 次所有样本时的特殊情况,但 SDCD 算法却能够得到比 OAMinf
算法更快的收敛速度,本文实验部分对这一结论进行了详细验证. 

2.3   收敛性分析 

对于一般形式坐标下降算法的收敛性问题,Luo 和 Tseng 进行了深入而系统的研究[21].针对求解 SVM 对偶

优化问题的 DCD 方法,文献[12]指出:当遍历 k 次样本集时,能够得到(1−u)k,0<u<1 的线性收敛速度.但 Shalev- 
Shwartz 等人[15]对此给出两点质疑:一是参数 u 可能无限逼近 0,且迭代次数没有限制,可以无限大;二是所作的

收敛性分析只是针对对偶目标函数,而优化的最终目的是原始目标函数,即,对偶问题的收敛速度并不能说明原

问题具有同样的收敛速度.在文献[15]中,Shalev-Shwartz 和 Zhang 两位著名学者使用 Fenchel-Young 不等式[22]

通过对偶间隙使得原始目标函数与对偶目标函数之间建立关系,从而给出原目标函数的收敛速度. 

设算法进行 T0 次迭代后,令
0 0

*
0 01 1

1 ( ) , 1 ( ) , arg min ( ),T Tt t
t T t T

T T T T P
= + = +

= − = − =∑ ∑
w

w w w wα α 由于原目标函

数 P(w)为凸函数,根据凸函数性质可知
00 1( ) 1 ( ) ( )T t

t TP T T P
= +

− ∑≤w w ,又因为原目标函数与对偶目标函数满足 

关系式 *( ) ( ),P D≥w α 所以有 *[ ( )] ( ) [ ( ) ( )].E P P E P D− −≤w w w α 这表明,可以用对偶间隙的收敛速度衡量原目 
标函数的收敛速度.因此,关于 AUC-SDCD 算法的收敛性,本文给出如下引理. 

引理 1. 假设 AUC-SDCD 算法初始化α=0,ε>0 是迭代若干步后目标函数值与理论最优目标函数值之间的 
误差,当迭代次数 T>T0 时,若使对偶间隙满足 [ ( ) ( )] ,E P D ε− ≤w α 则迭代次数 T 需满足: 

{ }0
4 20max 0, log( 2) ,T T k k k kλ
λε λε

+ + + +⎡ ⎤⎢ ⎥≥ ≥  

其中,k=n+×n−,E 表示对随机抽取的样本对序列取期望. 
类似地,AUC-SDCDperm 算法的收敛性与 AUC-SDCD 算法相同. 
针对 Modified-SGD 算法,当算法遍历 1 次 n 个样本的数据库时,文献[15]给出对偶目标函数 O((logn)/n)的

收敛速度.同样,对于 AUC-MSGD 算法本文给出引理 2. 

引理 2. 假设样本满足独立同分布,令 * arg max ( ),D=
α

α α 当 AUC-MSGD 算法遍历 1 次样本时有: 

* 2log( )[ ( ) ( )] ,ekE D D
kλ

− ≤α α  

其中,k=n+×n−,E 表示对随机抽取的样本对序列取期望. 
由于引理 1、引理 2 的证明与文献[15]中的定理 1、定理 3 类似,这里不再赘述. 
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3   数值实验 

本节通过实验对文中所提算法的正确性和有效性进行验证.实验中,算法在 LIBLINEAR[23]平台上实现,该
平台设计了科学、合理的数据结构,可以高效地处理数据和安排内存开销,并用多种编程语言实现,便于开发新

算法,受到了众多国家教育科研机构的青睐. 

3.1   算法及数据库描述 

实验在 10 个数据库上实现,这些数据库可从 LIBSVM 网站中获得,具体下载地址为 http://www.csie.ntu. 
edu.tw/~cjlin/libsvmtools/datasets/,表 1 给出数据库的相关描述. 

Table 1  Details of the datasets 
表 1  数据库描述 

数据库 样本数 样本维数 失衡率 

sonar 208 60 1.144 3 
fourclass 862 2 1.807 8 
german 1 000 24 2.333 3 

svmguide3 1 243 22 3.199 3 
dna 2 000 180 3.310 3 

svmguide4 300 10 5.818 2 
pendigits 7 494 16 8.620 0 

vowel 528 10 10.000 0
letter 15 000 16 24.252 5
sector 6 412 55 197 148.116 3

表 1 中,sonar,fourclass,german 和 svmguide3 为二分类数据库,其余为多分类数据库.实验未对数据进行任何

预处理,假设正样本为少数样本,为了构造不平衡数据库,对多分类数据库,采取把其中一类作为正样本,其他类

作为负样本的处理策略.表中失衡率定义为负样本数与正样本数之比. 
文献[8]给出两种求解 AUC 优化问题的在线算法:OAMseq 和 OAMgra,并给出 OAM 算法在缓冲无限大时

的算法 OAMinf.其中,OAMinf 算法得到的 AUC 性能优于 OAMseq 和 OAMgra.因此,本节实验仅对算法

OAMinf,SDCD,SDCDperm 和 MSGD 进行比较验证.为公平比较,实验中,算法 SDCD 和 MSGD 的迭代次数均取

T=n+×n−,且 SDCDperm 算法仅执行 1 次外循环,即,保证 4 种算法迭代次数相同. 

3.2   实验结果及结论 

实验把每个数据库随机平均分成 5 组,其中 4 组作为训练样本,剩下 1 组作为测试样本,每次分组求得 5 组

AUC 值,每个数据库进行 4 次随机分组,最终结果为 20 组 AUC 值的平均值和方差. 
4 种算法的参数选择范围为 10−9~101,在实验中选取最优参数. 
图 1 给出 4 种算法在各数据库上的参数取值与 AUC 值的关系. 
表 2 列出了 4 种算法在相应数据库上的实验结果,其中,记号“A±B”中 A 为 AUC 平均值,B 为相应的均方差 

(mean square error).均方差按照公式 2
1

1 ( 1) ( )n
ii

MSE n x x
=

= − −∑ (n=20,xi 表示 AUC 值, x 表示 AUC 的平均值) 

来计算. 
Table 2  Comparison of AUC performances on the datasets 

表 2  在各数据库上的 AUC 性能比较 
数据库 OAMinf SDCD SDCDperm MSGD 
sonar 0.8611±0.0632 0.8652±0.0583 0.8650±0.0590 0.8653±0.0609 

fourclass 0.8298±0.0266 0.8310±0.0314 0.8309±0.0314 0.8337±0.0260 
german 0.7134±0.0475 0.7797±0.0284 0.7912±0.0325 0.7805±0.0271 

svmguide3 0.7689±0.0364 0.7545±0.0408 0.7905±0.0345 0.7527±0.0375 
dna 0.9890±0.0041 0.9569±0.0119 0.9894±0.0041 0.9584±0.0114 

svmguide4 0.8065±0.0837 0.8354±0.0775 0.8389±0.0753 0.8294±0.0742 
pendigits 0.9825±0.0058 0.9603±0.0160 0.9846±0.0041 0.9617±0.0131 

vowel 0.8965±0.0382 0.9072±0.0360 0.9081±0.0363 0.9081±0.0382 
letter 0.9882±0.0026 0.9643±0.0129 0.9888±0.0025 0.9618±0.0129 
sector 0.9964±0.0058 0.8436±0.1042 0.9989±0.0012 0.8681±0.0769 
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Fig.1  Comparison of AUC value with different parameters 
图 1  取不同参数时的 AUC 值比较 

从表中 2 可以看出:在 AUC 值的比较上,SDCDperm 算法在多数数据库上明显优于 OAMinf,SDCD 和

MSGD 算法;从均方差的比较中也可以看出,SDCDperm 算法的稳定性较好.SDCD 和 MSGD 算法的 AUC 性能

仅在部分数据库上好于 OAMinf 算法,这与随机抽取的样本对的顺序有关. 

0.85
svmguide4 

0.80

0.75

0.70

0.65

0.60

0.55
105100 

λ×104 

A
U

C
 

5

.6

5

.7

5

.8

5

 

 
OAMinf
SDCD
SDCDperm
MSGD

O
S
S
M

OAMinf 
SDCD 
SDCDperm 
MSGD 

0.99
dna

0.98

0.97

0.96

0.95

0.94
105100

λ×104

A
U

C
 

0 5
4

5

6

7

8

9

 

 

OAMinf
SDCD
SDCDperm
MSGD

O
S
S
M

OAMinf 
SDCD 
SDCDperm
MSGD 

0.85
svmguide3

0.80

0.75

0.70

0.65

0.60
105 100 

λ×104 

A
U

C
 

0 5
.6

5

.7

5

.8

5

 

 
OAMinf
SDCD
SDCDperm
MSGD

O
S
S
M

OAMinf 
SDCD 
SDCDperm 
MSGD 

1.00

5

6

7

8

9

1

 

 
OAMinf
SDCD
SDCDperm
MSGD

O
S
S
M

OAMinf 
SDCD 
SDCDperm 
MSGD 

pendigits 

0.99

0.98

0.97

0.96

0.95
105100 

λ×104 

A
U

C
 

5

7

9

1

3

 

 
OAMinf
SDCD
SDCDperm
MSGD

0.93

O
S
S
M

OAMinf 
SDCD 
SDCDperm
MSGD 

vowel

0.91

0.89

0.87

0.85
105 100

λ×104

A
U

C
 

sonar
0.88

0.87

0.86

0.85

0.84

0.83
105 100 

λ×104 

A
U

C
 

0 5
3

4

5

6

7

8

 

 
OAMinf
SDCD
SDCDperm
MSGD

O
S
S
M

OAMinf 
SDCD 
SDCDperm
MSGD 

0.85
german 

0.80

0.75

0.70

0.65
105100 

λ×104 

A
U

C
 

0 5
5

.7

5

.8

5

 

 
OAMinf
SDCD
SDCDperm
MSGD

O
S
S
M

OAMinf 
SDCD 
SDCDperm 
MSGD 

0.84
fourclass

105100

λ×104

A
U

C
 

0 5
2

5

3

5

4

 

 
OAMinf
SDCD
SDCDperm
MSGD

O
S
S
M

OAMinf 
SDCD 
SDCDperm
MSGD 

0.83

0.82

2

4

6

8

1

 

 
OAMinf
SDCD
SDCDperm
MSGD

1.00

O
S
S
M

OAMinf 
SDCD 
SDCDperm 
MSGD 

letter 

0.98

0.96

0.94

0.92
105100 

λ×104 

A
U

C
 

5

.9

5

1

 

 

OAMinf
SDCD
SDCDperm
MSGD

1.00
sector

0.95

0.90

0.85
105 100

λ×104

A
U

C
 

O
S
S
M

OAMinf 
SDCD 
SDCDperm
MSGD 



 

 

 

姜纪远 等:求解 AUC 优化问题的对偶坐标下降方法 2289 

 

为了说明 AUC-DCD 方法在收敛速度这一性能上优于在线算法,图 2 给出 4 种算法每次迭代求解的 AUC
值和目标函数值的下降速度比较实验(20 次结果的平均值).限于篇幅,这里仅给出在 sonar,svmguide4 和 vowel
数据库上的实验结果. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.2  Comparison of convergence rates of AUC and relative function value difference 
图 2  AUC 及相对目标函数值收敛速度比较 

图 2 中,6 幅图的横坐标均为迭代次数,每迭代运行 100 步做一个记录点.由于在执行一定的迭代次数之后

算法已接近收敛,因此,图中仅画出算法迭代 5 000 次的实验结果.为方便比较,图中用“1-AUC”表示 AUC 值的收

敛速度,用相对目标函数值(relative function value difference)表示目标函数值的下降速度.其中, 
相对目标函数值=(当前目标函数值−最优目标函数值)/最优目标函数值. 

计算时,最优目标函数值用最小的目标函数值代替. 
从上述图中可以得出如下结论: 
(1) 算法 MSGD,SDCD 和 SDCDperm 无论是在 AUC 的收敛速度还是目标函数值的收敛速度上都明显

快于 OAMinf 算法;特别地,在 sonar 数据库,MSGD 的收敛速度快于其他 3 种算法; 
(2) SDCD 算法的目标函数值的下降速度稍快于 SDCDperm; 
(3) 当迭代次数足够大时,SDCDperm 算法得到的 AUC 性能总是最优. 

4   总  结 

本文提出一种求解 AUC 优化问题的对偶坐标下降(AUC-DCD)方法,并给出相应的 3 种算法.理论分析表

明,求解 AUC 优化问题的在线方法(OAM)是一种特殊的坐标下降方法.并且指出,AUC-DCD 方法可以得到比

OAM 方法更优的 AUC 性能及更快的收敛速度.最后,通过实验,对我们的结论进行了验证. 
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附录 1. 对偶问题的求解过程 

为了便于求解,令 c=λ/2,f(w)=||w||2,w0=wij=w,∀i∈[n+],∀j∈[n−],并引入 k 个等式约束,则公式(3)的等价优化问

题为 
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为第 ij 个等式约束引入拉格朗日乘子αij,则公式(a)的拉格朗日函数为 
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所以,公式(a)的对偶函数为 
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其中, f *(⋅)和 *( )ijl ⋅ 分别为函数 f(⋅)和 lij(⋅)的凸共轭函数.由凸共轭函数的定义可知: 

* 2 2 *1( ) sup{ ( )} sup{ } , ( ) sup{ ( )} sup{ max{0,1 }} , [ 1,0].
4 ij ij

a a a a
f u ua f a ua a u l u ua l a ua a u u= − = − = = − = − − = ∈ −  

把上式及 c=λ/2 代入公式(c)中,即得到原问题的对偶问题: 
2

1 1( )
2ij ij ij

ij ij
D

k k
λα α

λ
= −∑ ∑ zα ,其中,αij∈[0,1]. 

对公式(b)求偏导,有: 

0 0
0

1 10 ,

( ) ( )1 1 0 .

ij ij ij ij
ij ij
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ij ij ij ij ij ij

ij ij ij ij
ij ij ij
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l lL
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λ α α
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∂
= − = ⇒ =

∂

∂ ∂∂
= + = ⇒ = −

∂ ∂ ∂

∑ ∑w z w z
w

z w z w
z z
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又因为 w0=wij=w,∀i∈[n+],∀j∈[n−],所以有如下关系式成立: 

( )1 , .
T

ij ij
ij ij ij

ij

l
k

α α
λ

∂
= = −
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z w

w z
w

 

附录 2. 子问题(8)解析解求解过程 

令 max{0,1 }, [ ], [ ]T
ij ij i n j nξ + −= − ∀ ∈ ∀ ∈z w ,易知公式(8)的等价问题为 
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2min || ||
2

s.t.  1
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构造公式(d)的拉格朗日函数: 

 2( , , , ) || || (1 )
2

t T
ij ij ij ij ij ij ij ij ij

kL λξ α β ξ α ξ β ξ= − + + − − −w w w z w  (e) 

对公式(e)求偏导,得: 
1( ) 0 ,

1 0.

t t
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L k
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λ α α
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α β
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将上述两式代入公式(e)中并整理,得: 

21( ) || || (1 )
2

T t
ij ij ij ijL

k
α α

λ
= − + −z z wα ,且αij∈[0,1]. 

上式对αij 求偏导并置 0,得子问题解析解: 

(1 )
min max ,0 ,1 .

T t
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