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摘  要: 部分可观察马尔可夫决策过程(partially observable Markov decision processes,简称 POMDPs)是动态不确

定环境下序贯决策的理想模型,但是现有离线算法陷入信念状态“维数灾”和“历史灾”问题,而现有在线算法无法同

时满足低误差与高实时性的要求,造成理想的 POMDPs 模型无法在实际工程中得到应用.对此,提出一种基于点的

POMDPs 在线值迭代算法(point-based online value iteration,简称 PBOVI).该算法在给定的可达信念状态点上进行更

新操作,避免对整个信念状态空间单纯体进行求解,加速问题求解;采用分支界限裁剪方法对信念状态与或树进行在

线裁剪;提出信念状态结点重用思想,重用上一时刻已求解出的信念状态点,避免重复计算.实验结果表明,该算法具

有较低误差率、较快收敛性,满足系统实时性的要求. 
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Abstract:  Partially observable Markov decision processes (POMDPs) provide a rich framework for sequential decision-making in 
stochastic domains of uncertainty. However, solving POMDPs is typically computationally intractable because the belief states of 
POMDPs have two curses: Dimensionality and history, and online algorithms that can not simultaneously satisfy the requirement of low 
errors and high timeliness. In order to address these problems, this paper proposes a point-based online value iteration (PBOVI) algorithm 
for POMDPs. This algorithm for speeding up POMDPs solving involves performing value backup at specific reachable belief points, 
rather than over the entire a belief simplex. The paper exploits branch-and-bound pruning approach to prune the AND/OR tree of belief 
states online and proposes a novel idea to reuse the belief states that have been computed last time to avoid repeated computation. The 
experiment and simulation results show that the proposed algorithm has its effectiveness in reducing the cost of computing policies and 
retaining the quality of the policies, so it can meet the requirement of a real-time system. 
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部分可观察马尔可夫决策过程(partially observable Markov decision processes,简称 POMDPs)[1]能够客观、

准确地描述真实世界,是随机决策过程研究的重要分支,最近成为计算机、控制和管理等学科研究的热点.综述

现有算法,按照年代可大致分为两个阶段:第 1 阶段(20 世纪末),主要是精确求解算法,代表算法为 Witness 算 
法[1];第 2 阶段(21 世纪初),由于精确求解 POMDPs 过程存在信念状态空间维数灾和迭代更新历史灾问题,该阶

段主要是近似求解算法,代表算法为基于点的值迭代算法[2].基于点的值迭代算法的主要思想是:根据误差判定

条件,给出固定的有限可达信念状态集合,在其上进行更新操作,避免对整个信念状态空间单纯体进行求解,从
而在有限的误差范围内快速求解.更进一步地,卞爱华等人提出基于点的 POMDPs 算法的预处理方法[3],该算法

对于解决 POMDPs 维数灾问题有效,但在序贯决策中,信念状态空间会随着时间的推移而呈指数形式爆炸增长.
近几年,为了使理想的 POMDPs 模型能够满足实时系统的要求,普遍采用在线近似算法来求解[4].在线近似算法

主要是信念状态与或树查找算法,此类算法将 POMDPs 看成智能体与环境之间的博弈,在每一个信念状态结点

上,智能体必须选择一个动作,并随机选择下一时刻的观察,在给定的深度内,通过遍历与或树获得当前时刻最

优动作.信念状态与或树查找算法可分为蒙特卡罗采样算法、分支界限裁剪算法和启发式搜索算法. 
Paquet 提出一种 RTBSS 算法[5],使用分支界限裁剪思想对动作进行在线裁剪.RTBSS 的效率很大程度上依

赖于离线求解值函数上下界的精确度,当上下界很紧密的时候,查找算法很高效.但该算法忽略了观察集合,当
观察集合很大时,为了在有限时间内求解问题,遍历深度应该很小,但这又将增加最优策略的误差.Wolf 等人在

RTBSS 算法的基础上提出一种基于蒙特卡罗采样的 MC-RTBSS 算法[6],采用粒子滤波来处理连续的信念状态

空间.蒙特卡罗采样算法只对观察集合进行裁剪,而忽略了动作集合.当动作集合很大时,该算法的效果并不理

想.Ross 等人提出一种 AEMS2 算法[7],它是基于启发式的误差最小化查找算法.启发式查找算法避免对观察或

者动作分支进行裁剪,通过使用启发式方法来选择最佳的扩展边缘结点,从而查找出与决策相关性最高的可达

信念状态点.在启发式查找算法中,每一个边缘结点都对应着一个启发式值,启发式值决定着是否扩展该边缘结

点.每次迭代的目标是在所有边缘节点中寻找能够最大化启发式值的结点,该最佳边缘结点的参照是其子树的

父亲结点,利用存储在父亲结点中的参照和启发式值,采用动态规划算法,可以高效地对最佳边缘结点进行扩展

和更新.但是启发式查找算法需要计算出需要扩展的边缘结点,并且还要在每次迭代中更新父亲结点的值.因
此,它比一般的深度优先和广度优先算法更为耗时. 

本文针对现有在线算法和离线算法的优缺点,提出一种基于点的在线值迭代算法(point-based online value 
iteration,简称 PBOVI).该算法采用基于点的值迭代方法对可达信念状态结点进行更新,避免对所有的信念状态

空间进行遍历,极大地降低了问题的求解规模;然后,采用分支界限裁剪方法对信念状态与或树进行在线裁剪,
并提出信念状态结点重用思想,重用上一时刻已求解出的信念状态点,避免对已计算过的信念结点的重复计算. 

本文中,除特殊说明外,上标代表时间,下标代表集合中的具体实例.例如,si 代表状态集合中的第 i 个状态,st

代表 t 时刻的状态,P(st=si)代表 t 时刻状态为 si 时的概率.有时,根据描述问题的需要,没有上下标,则表示当前时

刻的变量,上标是“′”的表示下一时刻的变量.例如,s 表示当前时刻的状态,而 s′表示下一时刻的状态. 
本文第 1 节介绍 POMDPs 模型.第 2 节介绍基于点的离线算法.第 3 节介绍 PBOVI 算法.第 4 节是实验和

分析.第 5 节是本文结论部分. 

1   POMDPs 

POMDPs 通常用一个六元组〈S,A,T,R,Z,O〉描述[8,9],其序贯决策示意图如图 1 所示.状态集合 S={s1,s2, 
s3,…,sn},动作集合 A={a1,a2,a3,…,am},观察集合 Z={z1,z2,z3,…,zl},分别表示所有可能的状态、动作和观察.状态转

移函数集合 T(si,a,sj)=P(sj|si,a),是在状态 si 下采用动作 a,可能转移到状态 sj 的概率.观察函数集合 O(si,aj,zk)= 

P(zk|si,aj),是在状态 si 下采用动作 aj,观察为 zk 的概率.报酬函数集合 R:S×A×Z6R,R 为负值时表示损失,为正 

值时表示报酬.t 时刻的信念状态 B 由公式(1)来描述,由公式(2)来计算,其中,η为归一化因子. 
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 bt=P(st|at,zt,at−1,zt−1,at−2,zt−2,…,a0,z0,s0) (1) 
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Fig.1  Model of POMDPs 
图 1  POMDPs 模型 

bt 可以用 bt−1 来递归求解.根据当前的信念状态和动作,就可以决定下一个周期的信念状态和动作.信念状

态转移函数集合Γ(b,a,b′)=P(b′|a,b),计算如下: 
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公式(3)描述的是,在 bi 状态下采用动作 a,转移到 bj 的概率,其中,
jbZ 是在 bj 状态下的观察集合, ,

jbZ Z⊆  

.
jk bz Z⊆ 信念状态报酬函数 ( , ) ( ) ( , ).

s S
b a b s R s aρ

∈

= ∑ 使用 Bellman 公式计算 POMDPs 的值函数 V 和策略π,计算 

如下: 
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POMDPs 决策的策略是将信念状态映射到动作,即π(b)→a,同时满足使智能体选择的动作能够获得环境报

酬的累计值最大,即如公式(6)所示: 
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其中,γ为折扣因子,其目标是让期望值收敛.最优策略π*满足折扣报酬值和的期望值最大,即如公式(7)所示: 
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0
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其中,γ t 为指数,π(bt)表示在 t 时刻的动作,Γ为α-vector 集合. 

在 POMDPs 中,最优策略是从所有的信念状态中选取一个动作使得期望值最大,信念状态空间为R|S|−1,其

中,R的大小为|S||A||Z|.因此,求解信念状态空间是一个“维数灾”问题.Sondik[10]证明,任何 t 时间段的值函数可以

用α-vector 集合Γ t={α0,α1,…,αm}来表示,每一个α-vector 代表一个|S|维的超平面.在每个信念状态上的值函数

定义如下: 

 ( ) max ( ) ( )
t

t

s S
V b s b s

α Γ
α

∈ ∈

= ∑  (8) 

每一个α-vector 对应着一个最优策略,每一个策略对应一个动作.t 时间段的α-vector 集合Γ t 可以如下定义: 

B 

世界模型 

Z A

状态评估(SE) 策略π 



 

 

 

28 Journal of Software 软件学报 Vol.24, No.1, January 2013   

 

 
1

max ( , ) ( ) max ( , , ) ( , , ) ( ) ( )
t

t

a A s S z Z s S s S
R s a b s T s a s O s a z s b s

α Γ
Γ γ α

−∈ ∈ ′∈ ∈ ∈ ∈

⎡ ⎤′ ′ ′= +⎢ ⎥
⎣ ⎦
∑ ∑ ∑ ∑  (9) 

由于信念状态空间很大,值函数 V t(b)无法直接计算,但与之相对应的Γ t 可以由Γ t−1 来迭代计算.精确求解

算法步骤如下: 

步骤 1. 产生中间集合 ,*
t
aΓ 和 ,

t
a zΓ ,它们都是|S|维的超平面: 

 ,*
,* ( ) ( , )t a

a s R s aΓ α← =  (10) 

 ,
, ( ) ( , , ) ( , , ) ( )t a z

a z i i
s S

s T s a s O s a z sΓ α γ α
′∈

′ ′ ′← = ∑  (11) 

步骤 2. 通过交叉和操作,计算 .a
tΓ  

如果集合 A={a1,a2,…,am}和集合 B={b1,b2,…,bn},C=A⊕B={a1+b1,a2+b2,…,am+bn},则称⊕为交叉和操作. 

 
1 2 | |,* , , ,...

Z

t t t t
a a a z a z a zΓ Γ Γ Γ Γ= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕  (12) 

步骤 3. 对 t
aΓ 进行并操作. 

 t t
a

a A
Γ Γ

∈

= ∪  (13) 

令|S|为状态个数,|A|为动作个数,|Z|为观察个数,|Γ t−1|为 t−1 时刻α-vector 个数.整个计算过程在最坏情况下,
步骤 1 将产生 O(|A||Z||Γ t−1|)个α-vector.然后,算法采用交叉和操作,将会产生 O(|A||Z||Γ t−1||Z|)个α-vector.最后,在
整个状态空间|S|上裁剪被支配向量,此过程为线性规划,时间复杂度为 O(|S|2).因此,从Γ t−1 到Γ t 过程的复杂度为 

O(|S|2|A||Z||Γ t−1||Z|),其中,
1| | 1

1 | | 1| | | | ,
TZ

t ZAΓ
− −

− −= T 为从 0 时刻到 t 时刻的时间长度.因此,求解 POMDPs 策略树还是一 
个“历史灾”问题. 

2   基于点的离线算法 

基于点的值迭代算法的主要思想是 : 根据误差判定条件 , 给出固定的有限可达信念状态集合

B={b0,b1,…,bm},在 B 上进行更新操作,避免对整个信念状态空间单纯体Δ进行求解,从而在有限的误差范围内快

速求解.其中,B⊂Δ.对于每一个信念状态点,值函数至多包含一个α-vector.因此,基于点的值函数可以用与之相对

应的{α0,α1,…, αm}集合来表示.其主要步骤如下[11]: 

步骤 1. 与精确求解算法一样,求解中间集合 ,*
t
aΓ 和 ,

t
a zΓ ,∀a∈A,∀z∈Z. 

步骤 2. 由于在有限信念状态点上进行更新操作,因此可以使用简单的加法操作代替交叉和操作. 
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步骤 3. 计算α-vector 集合Γ t,并求解每一个信念状态点上的最优动作: 
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b

b B
Γ α

∈
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整个值函数更新过程的时间复杂度为 O(|S||A||Γ t−1||Z||B|).由于 B 为有限数据集合,并且由裁剪算法可知 
|Γ t|≤|B|,因此,|Γ t−1|不会随着更新时间而呈指数增长,一般情况下,它是一个固定值. 

初始化Γ 0 可以使用上界约束,也可以使用下界约束.为了更容易实现收敛,基于点的值迭代算法一般使用

下界约束来初始化Γ 0.初始化过程是通过向Γ 0 添加一个α-vector,它是最差情况下最佳的立即报酬值,以保证满

足下界约束: 

 max [min ( , )]( ) ,
1

a A s S R s as s Sα
γ

∈ ∈= ∀ ∈
−

 (17) 

终止条件可以是时间,可以是固定的迭代次数,也可以是期望获得的策略质量等,主要根据实际应用而定.
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在终止条件出现之前,可达信念状态点的采集和信念状态点的更新交替进行. 
由于在可达信念状态空间单纯体 Δ 上求解值函数是一个 NP问题,如图 2所示,可达信念状态点随着规划时

间的增加而呈指数形式增长.可达信念状态点的采集是选择一个信念状态子集 B Δ⊂ ,使得 B 既要克服计算难 
而充分小的问题,又要满足为获得好的近似值函数而充分大的条件.因而,如何采集可达信念状态点,使之满足

以上条件,是基于点的 POMDPs 值迭代算法所面临的共同难题. 

0b

1a 2a ma

mas

1z 2z nz

m na zb

2as
1as

2ma zb
1ma zb

1z 2z nz

1 na zb
1 2a zb

1 1a zb
... ...

...

...

 

Fig.2  Reachable belief states tree 
图 2  可达信念状态树 

目前,基于点的值迭代算法的主要区别在于可达信念状态点的采集,信念状态点的更新操作基本相同.本节

主要对现有的算法进行复杂度分析,具体见表 1. 

Table 1  Analysis and comparison among some point-based algorithms 
表 1  几种基于点的算法分析与比较 

算法 信念点采集算法 信念点更新算法 采集算法时间复杂度 
PBVI L1 norm 完全 Backup 操作 O(|N||A|(|S||B|+|Z|)) 

Perseus 随机采集 Perseus Backup O(|N|(|S|2+|A|+|Z|)) 
HSVI2 上下界不确定 最新点 Backup (| | (| | | || | (| | | | | |)))VVO N A Z S S ϒ Γ+ + +  

SARSOP 错误最小化 完全 Backup 操作 O(|S|3|A||Z||B|2|N|) 
FSVI MDP 启发式 最新点 Backup O(|N|(|S|2+|A|+|Z|)) 

PBVI 和 SARSOP 是完全 Backup 操作,时间复杂度为 O(|S||A||Γ t−1||Z||B|),其他更新算法时间复杂度都要小

于完全 Backup 操作,它们之间的主要区别为信念点采集算法.从采集算法时间复杂度分析可知,Perseus 算法和

FSVI 算法最优. 
与其他 POMDPs 近似求解算法相比,基于点的值迭代算法具有较高的效率和较快的收敛.但是无论采用何

种策略,基于点的值迭代算法都不可能在有限时间内遍历整个可达信念状态空间.因而,离线算法只能适用于较

小规模的模拟问题,对于大规模实际问题无法实现算法收敛. 

3   基于点的在线算法 

3.1   算法思想 

POMDPs 离线算法是求解全局最优策略或者全局近似最优策略,分为策略规划和策略执行两个阶段.在线

算法是求解当前最优策略或者当前近似最优策略,它根据时间约束条件,将整个策略规划和策略执行分成若干

个小的规划和执行.由于在线算法只考虑当前信念状态空间下的最优策略,因此可达信念状态空间 Δ 很小.两类

算法的比较如图 3 所示. 
在线算法将整个决策周期分为若干个小的时间片,每个时间片内分别进行策略规划和策略执行.在规划阶

段,根据当前信念状态计算出最优执行动作,可分为两个步骤: 
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第 1 步是建立可达信念状态与或树(AND-OR tree),如图 4 所示.在图 4 中,假设在线遍历深度 D=3,根结点为

当前信念状态,孩子结点为可达信念状态点,可达信念状态点使用公式(2)来计算.信念结点为 OR 结点,其输出弧

权重为 RB(b,a).两层信念点之间的结点为 AND 结点,其输出弧权重为 P(z|b,a); 
第 2 步是使用公式(3)计算当前信念状态的值函数,计算过程是通过边缘结点的向上传播算法加以实现[12]. 

 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.3  Comparison between offline and online algorithm 
图 3  在线与离线方法比较 
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Fig.4  Thought of PBOVI presented by diagram 
图 4  PBOVI 算法思想示意图 

定理 1[13]. 令 V̂ 为近似值函数,用于评估边缘结点的值, * ˆsup | ( ) ( ) |b V b V bε = − ,D-step 的近似值函数 ˆ ( )DV b  

的误差边界为 

 * ˆ| ( ) ( ) |D DV b V b γ ε− ≤  (18) 
定理 1 的证明请参见文献[13].评估可达信念状态的时间复杂度为 O((|A||Z|)D|S|2).由于γ∈[0,1),当 D→∞时,

定理 1 的误差将收敛到 0.因此,在线算法与离线算法的区别在于 D 的取值.在线算法对时间要求很苛刻,遍历所

有的可达信念状态点是不可能的,需要在尽可能长地遍历信念状态点,使误差尽可能小与尽可能快地求解近似

最优解之间做出权衡. 
根据定理 1 可知,当 D 等于全局决策时间长度 T 时,在线算法求解结果与离线算法求解结果相同.因此,可以

将在线算法看成离线算法的特例,除时间长度不一样外,其他都相同.在线算法经过对与或树进行 D 次迭代后,
求出当前信念状态下最大的报酬值,并返回该报酬值对应的最佳动作,从而完成本时间片内的决策,其时间复杂

度为 O(|A||Z|)D.在下一时刻,目前的在线算法都是重新计算报酬值.其缺点是没有重用上一时刻计算的中间结

果,造成重复计算,影响求解的速度. 
本文提出的 PBOVI 算法利用历史计算结果,避免重复计算历史信念状态,达到快速求解的目的. 
在图 4 中,假设在线遍历与或树的深度 D=3. 

当处在时刻 t 时 ,需要计算的信念状态集合为 1 2 3{ , , }t t t t
D D Db b b b= = == ,其中 ,

1 11 0 2{ }, { ,..., },
m n

t t
D D a z a zb b b b b= == =  

1 1 1 13 { ,..., }.
m n m n

t
D a z a z a z a zb b b= =  

当处在 t+1 时刻时, 1 1 1 1
1 2 3{ , , }t t t t

D D Db b b b+ + + +
= = == ,其中, 1 1

1 2 2 3, .t t t t
D D D Db b b b+ +

= = = == =  

因此,在 t+1 时刻可以重复使用时刻 t 已经计算出的信念状态 2
t
Db = 和 3

t
Db = ,则当前时刻可重用((D−1)/D)%上 

策略规划 策略执行

(a) 离线方法

(b) 在线方法
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一时刻信念结点.同时,这种求解思路与离线求解思路在理论上是统一的,经过较长时间的在线决策,其结果将

与离线决策的结果一致.从以上分析可知,PBOVI 算法从短期来看,可获取当前信念状态下的最佳动作;从长期

来看,满足全局最优近似解的求解过程.PBOVI 算法在信念状态更新和扩展操作上采用离线 PBVI 算法[14],在求

解最佳动作上采用分支界限裁剪算法,在求解值函数最大上界上采用启发式查找算法. 

3.2   PBOVI算法 

为了将 Bellman 方程应用到在线算法,本文将值函数和最优策略进行重新定义: 

 
1

max ( ) ( , ),                                                               0

( , )
max ( ) ( , ) ( | , ) ( ( , , ), 1) ,  0

a A s S
d

d

a A s S z Z

b s R b a d

V b d
b s R b a P z b a V b a z d dγ τ

∈ ∈

−

∈ ∈ ∈

⎧ =
⎪⎪= ⎨ ⎡ ⎤⎪ + − >⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

∑

∑ ∑
 (19) 

 * 1( , ) arg max ( ) ( , ) ( | , ) ( ( , , ), 1)d

a A s S z Z
b d b s R b a P z b a V b a z dπ γ τ−

∈ ∈ ∈

⎡ ⎤
= + −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑  (20) 

算法 1. PBOVI 算法. 
输入为当前信念状态 b 和与或树 T 的深度 d.其中,D 为最大扩展深度,abest 为最佳动作,Rmax(b)为最大报酬

值,Rc 为当前报酬值,UT(b)为报酬值上界,LengthAQ 为动作队列的长度,bc 为当前信念状态点; 
输出为 Rmax(b). 
Step 1. 根据当前信念状态,对动作集合进行大根堆排序 HeapSort(b,A),满足 U(b,ai)≥U(b,aj),i≤j; 
Step 2. 对 Rmax(b)赋初值,即 Rmax(b)←−∞; 
Step 3. 深度优先遍历与或树 T,即 DFS(T); 
Step 4. 对信念状态采用基于点的 BACKUP 操作,即 BACKUP(B,Γ t−1); 
Step 5. 如果 bnew∉beliefQueue,将更新后的信念状态点存储在信念状态队列 beliefQueue 中; 
Step 6. 如果 d=0,计算边缘结点的最大报酬值 max ( ) ( , ),

a A s S
b s R b a

∈ ∈
∑ 并将计算结果赋值给 Rc,Rc←RB(b,a); 

Step 7. 计算 UT(b)=Rc+Heuristic(b,a,d),如果 UT(b)>Rmax(b),则 Rc=Rc+γP(z|a,b)PBOVI(τ(b,a,z),d−1); 
Step 8. 如果 Rc>Rmax(b),则 Rmax(b)←Rc; 
Step 9. 如果(d=D)∪||V*(b)−Rmax(b)||<ε成立,终止条件满足,则获得最佳动作 abest←a; 
Step 10. 选择最小误差信念状态点作为 t+1 时刻的起始信念状态,bc=EXPAND(B,Γ t); 
Step 11. 把队列中第 D 层的信念状态点删除,beliefQueue⋅delete(bD); 
Step 12. 输出 Rmax(b). 

3.3   算法分析 

PBOVI 算法 Step 1 根据信念状态对动作发生概率进行从大到小的排序.在与或树 T 中,首先深度遍历概率

值大的动作,其目的是可以加快与或树的裁剪速度.本文采用大根堆排序算法,其最坏时间复杂度为 O(nlogn),辅
助存储空间为 O(1).Step 3 是深度优先遍历与或树 T,在最坏情况下,时间复杂度为 O((|A||Z|)D).由于 PBOVI 重用

已计算的信念状态,当 t=0 时,其时间复杂度为 O((|A||Z|)D);当 t>0 时,每一个时间片时间复杂度为 O(|A||Z|).因此,
对于整个时间 T,其时间复杂度可以近似为 O(|A||Z|).Step 4 执行 BACKUP 操作,如果更新的信念状态在信念状

态队列已经存在,则不用更新,直接重用;如果信念状态队列不存在,则执行更新操作.这样,除了第 1 次需要遍历

D 层外,其他时间只需要遍历 1 层就可以求解当前信念状态的最大报酬值.在整个时间 T 内,其时间复杂度为

O(|S||A||Γ||Z||B|).Step 6 计算边缘结点的最大报酬值.Step 7 计算当前信念状态的最大上界,本文使用最大报酬值

启发式查找算法来求解最大上界.最大上界如果取值较小,将加速求解过程.但是有时为了计算方便,往往简化 

为 max1Heuristic( , , ) .d i
ib a d Rγ
=

= ∑ Step 8 是分支界限裁剪条件,当值函数上界不大于当前最大值时,该动作的子树 

将被裁剪;当终止条件满足时,递归计算当前动作的报酬值.当迭代终止条件满足时,返回最佳动作.Step 10 采用

Pineau 等人[11]提出的 GER 算法,选择最小化误差信念状态点作为 t+1 时刻的起始信念状态.Step 11 把队列中第
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D 层的信念状态点删除.综上分析可知,PBOVI 算法在最坏情况下的空间复杂度为 O((|A|⋅|Z|)D−1),最坏情况下的

时间复杂度为 O((|A|⋅|Z|)2|Γ||B|).由于采用基于点的值迭代算法,|Γ|和|B|不会随着更新时间而呈指数增长,一般情

况下,它是一个固定值. 

3.4   误差及收敛性分析 

PBOVI 算法的误差可以从当前误差和长期误差两个方面来分析,当前误差描述的是在特定时间片内迭代

D 步的误差,长期误差是随着时间的推移 PBOVI 算法的误差. 
定理 2[5]. 对于任何信念状态 b 和与或树深度 d,当效用函数 U(b)=RB(b)时,PBOVI 算法的最大误差为 

 |PBOVI(b,d)−V*(b)|≤γdmax(|Rmax−Vmin|,|Rmin−Vmax|) (21) 
其中,Rmax 和 Rmin 分别为最大和最小报酬值,并满足: 

 max
max max

0 1
i

i

RV Rγ
γ

∞

=

= =
−∑  (22) 

 min
min min

0 1
i

i

RV Rγ
γ

∞

=

= =
−∑  (23) 

证明:如果 U(b)=RB(b),则 PBOVI 求解的最优值函数为 *( ),dV b 即 *PBOVI( , ) ( ).db d V b=  

由三角不等式可知, * * * *| PBOVI( , ) ( ) | | PBOVI( , ) ( ) | | ( ) ( ) | .d db d V b b d V b V b V b− − + −≤  

由已知条件,不等式右边的第 1 个绝对值的结果为 0.  

根据定理 1 可知, * * * * *
0 max min min max| ( ) ( ) | | ( ) ( ) | | ( ) ( ) | max(| |,| |)d d d

d BV b V b V b V b R b V b R V R Vγ γ γ− − = − − −≤ ≤ , 

公式(21)成立. 
当 RB(b)=Rmax并且 V*(b)=Vmin时,或者 RB(b)=Rmin并且 V*(b)=Vmax时,|RB(b)−V*(b)|的差最大,两者之间的最大 

值即为 PBOVI 算法最大误差.当 t→∞时,PBOVI 算法值函数 t
BV 与离线的最优值函数 V*之间的误差为 

 * ,* ,* *|| || || || || ||t t t t
B BV V V V V V∞ ∞ ∞− − + −≤  (24) 

根据文献[5]的结论,||Vt,*−V*||∞收敛于 * *
0|| ||t D V Vγ + − ,其中,D 为迭代层次. □ 

定义 1. 假设 H 代表精确值更新, H� 代表 PBOVI 更新,对于 b∈Δ,那么每步的迭代产生的误差为 
 ( ) | ( ) ( ) |B Bb HV b HV bε ∞= −�  (25) 

定义 2. 每步迭代的最大误差ε为 

 | ( ) ( ) | max ( )
b

HV b HV b b
Δ

ε ε∞ ∈
= − =�  (26) 

定义 3. 假设δB 为 B 的密度,它是Δ中所有的信念点到 B 的最大距离,则 
 1max min || ||B b Bb

b b
Δ

δ
′ ∈∈

′= −  (27) 

根据以上 3 个定义,可以得出引理 1,证明请参见文献[11].其中,Rmax=maxs,aR(s,a),Rmin=mins,aR(s,a). 
引理 1[11]. PBOVI 在 B 上的每步迭代更新产生的误差为 

 max min( )
1

BR R δε
γ

−
−

≤  (28) 

定义 4. t 时刻的 PBOVI 算法值函数 t
BV 与该时刻最优值函数 Vt,*之间的误差为 

 ,*|| ||t t
t BV Vε ∞= −  (29) 

定理 3. 对于任意信念状态集合 B 和任意时间 t,PBOVI 算法误差 ,*|| ||t t
t BV Vε ∞= − 收敛于 

 max min( )
(1 )(1 )

B
t D

R R δε
γ γ
−

− −
≤  (30) 

证明: ,*|| ||t t
t BV Vε ∞= − ,根据 H� 的定义, ,* 1 1,*|| || || ||t t t t

B BV V HV HV− −
∞ ∞− = −� . 

引入 1t
BHV − ,由三角不等式可知, 1 1,* 1 1 1 1,*|| || || || || || .t t t t t t

B B B BHV HV HV HV HV HV− − − − − −
∞ ∞ ∞− − + −� �≤  
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由引理 1 可知, 1 1 max min( )|| || .
1

t t B
B B

R RHV HV δ
γ

− −
∞

−
−

−
� ≤  

根据 BACPUP 操作可知, 1 1,* 1 1,*|| || || || .t t D t t
B BHV HV V Vγ− − − −

∞ ∞− −≤  

再根据定义 4, 1 1,*
1|| || .D t t D

B tV Vγ γ ε− −
∞ −− =  

根据数列和原理, max min max min
1

( ) ( ) ,
1 (1 )(1 )

DB B
t D

R R R Rδ δγ ε
γ γ γ−

− −
+

− − −
≤ 即公式(30)成立.定理 3 证毕. □ 

由定理 2 和定理 3 可知,在当前时间下的误差为局部误差,随着时间的推移,误差将逼近全局误差,值函数将

逼近全局最优. 

4   实验与仿真 

本文将从 3 个角度评价 PBOVI 算法的有效性:第一是针对 RockSample 问题[14,15]评价不同的遍历深度 D
对 PBOVI 误差的影响,获取 D 的最优取值;第二是针对 RockSample 问题,评价不同在线 POMDPs 算法的计算时

间及效果;第三是针对 RoboCup 机器人救援仿真比赛,进行算法有效性比较.本文的仿真平台为 Matlab R2010a,
运行环境为 32 位 Windows7,Intel(R) Core(TM) i3 CPU:3.07GHZ,RAM:4GB. 

4.1   RockSample问题 

RockSample 问题由 Smith 和 Simmons 在 2004 年提出,它模拟的是机器人在火星上采集岩石,通过获取采

集岩石动作的报酬值来判断采集的是否为好的岩石.在图 5 中,黑色点为岩石,A 为机器人.RockSample 问题的一

般形式为 RockSample[n,k],表示有 n×n 个格子,k 个岩石. 
• 状态集合 S.每一个状态由 k+1 个变量来描述:其中,XP 为机器人所处的位置,取值范围为{(1,1), 

 (1,2),…,(n,n)};k 个变量 1{ }i k
R iX = ,每个 i

RX 表示一个岩石,取值为{Good,Bad},终止状态为 EXIT.因此,对 

于 RockSample[n,k]问题,它有 n2×2k+1 个状态. 
• 动作集合 A.机器人有 k+5 个动作,取值范围为{North,South,East,West,Sample,Check1,…,Checkk}.前 4 

个动作是确定的,描述的是机器人的朝向.Sample 动作描述的是在当前位置下采集岩石,当 c
RX =  

Good 时,返回的报酬值 R=10,并将 c
RX 赋值为 Bad;当 c

RX Bad= 时,R=−10;当处在终止状态 EXIT 时, 

R=10;其他动作不会有报酬值. 

• 观察集合 Z.Checki 动作是传感器对 i
RX 进行{Good,Bad}评判,返回带有噪音的观察值.传感器越接近 

 岩石,观察信息越准确.观察变量由效能因子η(XP,i)所决定. 

 0( , ) /( , ) 2 Pd X i d
PX iη −=  (31) 

其中,d(XP,i)为 XP与
i
RX 之间的欧几里德距离,d0为可调频常量,称为半效能距离,当 d=d0时,η=1/2.当η=1 时,传感 

器始终返回正确值;当η=0 时,传感器返回 Good 和 Bad 值的几率都为 50%.将所有信念状态初始化状态设为相

同的,对所有岩石 Good 或者 Bad 的概率都设为 0.5,折扣因子γ =0.95. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.5  RockSample[7,8] 
图 5  RockSample[7,8] 
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4.2   与或树遍历深度 

与或树遍历深度 D 的取值对基于 POMDPs 模型的在线算法至关重要,D 取值过大,将影响算法的实时性;D
取值过小,则算法的误差将很大.图 6 是 PBOVI,RTBSS,MC-RTBSS 和 AEMS2 这 4 种算法在不同遍历深度下所

得报酬值的分析比较结果,实验对象为 RockSample[7,8],其状态|S|=12545,动作|A|=13,观察|Z|=2.由图 6 可知,4 种

不同算法在遍历深度 D=4 时,基本上收敛;当 D>4 时,无法满足实时系统的时间约束条件;当 D<4 时,算法的误差

很大;在报酬值上,由于 PBOVI 算法和 AEMS2 算法都采用最大报酬值启发式查找方法,因此相差不大,但是

PBOVI 算法采用信念状态结点重用方法,遍历深度更深,因而具有更好的性能. 
另一方面,还需对算法基本收敛时的计算时间进行分析,图 7 是裁剪与或树和未裁剪与或树的分析比较.由

图 7 可知,在采用裁剪与或树算法的情况下,当 D=4 时,在 1s 之内可以计算出近似最优报酬值;在未采用裁剪与

或树算法的情况下,当 D=4 时,耗时大约在 300s,无法在线求解近似最优策略. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.6  Comparison of convergence speed      Fig.7  Analysis of time consuming in different depths 
图 6  收敛速度比较                      图 7  不同遍历深度的耗时分析 

从以上实验数据分析可知,本文算法能够对 RockSample[7,8]这类中等规模问题进行实时求解,并能保证算

法收敛. 

4.3   实时性能分析 

评价在线算法主要有两个指标:一个是要满足系统实时性的要求,尽可能快地求解近似最策略;另一个是满

足误差最小化目标,尽可能地降低平均折扣报酬值与原始报酬值之间的误差.针对第 2 个评价指标,本文采用文

献[4]的误差分析方法论,定义误差降低比率 EBR(b)和下界误差值 LBI(b).其中,在与或树 T 上定义 V*(b)的上下

界分别为 UT(b)和 LT(b),定义边缘结点集合 F(T)的上下界分别为 U(b)和 L(b). 

 ( ) ( )EBR( ) 1
( ) ( )

T TU b L bb
U b L b

−
= −

−
 (32) 

 LBI(b)=LT(b)−L(b) (33) 
本文的实验对象是 RockSample[7,8],时间约束为每秒执行一个动作,下界值计算统一采用 PBVI 方法,上界

值计算统一采用 QMDP 方法,这样可以更加公平地评价算法本身的优劣.表 2 的结果是经过 20 次重复实验,取
它们的平均值和标准差. 

Table 2  Comparison of several parameters among different online algorithm 
表 2  不同在线算法几种参数的比较 

算法 报酬值 EBR (%) LBI 信念状态结点数 结点重用率(%) 计算时间(ms) 
AEMS2 21.37±0.22 57.7±0.2 3.08±0.02 2910±46 38.2±0.2 645±3 
RTBSS 19.45±0.30 22.4±0.3 1.37±0.04 426±1 0.0±0.0 422±5 

MC- RTBSS 21.36±0.22 49.5±0.2 2.73±0.02 2781±38 12.2±0.2 697±2 
PBOVI 21.34±0.20 58.9±0.2 3.09±0.02 287±11 72.5±0.2 270±2 
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由表 2 可知,在报酬值指标上,PBOVI,AEMS2 和 MC-RTBSS 基本相同;在 EBR 和 LBI 指标上,PBOVI 和

AEMS2 基本相同.信念状态结点数主要用于衡量算法的空间复杂度,根据实验结果可知,PBOVI 算法最小 , 
RTBSS 算法次之,其他算法都比较大.主要原因在于,PBOVI 和 RTBSS 在进行与或树裁剪之前,根据动作发生的

概率大小进行了排序.PBOVI 更进一步,先采用基于点的信念状态点更新和扩展算法,然后在此基础上进行裁

剪,因而具有更少的结点数.在结点重用率指标上,PBOVI 最优,因为在遍历深度 D=4 的情况下,除了根结点外,其
他与或树的结点都被保存,并在下一时刻计算时重用.RTBSS 算法每次计算都是重新计算,没有重用已经计算过

的信念状态.在计算时间指标上,PBOVI 和 RTBSS 两种算法耗时较少,因为它们计算的信念状态点较少.从标准

差的角度来看,PBOVI 算法在主要指标上都小于其他算法,表明 PBOVI 算法具有更高的鲁棒性. 

4.4   RoboCup机器人救援仿真实验 

为了验证本文算法在实际应用中的可行性,将本文提出的方法应用在中南大学 RoboCup 机器人救援仿真

队中,在不同的地图场景下进行大量比赛,取得了较好成绩.表 3 为采用和未采用本文提出算法的各种地图比赛

数据.其中,未采用本文算法是指 2010 年中南大学 RoboCup 机器人救援仿真队(CSU_Yunlu)的框架,该框架采用

子域适应度评估的合作协进化协作方法[16],在 2010 年中国机器人大赛暨 RoboCup 公开赛中取得 RoboCup 机

器人救援仿真组冠军.在该框架的基础上,采用本文算法,CSU_Yunlu 队在 2011 年中国机器人大赛暨 RoboCup
公开赛中取得 RoboCup 机器人救援仿真组冠军. 

Table 3  Simulation results of not using/using PBOVI respectively 
表 3  未采用/采用本文算法的仿真结果 

地图 得分 获救市民比例 灭火比例 死亡人数 房屋的剩余(%) 
Foligno 71.53/96.75 0.100/0.471 1.000/1.000 36/3 0.997/0.999 

FolignoFinal 68.21/73.49 0.333/0.400 0.876/0.936 13/8 0.517/0.550 
Kobe 35.36/66.85 0.778/0.244 0.830/0.968 66/30 0.379/0.544 

KobeFinal 76.44/77.24 0.313/0.373 1.000/1.000 20/21 0.993/0.990 
randomLarge 67.47/84 0.089/0.467 0.850/0.870 48/18 0.755/0.667 
randomSmall 66.98/97.1 0.175/0.425 0.824/0.956 35/11 0.582/0.783 

VCFinal 53.64/75.67 0.213/0.365 0.863/0.900 49/28 0.630/0.730 

由表 3 可以看出,采用本文提出的 PBOVI 算法后,在最后得分、获救市民的比例、灭火的比例、死亡人数

和房屋剩余的百分比这些方面都有较大的提高. 

5   结束语 

部分可观察马尔可夫是求解动态不确定随机环境下的序贯决策的理想模型,然而由于其信念状态具有“维
数灾”和“历史灾”问题,使其只能针对小规模离线问题进行求解.本文提出一种 PBOVI 算法,实验结果表明,本文

算法不仅满足实时系统的要求,而且与离线算法在理论上具有一致性.采用基于点的值迭代方法对可达信念状

态点进行更新和扩展,可保证 PBOVI 误差最小化. 
在实际的 POMDPs 模型中,信念状态往往具有很大的稀疏性.如果在进行在线规划和执行前消除其稀疏性,

将会极大地提高 PBOVI 的收敛速度.例如,在本文的实验对象 RockSample[7,8]中,由于观察变量仅依赖于已知

机器人的位置,与其他岩石状态独立,即其他岩石不影响当前观察变量的取值.根据这一特点,可以将信念状态

使用可分解描述来简化求解过程,并使用动态贝叶斯网络来消除其稀疏性,从而降低求解最优策略的计算量. 

致谢  感谢 Poupart,Pineau 和 Ross 等人基于 Matlab 语言开发的 POMDPs 软件包,在本文的实验中,复用了其中

的很多代码. 
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