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Abstract:  In this paper, the termination of the following programs is analized. While x∈Ω do {x:=f(x)} end. When 
x is the only program variable, Ω is an interval and f is a continuous function. These are called the Nonlinear 
Programs over Intervals. This paper shows that the necessary condition for non-termination of the above program is 
that there is a fixed point of f, either within the interval Ω, or on the boundary of Ω. Furthermore, if there is a fixed 
point within Ω, the above condition is not only necessary, but also sufficient. In the case that all fixed points are on 
the boundary of Ω, it is also possible to construct the corresponding necessary and sufficient condition of 
non-termination by introducing more constraints for the continuous function f. A piecewise polynomial function 
meets these constraints, and a decision algorithm for continuous piecewise polynomial function is presented in the 
paper. 
Key words:  program verification; termination analysis; nonlinear program; fixed point; periodic orbit 

摘  要: 分析了如下类型程序的终止性:While x∈Ω do {x:=f(x)} end.其中,x是程序变量,Ω是一个区间,f是一个连
续函数.这类程序被称为区间上非线性程序.证明了上面程序不终止的必要条件是函数在区间内部或边界上有不动
点.如果不动点不在区间的边界,则上述结果是充要条件.仅仅在区间边界上有不动点的情况下,对函数略加限制,也
建立了相应结果.特别地,对逐段多项式连续函数程序的终止性给出了完备判定算法. 
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随着计算机广泛、深入地应用,软件技术也越来越多地影响到社会的方方面面.有严重缺陷的软件会给社
会造成巨大损失,这样的重大事件时有发生.例如 1996年 6月 4日,阿丽亚娜 5型火箭第一次鉴定发射即因火箭
导航电脑软件系统发生故障而失败.2003 年 5 月,俄罗斯“联盟号”飞船因导航软件设计有误,导致返回时偏离预
定着陆地点 460 公里.这些事件,再次提醒人们开发高可信软件的必要性与紧迫性.而高可信软件的设计与开发
中重要的一步就是程序验证,程序验证中最困难的问题是不变量生成和终止性分析. 

程序终止性分析在计算机领域有着更为基本的重要性.但在一般情况下,程序的终止性问题是不可判定的.
因此,许多试探性方法应运而生,比如Ranking函数方法[1−4]等等,有一定的适用性.可是,Ranking函数方法也有明
显的局限性,比如有的程序根本没有 Ranking函数,也有的程序存在 Ranking函数,但找到 Ranking函数是非常困
难的. 

另一种研究程序终止性的指导思想是将问题分类,然后针对性质较好的类给出判定方法.其中比较基本的
类是所谓的单重连续 while循环程序类.一个单重连续 while循环程序 P1被描述为如下形式: 

P1:  While X∈Ω do {X:=F(X)} end 
这里,X=(x1,…,xn)是实变量,Ω∈ n是一个点集,F是 n→ n的连续映射.程序 P1被称为是终止的,是指在任意初值
X0∈

n下都是终止的. 
Tiwari 在文献[5]中证明了当Ω是线性不等式组解的集合且 F 是线性多项式映射时,程序 P1的终止性是可

判定的.Yang等人详细地给出了这类线性多项式程序终止性的精确符号判定方法.对于非线性程序,虽也有一些
试探性的成果[6−8],但类似于线性程序的确定性研究成果极少,原因是非线性程序更为复杂,研究起来更为困难.
因此,对非线性程序的任何研究进展都是极有意义的.在本文中,我们将要研究一类非线性程序的终止性判定.
在严格描述这类程序之前,我们先对本文的符号与术语作一点说明. 

1. 表示实数集合. 
2. ∞= ∪{−∞,+∞}是扩展的实数集. 
3. f n (x)=f(f(…f(x)…)),即函数 f的 n次迭代. 
4. A={x0,f(x0),f 2 (x0),…,f n (x0),…}是 f以 x0为起点的轨道. 
5. 如果 x0满足 f n (x0)=x0但对一切 1<k<n,f k (x0)≠x0,则称 x0是 f 的一个 n-周期点,这时称 f k (x0),k=1,…,n是 f

的 n-周期轨.特别地,当 n=1时,称 x0是函数 f的不动点. 
6. 多项式 f (x)的首项系数和次数分别记为 L(≠0),d(>0).定义 f在±∞处的值为: 
f(−∞)=−∞,当 L>0,d是奇数;或 L<0,d是偶数; 
f(−∞)=+∞,当 L>0,d是偶数;或 L<0,d是奇数; 
f(+∞)=−∞,当 L<0; 
f(+∞)=+∞,当 L>0. 
7. 函数 f被称是逐段多项式连续函数,如果 f以如下方式定义: 

1 1

2 1 2

1

( ),  [ , )
( ),  [ , )

   ...            ...
( ),  [ , ]n n

f x x a
f x x a a

f

f x x a −

∈ −∞⎧
⎪ ∈⎪= ⎨
⎪
⎪ ∈ +∞⎩

, 

其中,n是自然数,f1(x),…,fn(x)都是变元 x的多项式,a1<a2<…<an−1且满足: 
f1(a1)=f2(a1),…,fn−1(an−1)=fn(an−1). 

区间上的非线性程序被精确地描述为 
P2: While x∈Ω do {x:=f(x)} end, 

其中,Ω⊂ 是一个区间(可以是开的、闭的、半开半闭的),f是  ∞→  ∞的连续映射. 
while循环程序 P2的终止性可以等价地用函数迭代来表述: 
程序 P2终止,等价于对∀x0∈Ω,存在自然数 i,使得 f i (x0)∉Ω(∉表示不属于); 
程序 P2不终止,等价于∃x0∈Ω,对任意自然数 i,f i (x0)∈Ω. 
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在本文中,我们对这两种表述不加任何区别. 
周期 3定理[9](周期 3蕴含混沌)或 Sharkovsky定理[10,11]表明区间上连续函数的迭代可以足够复杂,由此可

以预见程序 P2的终止性判定也会有一定困难. 
当连续函数 f不是区间 I上的自映射时,f在区间 I上可能没有不动点,甚至 f n 在区间 I上是否有意义(迭代

能够进行)都成问题.然而,假设在区间 I 上有一个点 x0使得 f n (x0)总有意义(在初始值 x0处迭代总能够进行),那
么情况就大为不同了. 

在本文中我们来证明如下定理: 
定理 1. f 是  ∞→  ∞的连续函数,(a,b)⊆ 是一个开区间,如果存在 x0∈(a,b),使得对任意自然数 i,都有

f i (x0)∈(a,b),即轨道 A中每一个数都在区间(a,b)中,则函数 f在闭区间[a,b]⊆  ∞上有不动点. 
定理 1 是判定程序 P2终止性的基础,利用定理 1,结合函数 f 在不动点的单侧稳定性,我们可以轻易地判定

许多程序的终止性.特别对 f 是逐段多项式连续函数,我们建立了判定程序 P2终止性的完备算法 TNPI(见第 2
节、第 3节). 

文献[12]通过分析多项式 f的发散区域,讨论了区间(−∞,rmin),(rmax,+∞)上多项式程序 P2的终止性判定.这里, 
rmin,rmax分别是 f 的最小、最大不动点.其方法所能处理的范围是本文结果的特殊情况.本文方法不仅可以处理
任何区间,函数 f也不限于多项式. 

1   定理 1的证明与推论 

下面用程序 P2的终止性重述定理 1. 
定理 1. 在程序 P2中,Ω=(a,b)⊆ 是一个开区间,如果程序 P2是不终止的,则函数 f 在闭区间[a,b]⊆  ∞上有

不动点. 
证明:由已知条件,存在数 x0∈(a,b)满足 f i (x0)∈(a,b),i=1,2,…,记 x0的轨道为 A,即 

A={x0,f(x0),f 2 (x0),…}. 
考虑数集 A的上、下确界,分别记 b1=sup(A),a1=inf(A).下面证明必有 

a≤a1≤f(a1),b≥b1≥f(b1). 
如果 a1∈A,则 f(a1)∈A,显然有 a<a1≤f(a1). 
如果 a1∉A,则由确界的基本性质,A存在一个子列{xkn}={f k n(x0)}收敛到 a1,即 limn→+∞xkn=a1.由极限的保号性

可知 a≤a1.又由 f 的连续性,有 limn→+∞f(xkn)=f(a1).而 f(xkn)>a1,由极限的保号性,有 limn→+∞f(xkn)≥a1,因此 a1≤

f(a1).同理可证 b≥b1≥f(b1). 
如果 a1≤f(a1),b1≥f(b1)中至少有一个等号成立,则结论已经成立;否则有 a1<f(a1),b1>f(b1). 
考虑到函数ϕ(x)=f(x)−x,x∈[a1,b1].ϕ(x)显然在[a1,b1]上连续且ϕ(a1)>0,ϕ(b1)<0.由连续函数的介值定理知,存

在 x*满足ϕ(x*)=0,即 f(x*)=x*,x*∈[a1,b1]⊆[a,b]. □ 
讨论:关于 a=−∞或者 b=+∞的情况,上述证明依然有效.由于±∞不能是程序的初值点,所以区间Ω的端点含有

±∞时,相应的端点必须是开的.下面的推论 2在±∞的情况依然成立,不再单独说明. 
推论 1. 在程序 P2中,Ω=[a,b]⊂ 是一个闭区间,则程序 P2不终止的充要条件是函数 f在闭区间[a,b]上有不 

动点. 
推论 2. 在程序 P2中,Ω⊆ 可以是一个开、闭、半开半闭区间,Ω的两个端点 a,b满足 f(a)≠a,f(b)≠b(即区间 

端点不是 f的不动点).则程序 P2不终止的充要条件是函数 f在开区间(a,b)内部有不动点. 

2   仅在边界有不动点的情况与定理 2 

定理 1 的推论 1、推论 2 表明,如果区间的边界上没有 f 的不动点,则程序 P2的终止性很好判定.麻烦仅仅
出现在区间边界上有 f的不动点的情况.对这些情况,我们对函数 f略加限制,建立了如下结果(引理 1~引理 3). 

为了统一处理含±∞边界的情况,我们需要做一点准备工作.a的右ε邻域 O+(a,ε)(ε>0)定义为点集: 
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b的左ε邻域 O−(b,ε)(ε>0)定义为点集: 
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引理 1. 在程序 P2中,Ω=(a,b)⊆ (或(a,b]⊂ ),函数 f满足: 
1. f(a)=a,f(b)≠b且 f在区间(a,b)内部没有不动点(即不动点只出现在 a端); 
2.方程 f(x)=a在Ω上只有有限个解. 

则程序 P2不终止的充要条件是:(a+b)/2>f((a+b)/2)且存在正数ε满足∀x∈O+(a,ε),f(x)>a. 
注:当 a,b至少有一个是无穷时,在Ω中任取一点 x′代替(a+b)/2,以便顺利判断 x′>(<)f(x′).下面同样处理. 
证明:充分性.如果存在 a的右邻域 O+(a,ε)满足∀x∈O+(a,ε),f(x)>a,则任取点 x0∈O+(a,ε),考查集合 A 

A={x0,f(x0),f2(x0),…}. 
因 f 在Ω上无不动点,故 x>f(x)或 x<f(x)恰有一个在Ω上恒成立;但(a+b)/2>f((a+b)/2),故在Ω上有 x>f(x).因为

a+ε>x0>f(x0)>a,所以 f(x0)∈O+(a,ε). 
同理,f i (x0)∈O+(a,ε)对 i=1,2,…都成立.因此,程序 P2不终止. 
必要性.程序 P2不终止,则存在数 x0∈(a,b)满足 f i (x0)∈(a,b),i=1,2,…,记 

A={x0,f(x0),f 2 (x0),…}. 
又 f在区间Ω内部没有不动点,因此 x>f(x)或 x<f(x)恰有一个在Ω上恒成立. 

如果 x>f(x),则有(a+b)/2>f((a+b)/2)且数列 A单调减少,有下界 a,故 A收敛.容易证明,如果数列 A收敛,则必
收敛到 f的不动点,这是因为 

limn→+∞f n (x0)=f(limn→+∞f n −1(x0)). 
因此,数列 A 收敛到 a.又 f(x)=a 在区间(a,b)只有有限个解,因此存在 a 的右邻域 O+(a,ε)满足∀x∈O+(a,ε), 

f(x)>a 或 f(x)<a 成立.而数列 A 单调减少收敛到 a,即右邻域 O+(a,ε)内有点满足 f(x)>a,故在整个右邻域 O+(a,ε)
有 f(x)>a. 

如果 x<f(x),则数列 A单调增加,有上界 b.同前面的分析,A仍要收敛到 a.但这是不可能的,因为 limn→+∞f n (x0)
≥x0>a,矛盾.即 x<f(x)的情况不可能成立. □ 

完全类似地可以证明: 
引理 2. 在程序 P2中,Ω=(a,b)⊆ (或[a,b)⊂ ),函数 f满足: 
1. f(a)≠a,f(b)=b且 f在区间(a,b)内部没有不动点(即不动点只出现在 b端); 
2.方程 f(x)=b在Ω上只有有限个解, 

则程序 P2不终止的充要条件是:(a+b)/2<f((a+b)/2)且存在正数ε满足∀x∈O-(b,ε),f(x)<b. 
引理 3. 在程序 P2中,Ω=(a,b)⊆ 是一个开区间,函数 f满足: 
1. f(a)=a,f(b)=b且 f在区间Ω内部没有不动点(即不动点只出现在 a,b端); 
2.方程 f(x)=a与方程 f(x)=b在Ω上都只有有限个解, 

则程序 P2不终止的充要条件是:(a+b)/2>f((a+b)/2)且存在正数ε满足∀x∈O+(a,ε),f(x)>a;或(a+b)/2<f((a+b)/2)且存
在正数ε满足∀x∈O-(b,ε),f(x)<b. 

讨论:满足引理 1~引理 3中条件 2的连续函数是相当大的一个类,包含了大多数常见的函数类型,比如逐段
多项式连续函数等等. 

定理 2. 区间上逐段多项式连续函数程序的终止性是可判定的. 
证明:首先,我们需要证明如果 f是逐段多项式连续函数,则对∀a∈ ∞,方程 f(x)=a只有有限个解.当 a=±∞时, 

由前文关于符号与术语说明中的 6,方程 f(x)=a的解只可能是 x=−∞或 x=+∞,故结论成立.如果 a≠±∞,则由代数基
本定理,结论显然成立.因此,对逐段多项式连续函数程序,定理 1的两个推论与引理 1~引理 3都可应用. 

其次,函数 f的不动点出现在区间的位置,只有如下 3种可能情况: 
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1. 区间Ω内部与端点都没有 f的不动点; 
2. 区间Ω内部有 f的不动点; 
3. 区间Ω内部没有 f的不动点,但区间端点有不动点. 
情况 1,由定理 1 可知程序 P2终止.情况 2,由定理 1 的推论 2 可知,程序 P2不终止.对于情况 3,需要对区间

的类型与不动点出现的位置分别加以讨论. 
区间Ω分 4种类型(a,b),[a,b),(a,b],[a,b]. 
此时,不动点出现的位置又有 3种情况,即不动点只出现在区间的 a端(简记为[f(a)=a])、不动点只出现在区

间的 b 端(简记为[f(b)=b])、不动点只出现在区间的 a,b 两端(简记为[f(a)=a∧f(b)=b]).这样,需要对 4×3=12 情况
加以讨论.经简化之后,只有 8种情况,每种情况都标明了所适用的判定准则或终止性结论. 

1. Ω=[a,b],[f(a)=a]或[f(b)=b]或[f(a)=a∧f(b)=b]. (显然不终止) 
2. Ω=[a,b),[f(a)=a]或[f(a)=a∧f(b)=b].   (显然不终止) 
3. Ω=[a,b),[f(b)=b].      (引理 2) 
4. Ω=(a,b],[f(b)=b]或[f(a)=a∧f(b)=b].   (显然不终止) 
5. Ω=(a,b],[f(a)=a].      (引理 1) 
6. Ω=(a,b),[f(a)=a].      (引理 1) 
7. Ω=(a,b),[f(b)=b].      (引理 2) 
8. Ω=(a,b),[f(a)=a∧f(b)=b].     (引理 3) 
上面的讨论是完全的,没有遗漏,所以定理 2成立. □ 

3   判定算法与应用实例 

为了能够自动判定程序 P2 的终止性,我们给出如下算法 TNPI(termination of nonlinear programs over 
intervals). 

记区间类型的集合 Int={(a,b),[a,b),(a,b],[a,b]}(当端点含有±∞时相应端点必须被看作是开的,因±∞不能作

为程序的初始值). 
算法(TNPI). 
Input: 区间Ω∈Int,逐段多项式连续函数 f; 
Output: T(=termination)或 NT(=non-termination). 
N1: 计算 f 在区间Ω内部是否有不动点(即判断集合{x|x∈(a,b),f(x)−x=0}是否空集,可使用实根隔离[13]、

Sturm[13]等方法求解).是,则输出 NT并停机;否,则继续下一步. 
N2: 计算 f在区间Ω边界是否有不动点.否,则输出 T并停机;是,则继续下一步. 
N3: 对区间Ω的不同类型以及不动点出现的位置,选择定理 1的推论 1、推论 2与引理 1~引理 3作判断. 

N31: 如果Ω=[a,b],输出 NT并停机; 
N32: 如果Ω=[a,b),继续下一步 

N321: 如果 f(a)=a,则输出 NT并停机;否则,Ω←(a,b)转到 N35. 
N33: 如果Ω=(a,b],继续下一步 

N331: 如果 f(b)=b,则输出 NT并停机;否则,Ω←(a,b)转到 N34. 
N34: 如果Ω=(a,b)且 f(a)=a,f(b)≠b,继续下一步 

N341: 如果(a+b)/2<f((a+b)/2),则输出 T并停机;否则,继续下一步 
N342: 如果存在正实数ε,满足∀x∈O+(a,ε),f(x)>a,则输出 NT并停机;否则,输出 T并停机. 

N35: 如果Ω=(a,b)且 f(a)≠a,f(b)=b,继续下一步 
N351: 如果(a+b)/2>f((a+b)/2),则输出 T并停机;否则,继续下一步 
N352: 如果存在正实数ε,满足∀x∈O−(b,ε),f(x)<b,则输出 NT并停机;否则,输出 T并停机. 
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N36: 如果Ω=(a,b)且 f(a)=a,f(b)=b,继续下一步 
N361: 如果(a+b)/2>f((a+b)/2),继续下一步;否则,转到 N363. 
N362: 如果存在正实数ε,满足∀x∈O+(a,ε),f(x)>a,则输出 NT并停机;否则,输出 T并停机. 
N363: 如果存在正实数ε,满足∀x∈O−(b,ε),f(x)<b,则输出 NT并停机;否则,输出 T并停机. 

算法结束. 
算法 TNPI的终止性显然,正确性以及完备性(对逐段多项式连续函数 f)由定理 1的推论 1、推论 2和定理

2保证. 
下面举几个应用实例. 
例 1:判定如下程序的终止性: 

P3: while x2−x−5<0 do {x:=x2−5} end. 
解:不等式 x2−x−5<0的解集是开区间(a,b)=((1− 21 )/2,(1+ 21 )/2).又显然,两个端点都是 f(x)=x2−5的不动 

点,故适合应用引理 3. 

计算(a+b)/2=((1− 21 )/2+(1+ 21 )/2)/2=1/2>−19/4=f((a+b)/2). 
解方程 f(x)=a,得二根为 x1=a,x2=(−1+ 21 )/2≈1.791287848.容易检测 x在区间(a,x2)中恒有 f(x)<a.即不存在 

a的右邻域 O+(a,ε),使得∀x∈O+(a,ε),f(x)>a.由引理 3的结论,程序 P3终止. 

讨论:f(x)=x2−x−5 在 ∞上的不动点只有 3 个(1− 21 )/2,(1+ 21 )/2,+∞.因此,条件区间Ω=(−∞,(1− 21 )/2)
时,适合使用引理 2,程序终止.当条件区间Ω=((1+ 21 )/2,+∞)时,适合使用引理 3,程序不终止. 

例 2[13]:讨论如下程序的终止性,Z是符号常数. 
0≤Z≤30, 

P4:  while x<10 do {x:=x3−2x2−x+2+Z} end. 
解:令 f=x3−2x2−x+2+Z.显见,无论 Z(∈ )取什么数,f 在区间(−∞,10)的端点−∞处有不动点.对给定的常数 Z, 

f(x)=x在 上只有有限个解,记最小的解为 xmin.如果 xmin>10,则区间(−∞,10)上没有 f(x)=x的解,由引理 1知程序 
P4不终止.如果 xmin≤10,则考虑区间(−∞,xmin),由引理 3知程序 P4仍不终止. 

讨论:这里的解法没有用到条件 0≤Z≤30,因此它是多余的.易见,本文的方法适用范围比文献[12]的方法要 
广得多.使用计算代数工具 DISCOVERER[14,15],我们甚至可以考虑带参数的更为复杂的例子.比如,Z∈ 是实常 
数,考虑程序: 

P5: while x2<1 do {x:=x3−2Zx2−x+2} end. 
这种例子已经远远超出了文献[12]方法的能力范围.我们的解法如下: 
记 g=x3−2Zx2−x+2,按算法 TNPI,需要分 4种情况讨论: 
1. ∃x∈(−1,1),[g(x)=x]; 
2. [g(−1)=−1,g(1)≠1]∧∀x∈(−1,1),[g(x)≠x]; 
3. [g(−1)≠−1,g(1)=1]∧∀x∈(−1,1),[g(x)≠x]; 
4. [g(−1)=−1,g(1)=1]∧∀x∈(−1,1),[g(x)≠x]. 

其中,情况 2、情况 4无解.情况 1的解是 Z>1/2(使用 DISCOVERER),由推论 1可知,此时程序 P5不终止.情况 3
的解是 Z=1/2,由引理 2知,此时程序 P5终止.所以,程序 P5不终止当且仅当 Z>1/2. 

4   进一步的工作 

在程序 P2中,Ω为不相交区间并的情况已经相当复杂,我们举个例子加以说明. 
函数 
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2 2
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x x
f x
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P6: while x∈[0,11/20]∪[19/20,1] do {x:=f(x)} end. 
程序P6中,Ω=[0,11/20]∪[19/20,1]由两个不相交区间组成,易知P6是不终止的,因为 f在Ω上有 3-周期点 f(0)= 

1/2,f(1/2)=1,f(1)=0.但 f在Ω上没有不动点,也没有 2-周期点. 
我们仍然有猜测: 
猜想 1:在程序 P2中,Ω是 n 个不相交闭区间的并,如果 P2不终止,则函数 f 在Ω上至少有一条长度不超过

2n−1+1的周期轨. 
另外,对多变元的情况,我们也有猜测: 
猜想 2:在程序 P1中,Ω是有界凸集,如果 P1不终止,则函数 F在Ω内部或Ω边界上有不动点. 
当 F是线性函数时,可以证明猜想 2结论是正确的. 
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2011年Web信息系统与Web挖掘国际会议(WISM11)和 2011年人工智能与计算智能国际会议(AICI11)将于 2011年 9月 24日

~25日在太原市联合举行，会议由太原理工大学承办。WISM11-AICI11旨在为 Web信息系统、Web挖掘、人工智能、计算智能以

及各种应用领域的专家和研究者提供一个高水平的国际学术论坛。 
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AICI11 

A. 人工智能 

信息论  专家系统与决策支持系统  模糊逻辑与软计算  脑模型与认知科学  自动问题求解  启发式搜索方法  知识表示 

知识获取  自然语言处理  自动编程  机器学习  神经网络  机器人  模式识别  机器视觉  智能控制  智能信息检索 

智能调度   分布式 AI 与 Agents  数据挖掘与知识发现  智能系统与语言  智能信息融合  智能图像处理  智能信号处理 

人工智能应用 

B. 计算智能 

神经计算  模糊计算  粗糙集  遗传算法  进化策略  进化编程  人工生命  粒群优化  蚁群算法  自然计算  免疫计算 
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