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Abstract:  The Multicut problem is for a given graph and a given collection of terminal pairs to find a vertex set of 
minimum size such that the two terminals in any pair are not connected after deletion of this vertex set. This 
problem is NP-hard. Based on the deep analysis of its structural characteristics, employing the strategy of set 
partition and the improved results of another related problem, this paper proposes a parameterized algorithm of 

running time O*
2

2 4
l kl⎛ ⎞⎡ ⎤⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠

 for the problem, in which l denotes the number of terminal pairs and k 

denotes the number of removed vertices. This algorithm significantly improves the previous one of running time 

O*(
3

2 4kl k kk ). 
Key words:  Muliticut; Node Multicut; set partition; maximal proper partition 

摘  要: Multicut 问题即在一个图上删除最少个数的顶点,使得预先给定的一组顶点对均不连通.该问题是 NP 难

的.在深入分析问题结构特点的基础上,运用集合划分策略和相关问题的最新研究结果,对它提出了一种时间复杂度 

为 O*
2

2 4
l kl⎛ ⎞⎡ ⎤⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠

的参数化算法,其中,l 为给定的顶点对数目,k 为需删除的顶点个数.该算法明显改进了当前时间

复杂度为 O*(
3

2 4kl k kk )的最好算法. 
关键词: Muliticut;Node Multicut;集合划分;极大恰当划分 
中图法分类号: TP301   文献标识码: A 

Multicut 问题即给定一个无向图 G 和其中 l 个顶点对(si,ti)(1≤i≤l,l≥3),目标是从图 G 中删除最少的顶点
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(或者边),使得任意给定顶点对的两个顶点 si 和 ti 之间均没有路径[1].该问题是图论中一个最基本的优化问题,
是研究计算机通信网络可靠性和鲁棒性的一种重要模型,在聚类、超大规模集成电路设计和网络设计等方面有

着广泛的实际应用[2,3].Multicut 问题是 NP-难和 Max SNP-难的[1],人们不仅运用近似算法对它进行了大量的研 
究[1,4,5],而且近年来运用参数计算理论及技术对它进行了一系列研究[6−8].由于边删除可以通过线图转化为顶点

删除,本文主要研究 Multicut 问题顶点删除的情况.文献[7]对该问题给出了如下参数化定义: 
定义 1(参数化 Multicut)[7]. 
输入:一个无向图 G=(V,E),G 上 l 个顶点对(s1,t1),(s2,t2),…,(sl,tl)和一个正整数 k; 
参数:k 和 l. 
问题:图 G 中是否存在一个大小最多为 k 的顶点子集 S,使得在图 G−S 上,对于任意 1≤i≤l,si 和 ti 之间均没

有路径.其中,图 G−S=(V−S,E−ES),ES={e|e∈E 且 e 至少有一个端点属于 S}. 
该问题所求的顶点子集 S 习惯上也称为图 G 上顶点对(s1,t1),(s2,t2),…,(sl,tl)的一个大小不超过 k 的分割集. 

Multicut 问题可进一步分为两种类型[1]:(1) 受限的情况,即限定分割集 S 不允许包含点集{s1,t1,s2,t2,…,sl,tl}中的

点;(2) 非受限的情况,即分割集 S 允许包含点集{s1,t1,s2,t2,…,sl,tl}中的点. 
Marx 在文献[7]中对参数化 Multicut 问题(含受限和非受限的两种情况)提出了一种时间复杂度为 

O*
3

(2 4 )kl k kk 的固定参数可解算法,这也是当前求解该问题的最好算法.Guo 等人在文献[8]中对一些特殊图(如 
树、间隔图、树宽度有界的图)上的参数化 Multicut 问题分别进行了研究,但这些结果对于一般图来说并不成

立.同时,人们对 Multicut 问题的下述特殊情况也进行了研究. 
定义 2(参数化 Node Multicut)[7]. 给定一个图 G=(V,E)和其中 l 个不同的点 t1,t2,…,tl,目标为判定图 G 中是

否存在一个大小不超过 k 的顶点子集 S,使得在图 G−S 中,点集{t1,t2,…,tl}中任何两个点之间均没有路径. 

Marx 在文献[7]中证明了 Node Multicut 问题是固定参数可解的,并对它提出了一个时间复杂度为 O*
3

(4 )k  
的参数化算法.如果将该问题中给定的 l 个不同的点扩展为 l 个互不相交的点集,则得到如下问题: 

定义 3(参数化 Node Multicut 扩展)[9]. 给定一个图 G=(V,E)和其中 l 个互不相交的点集 T1,T2,…,Tl,目标为

判定图 G 上是否存在一个大小不超过 k 的顶点子集 S,使得在图 G−S 中,点集 T1,T2,…,Tl 中任何两个点集之间均

没有路径.其中,两个点集 Ti,Tj 之间没有路径是指 Ti 中的任何点与 Tj 中的任何点之间没有路径. 
最近,Chen 等人对 Node Multicut 扩展问题进行了深入研究,并在文献[9]中对它提出了一种时间复杂度为

O*(4k)的固定参数可解算法. 
引理 1[9]. 受限的和非受限的 Node Multicut 扩展问题都可在时间 O(4kkn3)内求解. 
本文主要研究定义 1 中的参数化 Multicut 问题(后面简称 Multicut 问题).本文首先根据 Multicut 问题实例

的结构特点找到 Multicut 问题和 Node Multicut 扩展问题之间的内在联系,接着运用集合划分策略将判定

Multicut 问题的一个实例是否有解等价地转化为在多个 Node Multicut 扩展问题实例中判定是否至少存在一个

实例有解,然后运用文献[9]中求解 Node Multicut 扩展问题的算法对 Multicut 问题提出了一种时间复杂度为 

O*
2

2 4
l kl⎛ ⎞⎡ ⎤⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠

的高效算法(符号⎡x⎤表示不小于 x 的最小整数,反之,⎣x⎦表示不大于 x 的最大整数). 

本文根据{(s1,t1),(s2,t2),…,(sl,tl)}中不同点对之间是否存在相同点以进一步将问题进行分类.如果给定的点

对{(s1,t1),(s2,t2),…,(sl,tl)}中任意两个点对之间都不存在相同的顶点,则称其为严格的 Multicut 问题;反之,称为非

严格的 Multicut 问题.下面,我们对这两类情况分别进行讨论. 

1   严格 Multicut 问题参数算法的改进 

通过观察分析,可以找到 Multicut 问题和 Node Multicut 扩展问题之间的内在联系,将判定 Multicut 问题的

一个实例是否有解等价地转化为在多个 Node Multicut 扩展问题实例中判定是否至少存在一个实例有解.由此

必须解决两个关键问题:(1) 一个 Multicut 问题实例如何等价地转化为需要判定的多个 Node Multicut 扩展问题

实例?(2) 为了提高算法的效率,如何使需要判定的 Node Multicut扩展问题实例的个数尽可能地少?下面分别讨
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论这两个问题. 

1.1   Multicut问题与Node Multicut扩展问题之间的联系 

为便于分析 Multicut 问题与 Node Multicut 扩展问题之间的联系,首先引述集合划分的概念.设 A 为一个给

定的非空集合,如果一个超集合 P={R1,R2,…,Rm}同时满足下述 3 个条件: 
(1) Ri⊆A 且 Ri≠∅(1≤i≤m); 
(2) R1∪R2∪…∪Rm=A; 
(3) Ri∩Rj=∅ (1≤i≤m,1≤j≤m,i≠j), 

则称 P 为集合 A 的一个划分. 
设(G,{(s1,t1),(s2,t2),…,(sl,tl)},k)为 Multicut 问题的一个实例 ,并设 S 是该实例的一个分割集 .对于集合

C={s1,t1,s2,t2,…,sl,tl}来说,在图G−S上不同顶点对中的点之间可能存在路径.如果将C中相互之间存在路径的顶

点合并起来,得到的一些子集就正好构成了集合 C 的一个划分.同时,根据 Multicut 问题的定义可知,同一点对

(si,ti)(1≤i≤l)中的两个点 si 和 ti 不可能同时属于该划分中的任意一个子集,满足这样一个条件的划分称为

{s1,t1,s2,t2,…,sl,tl}的一个恰当划分.设{R1,R2,…,Rm}为 C 的任意一个恰当划分,则由{R1,R2,…,Rm}可以唯一构造

Node Multicut 扩展问题的一个实例,不妨用(G,{R1,R2,…,Rm},k)来表示.设 Q={P|P 为 C 的一种恰当划分},进一步

分析可以得出,Multicut 问题与 Node Multicut 扩展问题之间存在下述联系: 
定理 1. (G,{(s1,t1),(s2,t2),…,(sl,tl)},k)存在一个大小不超过 k 的分割集的充分必要条件是 Q 中至少存在 C 的

一种恰当划分 P0={T1,T2,…,Tm}(2≤m≤2l),使得(G,{T1,T2,…,Tm},k)存在一个大小不超过 k 的分割集. 
证明:首先证明其充分性 .假设 Q 中存在 C 的某一种恰当划分 P0={T1,T2,…,Tm}(2≤m≤2l),使得实例

(G,{T1,T2,…,Tm},k)存在一个大小不超过 k 的分割集 S.根据 Node Multicut 扩展问题的定义可知,在图 G–S 上,集
合{T1,T2,…,Tm}中的任意两个不同子集之间都不存在路径.又由{T1,T2,…,Tm}是集合 C 的一种恰当划分可知,任
意一个顶点对(si,ti)(1≤i≤l)中的两个点 si,ti 一定不在同一个子集 Ti(1≤i≤m)中.因此,si 和 ti 之间一定不存在路

径.即 S 也是(G,{(s1,t1),(s2,t2),…,(sl,tl)},k)的一个分割集. 
接下来证明其必要性.假设实例(G,{(s1,t1),(s2,t2),…,(sl,tl)},k)存在一个大小不超过 k 的分割集 S,在图 G−S 上,

虽然同一点对的两个点之间不存在路径,但不同点对中的点之间可能存在路径.于是,可以按如下办法来构造

C={s1,t1,s2,t2,…,sl,tl}的一个恰当划分.从 C 中的任意一点(不妨假设为 s)出发,在图 G−S 上从 C 中找出所有与 s
有路径可到达的点,并设它们连同点 s 构成集合 T1.显然,T1 与 C−T1 之间不存在路径.接下来,类似地,从 C−T1 中

的任意一点出发(不妨假设为 s′),在图 G−S 上从 C−T1 中找出所有与 s′有路径可到达的点,并设它们连同点 s′构

成集合 T2.显然,T1,T2,C−T1−T2 这 3 个子集两两之间都没有路径相连.这个过程继续下去,直到 C 为空,得到的子

集依次为 T1,T2,…,Tm.显然,{T1,T2,…,Tm}是 C 的一个划分.又由 S 是(G,{(s1,t1),(s2,t2),…,(sl,tl)},k)的分割集可知,
任意顶点对(si,ti)(1≤i≤l)的两个点 si 和 ti 都不可能同时属于某一个子集 Ti(1≤i≤m).因此,{T1,T2,…,Tm}是 C 的

一个恰当划分.从前述构造过程可以看出,在图 G−S 上,{T1,T2,…,Tm}中的任意两个子集 Ti,Tj(i≠j,1≤i≤m,1≤j≤
m)之间都不存在路径,因此,S 是(G,{T1,T2,…,Tm},k)的一个大小不超过 k 的分割集. □ 

定理 1 表明,判定 Multicut 问题任意一个实例 I 是否有解,可等价地转化为在|Q|个 Node Multicut 扩展问题

实例中判定是否至少存在一个实例有解.显然,依次判定|Q|个 Node Multicut 扩展问题实例的时间开销是非常大

的.下面讨论如何通过只判定其中极少一部分实例就能判定实例 I 真假性的问题. 

1.2   集合{s1,t1,s2,t2,…,sl,tl}的极大恰当划分 

为便于后文表述,下面首先定义极大恰当划分和对应的隐含恰当划分两个重要概念. 
定义 4. 设{s1,t1,s2,t2,…,sl,tl}为与顶点对(s1,t1),(s2,t2),…,(sl,tl)对应的顶点集合 ,如果{T1,T2,…,Tm}为{s1,t1, 

s2,t2,…,sl,tl}的一种恰当划分,并且其中任意两个子集 Ti,Tj(i≠j,1≤i≤m,1≤j≤≤m)的并集 Ti∪Tj 至少含有{(s1,t1), 
(s2,t2),…,(sl,tl)}中某一个顶点对的两个顶点,则称{T1,T2,…,Tm}为{s1,t1,s2,t2,…,sl,tl}的一种极大恰当划分. 

从定义 4 可以看出,极大恰当划分中的各子集已经是“极大”的,相互之间不能再进行合并,否则就不构成恰
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当划分. 
定义 5. 设P={T1,T2,…,Tm}为集合C={s1,t1,s2,t2,…,sl,tl}的一种极大恰当划分,F(P)={T11,T12,…,T21,T22,…,Tm}

为 C 的另一种不同于 P 的恰当划分,如果对于 P 中的任意一个子集 Ti(1≤i≤m),F(P)中要么存在一个与 Ti 完全 

相同的子集 Ti,要么存在 p(2≤p≤l)个子集 Ti1,Ti2,…,Tip,使得 Ti=
1

,
p

ij
j

T
=
∪ 则称 F(P)为 C 的对应于极大恰当划分 P

的一种隐含恰当划分. 
显然,一个极大恰当划分可能存在多个对应的隐含恰当划分.例如,设给定 4 个顶点对的集合为{(s1,t1), 

(s2,t2),(s3,t3),(s4,t4)},如果设 A1={t1,t3,t4},A2={s2,s4}和 A3={s1,t2,s3},则 A1,A2,A3 正好是{s1,t1,s2,t2,s3,t3,s4,t4}的一种含

有 3 个子集的极大恰当划分.如果设 A11={t1,t3},A12={t4},A31={s1},A32={t2,s3},则恰当划分{A11,A12,A2,A3}和恰当

划分{A1,A2,A31,A32}都是与极大恰当划分{A1,A2,A3}对应的隐含恰当划分. 
从定义 4 和定义 5 可以看出,{s1,t1,s2,t2,…,sl,tl}的任意一种恰当划分要么是极大恰当划分,要么为与某种极

大恰当划分对应的隐含恰当划分. 
设 P={T1,T2,…,Tm}为顶点集合 C={s1,t1,s2,t2,…,sl,tl}的一种极大恰当划分,F(P)={T11,T12,…,T21,T22,…,Tm}为

C 的对应于 P 的任意一种隐含恰当划分,由 P 和 F(P)确定的 Node Multicut 扩展问题的两个实例分别为(G,{T1, 
T2,…,Tm},k)和(G,{T11,T12,…,T21,T22,…,Tm},k),则这两个实例之间存在下述联系: 

定理 2. 如果实例(G,{T11,T12,…,T21,T22,…,Tm},k)存在一个大小不超过 k的分割集,则实例(G,{T1,T2,…,Tm},k)
必定存在一个大小不超过 k 的分割集. 

证明:设 S 为实例(G,{T11,T12,…,T21,T22,…,Tm},k)的一个大小不超过 k 的分割集,根据分割集的定义可知,在
图 G–S上,点集 T11,T12,…,T21,T22,…,Tm两两之间不存在任何路径.假设 S不是实例(G,{T1,T2,…,Tm},k)的一个分割

集,则在图 G−S 上,{T1,T2,…,Tm}中至少存在两个子集 Ti,Tj(1≤i≤m,1≤j≤m,i≠j),使得 Ti 中的某一点 v 和 Tj 中的

某一点 u 之间存在一条路径 Y.由于 F(P)={T11,T12,…,T21,T22,…,Tm}为 C 的对应于 P={T1,T2,…,Tm}的一种隐含恰

当划分,可知路径 Y 的两个端点 v 和 u 也必定属于 F(P)中的两个不同子集.即 F(P)中存在两个有路径相连的子

集,这就与已知条件相矛盾.因此,S 是实例(G,{T1,T2,…,Tm},k)的一个大小不超过 k 的分割集. □ 
定理 2 表明,如果由 C={s1,t1,s2,t2,…,sl,tl}的极大恰当划分确定的实例不存在一个大小不超过 k 的分割集,

则由相应的隐含划分确定的实例必定不存在一个大小不超过 k 的分割集.因此,在判定 Node Multicut 扩展问题

的实例时,只要判定由 C 的极大恰当划分确定的实例.C 的所有极大恰当划分究竟有多少种呢?接下来讨论一个

重要观察. 
定理 3. 设 C 为顶点对(s1,t1),(s2,t2),…,(sl,tl)中 2l 个不同顶点构成的集合,则 C 存在一种含有 m(m≥2)个子

集的极大恰当划分的充分必要条件是 m(m−1)≤2l. 
证明:首先证明其充分性.假设 m0 为满足关系式 m0(m0−1)≤2l 的最大整数,对于满足 2≤m≤m0 的任意一个

整数 m,都可以构造出集合 C={s1,t1,s2,t2,…,sl,tl}的一种含有 m 个非空子集的极大恰当划分. 
首先用归纳法证明,对于满足 2≤m≤m0的任意一个整数 m,集合 C′={s1,t1,s2,t2,…,sq,tq}必定存在一种含有 m

个子集的极大恰当划分,其中,q=m(m−1)/2.当 m=2 时,设 T1={s1},T2={t1},则{T1,T2}构成{s1,t1}的一个极大恰当划

分.当 m≠2 时,根据归纳法,假设当 d=m−1 时,点集{s1,t1,s2,t2,…,sp,tp}存在一种含有 m−1 个子集的极大恰当划分

{T1,T2,…,Tm−1},其中,p=(m−1)(m−2)/2,Ti(1≤i≤m−1)含有 m−2 个点.当 d=m 时,对于顶点对(s1,t1),(s2,t2),…,(sp,tp), 
(sp+1,tp+1),…,(sq,tq),其中,q=m(m−1)/2,首先从点对(sp+1,tp+1),(sp+2,tp+2),…,(sq,tq)中各取一点构成集合 Tm,不妨设

Tm={sp+1,sp+2,…,sq}.又根据归纳假设,{s1,t1,s2,t2,…,sp,tp}存在一种极大恰当划分{T1,T2,…,Tm−1},于是可将 m−1 个 
点 tp+1,tp+2,…,tq 分别加入到 T1,T2,…,Tm−1 中,得到 m−1 个各含有 m−1 个点的子集 1 2 1, ,..., mT T T −′ ′ ′ ,它们连同 Tm 就得 

到了 m 个各含有 m−1 个点的子集.同时,从该构造过程可以看出,由于 T1,T2,…,Tm−1 是不能相互合并的,所以 

1 2 1, ,..., mT T T −′ ′ ′ 也是不能相互合并的,又 Tm={sp+1,sp+2,…,sq}取自(sp+1,tp+1),(sp+2,tp+2),…,(sq,tq),因而 Tm与 1 2 1, ,..., mT T T −′ ′ ′

也不能合并,因此{ 1 2 1, ,..., mT T T −′ ′ ′ ,Tm}构成了 C′的一种含有 m 个子集的极大恰当划分. 

对于集合 C={s1,t1,s2,t2,…,sl,tl}来说,如果 m(m−1)=2l,上述 C′的极大恰当划分就正好是 C 的极大恰当划分.
如果 m(m−1)<2l,可以首先按上述过程构造 C′的一种极大恰当划分,然后将剩余点对中的点添加到该划分的 m
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个子集中,并且满足同一个点对中的两个点不添加到同一个子集中,这样就得到了 C 的一种含有 m 个子集的极

大恰当划分. 
接下来证明其必要性.假设 C={s1,t1,s2,t2,…,sl,tl}存在一种含有 m 个子集的极大恰当划分{T1,T2,…,Tm},并设

Ti 为{T1,T2,…,Tm}中任意一个固定的子集,Tj 为其余 m−1 子集中的任意一个子集.根据极大恰当划分的定义,Ti

中必定至少存在一点与 Tj 中的对应点构成{(s1,t1),(s2,t2),…,(sl,tl)}中的顶点对.又{(s1,t1),(s2,t2),…,(sl,tl)}中任意两

个点对之间不存在相同顶点,可知 Ti 中的每一个点只能与唯一一个其余子集中的点构成点对.因此,Ti 中至少含

有 m−1 个点.同时,由于{T1,T2,…,Tm}中子集的个数为 m,Ti是其中的任意一个子集,并且{T1,T2,…,Tm}是 C 的一种

划分,因此集合 C 中点的个数至少为 m(m−1).故 m(m−1)≤2l. □ 
推论 1. 设 C 为顶点对(s1,t1),(s2,t2),…,(sl,tl)中 2l 个不同顶点构成的集合,则 C 的任意一种极大恰当划分所 

含有子集的个数不会超过 2l⎡ ⎤
⎢ ⎥ . 

证明:设 P 为 C={s1,t1,s2,t2,…,sl,tl}的一种含有子集个数最多的极大恰当划分,并设 a 为 P 中子集的个数.根 

据定理 3 可知,a 为满足不等式 a(a−1)≤2l 的最大正整数.解这个方程得到 a= ( )1 1 8 2l⎢ ⎥+ +⎣ ⎦ .接下来证明:对于

任意正整数 l, ( )1 1 8 2 2l l⎢ ⎥ ⎡ ⎤+ + ⎢ ⎥⎣ ⎦≤ 恒成立. 

对任意给定的正整数 2l,总存在一个正整数 m 使得(m−1)m≤2l<m(m+1).首先证明当(m−1)m≤2l≤m2 时, 

( )1 1 8 2 2l l⎢ ⎥ ⎡ ⎤+ + = ⎢ ⎥⎣ ⎦ .当 2l=(m−1)m 时 ,显然 ( )1 1 8 2l+ + =m.当 2l=m2 时 , 21 8 1 4l m+ = + <2m+1,即

( )1 1 8 2l+ + <(m+1);又由函数 ( )1 1 8 2l+ + 的单调递增性可知,当(m−1)m≤2l≤m2 时 ,m≤ ( )1 1 8 2l+ + < 

(m+1),于是得到 ( )1 1 8 2l⎢ ⎥+ +⎣ ⎦ =m.类似地 ,当(m−1)m≤2l≤m2 时 ,(m−1)2<2l≤m2,可得(m−1)< 2l ≤m,于是

2l⎡ ⎤
⎢ ⎥ =m. 因此 , ( )1 1 8 2 2l l⎢ ⎥ ⎡ ⎤+ + = ⎢ ⎥⎣ ⎦ . 同理可证 , 当 m2<2l<m(m+1) 时 , ( )1 1 8 2 2l l⎢ ⎥ ⎡ ⎤+ + = ⎢ ⎥⎣ ⎦ −1. 故

( )1 1 8 2 2l l⎢ ⎥ ⎡ ⎤+ + ⎢ ⎥⎣ ⎦≤ 恒成立. □ 

推论 2. 设 C 为顶点对(s1,t1),(s2,t2),…,(sl,tl)中 2l 个不同顶点构成的集合,Bm={P|P 为 C 的一种含有 m 个子 

集的恰当划分},h= 2l⎡ ⎤
⎢ ⎥ ,则

2

h

m
m

B
=
∪ 包含了 C 的所有极大恰当划分,并且

2

h

m
m

B
=
∪ 中不同恰当划分的总数有上界

2l⎡ ⎤
⎢ ⎥

2l. 

证明:显然,集合 C={s1,t1,s2,t2,…,sl,tl}的任意一种极大恰当划分中至少含有 2 个子集.又由推论 1 的证明可 

知,C 的任意一种极大恰当划分最多含有 ( )1 1 8 2l⎢ ⎥+ +⎣ ⎦ 个子集.因此,C 的任一极大恰当划分所含有子集的个

数 m 满足关系式 2≤m≤ ( )1 1 8 2l⎢ ⎥+ +⎣ ⎦ .设 Am={P′|P′为 C 的一种含有 m 个子集的极大恰当划分},w= 

( )1 1 8 2l⎢ ⎥+ +⎣ ⎦ ,则 C 的所有极大恰当划分可表示为
2

w

m
m

A
=
∪ .又已设 Bm={P|P 为 C 的一种含有 m 个子集的恰当 

划分},显然,C 的任意一种含有 m 个子集的极大恰当划分必定是 C 的一种含有 m 个子集的恰当划分.因此, 

Am⊂Bm.相应地,
2 2

w w

m m
m m

A B
= =

⊂∪ ∪ .由于已知 h= 2l⎡ ⎤
⎢ ⎥ ,且在推论 1 中已证明 w≤h,因此,

2 2 2

w w h

m m m
m m m

A B B
= = =

⊂ ⊆∪ ∪ ∪ ,即

2

h

m
m

B
=
∪ 包含了 C 的所有极大恰当划分. 

又设 Dm={P″|P″为 C的一种含有 m个子集的划分},则
2 2

h h

m m
m m

B D
= =

⊂∪ ∪ ,并且
2

h

m
m

D
=
∪ 中不同划分的总数一定有

上界 2l⎡ ⎤
⎢ ⎥

2l,因此
2

h

m
m

B
=
∪ 中不同恰当划分的种数有上界 2l⎡ ⎤

⎢ ⎥
2l. □ 
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1.3   Multicut问题改进的参数化算法 

下面,我们根据前述相关理论对Multicut问题提出一种改进的算法.对于任意一个给定的Multicut问题实例

(G,{(s1,t1),(s2,t2),…,(sl,tl)},k),算法的第 1 步是确定需要判定的 Node Multicut 扩展问题的实例.由于精确求出点 

集 C={s1,t1,s2,t2,…,sl,tl}的所有极大恰当划分极为困难,又根据推论 2 可知 C 的所有极大恰当划分包含在
2

h

m
m

B
=
∪

之中,其中,Bm={P|P 为 C 的一种含有 m 个子集的恰当划分},h= 2l⎡ ⎤
⎢ ⎥ ,因此选择由

2

h

m
m

B
=
∪ 中的恰当划分所确定的 

Node Multicut 扩展问题实例作为判定的对象;第 2 步是对确定的 Node Multicut 扩展问题的实例依次进行判定

求解.下面首先描述如何产生集合 C 的所有含有 m 个子集的恰当划分. 
图 1 详细描述了产生 C 的所有含有 m 个子集的恰当划分的算法.为了表述简便,算法中用符号 P[i]表示划

分 P 中的第 i(1≤i≤m)个子集,用 Q 表示存储各种不同划分的集合.算法采用递归技术,首先对两种使递归结束

的特殊情况进行处理,然后将一般情况分为 3 种子情况分别进行处理,处理步骤都是首先通过递归过程对集合

C′={s1,t1,s2,t2,…,sl−1,tl−1}进行恰当划分,然后在C′的各种恰当划分中配置点对(sl,tl)中的两个点.具体来说,算法的

第 3.2 步是首先产生 C′的所有含有 m−2 个子集的恰当划分,然后将子集{sl},{tl}配置到每种划分中;算法的第 3.3
步是首先产生 C′的所有含有 m−1 个子集的恰当划分,然后将点 sl 和子集{tl}(或者点 tl 和子集{sl})配置到每种划

分中;算法的第 3.4 步是首先产生 C′的所有含有 m 个子集的恰当划分,然后将点 sl,tl 配置到每种划分中.显然,每
种配置都相应地得到 C 的一种含有 m 个子集的恰当划分. 

Algorithm PARTITION({s1,t1,s2,t2,…,sl,tl},m) 
1.  if m=2l then {P={{s1},{t1},{s2},{t2},…,{sl},{tl}}; Q={P}; return Q } 
2.  if m>2l then {Q=∅; return Q } 
3.  if 2≤m<2l then 

3.1  Q=∅; 
3.2  if m≥4 then 

     Q1=PARTITION({s1,t1,s2,t2,…,sl−1,tl−1},m−2); 
         for each partition P in Q1 do {P[m−1]={sl}; P[m]={tl}; Q=Q∪{P}}

3.3  if m≥3 then 
Q2=PARTITION({s1,t1,s2,t2,…,sl−1,tl−1},m−1); 
for each partition P in Q2 do 

         for i=1 to m−1 do 
    { R=P; H=P; 

R[i]=R[i]∪{sl}; R[m]={tl}; Q=Q∪{R}; 
H[i]=H[i]∪{tl}; H[m]={sl}; Q=Q∪{H}} 

3.4  if m≥2 then 
Q3=PARTITION({s1,t1,s2,t2,…,sl−1,tl−1},m); 
if Q3≠∅ then 

            for each partition P in Q3 do 
for i=1 to m−1 do 

for j=i+1 to m do 
{R=P; H=P; 

     R[i]=R[i]∪{sl}; R[j]=R[j]∪{tl}; Q=Q∪{R}; 
     H[i]=H[i]∪{tl}; H[j]=H[j]∪{sl}; Q=Q∪{H}} 

3.5  return Q. 

Fig.1  An algorithm for outputting all proper m-partitions of {s1,t1,s2,t2,…,sl,tl} 
图 1  生成集合{s1,t1,s2,t2,…,sl,tl}的所有含有 m 个子集的恰当划分算法 

定理 4. 算法 PARTITION 能够正确生成{s1,t1,s2,t2,…,sl,tl}的所有含有 m 个子集的恰当划分. 
证明:设 C={s1,t1,s2,t2,…,sl,tl}.如果要将 C 划分为 m=2l 个子集,显然其划分方法是唯一确定的,算法的第 1

步正确地返回了这种划分.如果要将 C 划分为 m>2l 个子集,显然是不可能的,因此算法第 2 步返回空集.对于一

般情况 2≤m<2l,设 C′={s1,t1,s2,t2,…,sl−1,tl−1},由分析可知,C 的含有 m 个子集的恰当划分可在 C′的恰当划分的基

础上通过以下 3 种不同途径来产生: 
(1) 当 m≥4 时,对于 C′的任意一种含有 m−2 个子集的恰当划分 P1,只要将子集{sl}和{tl}同时添加到 P1 中,
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就可以得到C的一种含有m个子集的恰当划分.因此,算法的第 3.2步首先通过递归过程产生C′的所有含有m−2
个子集的恰当划分,然后在每种恰当划分中添加子集{sl}和{tl}; 

(2) 当 m≥3 时,对于 C′的任意一种含有 m−1 个子集的恰当划分 P2,只要将顶点 sl(或 tl)插入到 P2 中的任意

一个子集中,然后合并子集{tl}(或者{sl}),即可得到 C 的一种含有 m 个子集的恰当划分.因此,算法的第 3.3 步首

先通过递归过程产生 C′的所有含有 m−1 个子集的恰当划分,然后对每种恰当划分进行点和子集的相关处理; 
(3) 当 m≥2 时,对于 C′的任意一种含有 m 个子集的恰当划分 P3,只要将顶点 sl 和 tl 分别插入到 P3 的任意

两个不同子集中,就得到 C 的一种含有 m 个子集的恰当划分.因此,算法的第 3.4 步首先通过递归过程产生 C′的

所有含有 m 个子集的恰当划分,然后在每种恰当划分的不同子集中添加点 sl 和 tl. 
显然,上述 3 种情况是互不相容的.根据加法原理,C 的所有含有 m 个子集的恰当划分等于这 3 种情况的并

集.同时,由于 C′的任何一种非恰当划分或者任何一种子集个数少于 m−2 的恰当划分都不可能通过处理点对

(sl,tl)得到 C 的一种含有 m 个子集的恰当划分,因此上述 3 种不同情况包含了 C 的所有含有 m 个子集的恰当划

分.故算法 PARTITION 能够正确生成{s1,t1,s2,t2,…,sl,tl}的所有含有 m 个子集的恰当划分. □ 
至此,可以得到求解 Multicut 问题的一个完整的参数化算法,其具体描述如图 2 所示.其中,语句 6.2 中的

NMC(G′,U[j],k′)表示文献[9]中判定 Node Multicut 扩展问题实例(G′,U[j],k′)是否存在一个大小不超过 k′的分割

集的算法,U[j]表示{s1,t1,s2,t2,…,sl,tl}的一种恰当划分. 

Algorithm NPMC(G,{(s1,t1),(s2,t2),…,(sl,tl)},k) 
  Input: an instance (G,{(s1,t1),(s2,t2),…,(sl,tl)},k) of the parameterized Multicut problem (l≥3) 
  Output: a separator of size bounded by k for (G,{(s1,t1),(s2,t2),…,(sl,tl)},k) or report “No”. 
  1. Q=∅; w= 2l⎡ ⎤

⎢ ⎥
; 

  2. For i=2 to w Do Q=Q∪PARTITION({s1,t1,s2,t2,…,sl,tl},i); 
3.  z=|Q|;        //z denotes the number of partitions in Q  
4.  U[1...z]=Q;   // set the partitions in Q to the array U  
5.  j=1; H=“No”; 
6.  while j≤z and H=“No” do 

6.1  {G′=G; k′=k; 
6.2  H=NMC(G′,U[j],k′); 
6.3  j=j+1} 

7.  return H. 

Fig.2  An improved parameterized algorithm for the Multicut problem 
图 2  Multicut 问题的一种改进的参数算法 

定理 5. 算法 NPMC 可以在时间 O*
2

2 4
l kl⎛ ⎞⎡ ⎤⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠

内求解严格的 Multicut 问题. 

证明:对于 Multicut 问题的任意一个实例(G,{(s1,t1),(s2,t2),…,(sl,tl)},k),设 C={s1,t1,s2,t2,…,sl,tl},由推论 2 可知, 

2

h

m
m

B
=
∪ 包含了 C 的所有极大恰当划分,其中,Bm={P|P 为 C 的一种含有 m 个子集的恰当划分},h= 2l⎡ ⎤

⎢ ⎥ .因此,算

法 NPMC 的第 2 步通过算法 PARTITION(C,m)产生了集合 C 的所有子集个数不超过 2l⎡ ⎤
⎢ ⎥ 的恰当划分.由前面 

的分析可知,这些恰当划分决定了需要判定的 Node Multicut 扩展问题的实例总数.算法 NPMC 的第 6.1 步~第
6.3 步依次对所有需要判定的 Node Multicut 扩展问题实例进行判定.根据文献[9],算法 NMC(G′,U[j],k′)能够正

确判定实例(G′,U[j],k′)是否存在一个大小不超过 k′(k′=k)的分割集.又由定理 1 和定理 2 可知,如果 Multicut 问题

实例(G,{(s1,t1),(s2,t2),…,(sl,tl)},k)存在一个大小不超过 k 的分割集,则在算法的第 6 步循环结束时一定可以找到.
否则,算法返回相关报告.因此,算法 NPMC 是正确的.进一步地,由引理 1 可知,算法 NPMC 对于求解受限的和非

受限的 Multicut 问题都是正确的. 

接下来分析算法 NPMC 的时间复杂度.根据推论 2 可知,
2

h

m
m

B
=
∪ 中含有恰当划分的总数有上界 2l⎡ ⎤

⎢ ⎥
2l,每种

划分中的顶点个数为 2l,因此算法第 2 步产生所有恰当划分需要的时间为 O
2

2 2
l

l l⎛ ⎞⎡ ⎤⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠
.算法第 6 步最多循环
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2l⎡ ⎤
⎢ ⎥

2l 次,根据引理 1 可知,每次循环的时间为 O(4kkn3),可得第 6 步循环语句的时间为 O
2 32 4

l kl kn⎛ ⎞⎡ ⎤⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠
.因此,

算法 NPMC 的时间复杂度为 O
2

2 2
l

l l⎛ ⎞⎡ ⎤⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠
+O

2 32 4
l kl kn⎛ ⎞⎡ ⎤⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠

=O
2 32 4

l kl kn⎛ ⎞⎡ ⎤⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠
=O*

2
2 4

l kl⎛ ⎞⎡ ⎤⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠
. □ 

2   非严格 Multicut 问题参数算法的改进 

前面讨论的 Multicut 问题要求给定的顶点对相互之间没有相同点,本节讨论顶点对之间存在相同点的情

况.对于给定的 l 个顶点对,不失一般性,设点 s 在其中 q(q≤l)个点对中重复出现,即顶点对有形式(s,t1),(s,t2),…, 
(s,tq),(sq+1,tq+1),…,(sl,tl).由于处理策略将涉及给定顶点对的变化,因此下面分受限和非受限两种情况加以讨论. 

(1) 分割集不允许包含给定顶点对中的点. 
这时采取直接添加一些点和边的办法,将给定有重复点的顶点对转化为相互之间没有重复点的顶点对.具

体添加过程为:设点 s 在图 G 上的所有邻居点的集合为 B,在图上增加 q−1 个不同的点 s1,s2,…,sq–1,并且对于每

一个 sp,1≤p≤q−1,在点 sp 和 B 中的每一个点之间都添加一条边.在此基础上,点 s1 与 t1,s2 与 t2,…,sq−1 与 tq−1 组

成新的顶点对,sq=s 唯一地与 tq 组成点对. 
如果设 (G,{(s,t1),(s,t2),…,(s,tq),(sq+1,tq+1),…,(sl,tl)},k) 为 Multicut 问题的一个实例 ,(G′,{(s1,t1),(s2,t2),…, 

(sl,tl)},k)为增加点和边以后对应的 Multicut 问题实例,则它们之间存在下述联系: 
引理 2. (G,{(s,t1),(s,t2),…,(s,tq),(sq+1,tq+1),…,(sl,tl)},k)存在一个大小不超过 k 的分割集的充分必要条件为

(G′,{(s1,t1),(s2,t2),…,(sl,tl)},k)存在一个大小不超过 k 的分割集. 
证明:首先证明其充分性.假设实例(G′,{(s1,t1),(s2,t2),…,(sl,tl)},k)存在一个大小不超过 k 的分割集 S,且 S 不含

有{s1,t1,s2,t2,…,sl,tl}中的点,则在图 G′−S 上,s1 与 t1,s2 与 t2,…,sl 与 tl 之间均不存在路径.下面只要证明在图 G−S
上,点 s 与点 t1,t2,…,tq−1 之间都不存在路径.反设 s 与其中的一个点 tp(1≤p≤q−1)之间存在一条路径 Y1,则路径

Y1 一定经过 s 的某个邻居节点 g1.又由前述添加操作可知,在图 G′上,点 g1 也是 s1,s2,…,sq−1 的邻居节点,即点 g1

必定与点 sp 相连.于是在图 G′−S 上,点 sp 与 tp 之间存在一条经过点 g1 的路径,这与假设矛盾.因此在图 G−S 上,
点 s 与点 t1,t2,…,tq−1 之间都不存在路径 . 又由于在图 G 上增加点和边的操作不涉及到顶点对

(sq,tq),(sq+1,tq+1),…,(sl,tl),因此在图 G−S 上,sq 与 tq,sq+1 与 tq+1,…,sl 与 tl 之间也不存在路径,故 S 也是实例

(G,{(s,t1),(s,t2),…,(s,tq), (sq+1,tq+1),…,(sl,tl)},k)的一个大小不超过 k 的分割集. 
类似地,可以证明其必要性.假设实例(G,{(s,t1),(s,t2),…,(s,tq),(sq+1,tq+1),…,(sl,tl)},k)存在一个大小不超过 k 的

分割集 S,则在图 G−S 上,s 与{t1,t2,…,tq},sq+1 与 tq+1,sq+2 与 tq+2,…,sl 与 tl 之间不存在路径.接下来只要证明在图

G′−S 上,s1 与 t1,s2 与 t2,…,sq−1 与 tq−1 之间不存在路径即可.反设其中一个顶点对 sp 与 tp(1≤p≤q−1)之间存在一

条路径 Y2,显然,路径 Y2 必定经过 sp 的一个邻居节点 g2;又 sp 的邻居节点也是点 s 的邻居节点,因此在图 G−S 上,
点 s 与点 tp 之间存在一条经过点 g2 的路径,这与假设相矛盾.故 S 也是实例(G′,{(s1,t1),(s2,t2),…,(sl,tl)},k)的一个

大小不超过 k 的分割集. □ 
(2) 分割集允许含有给定顶点对中的点. 
对于这种情形,可以首先比较 l−q+1 和 k 的大小.当 l−q+1≤k 时,显然问题实例是一个真实例,因为集合

{s,sq+1,…,sl}就是该实例的一个分割集.当 l−q+1>k 时,可以首先通过添加一些点将 Multicut 问题不受限的实例

转化为受限的实例.具体添加过程为:在图 G 上对点集{t1,t2,…,tq,sq,sq+1,tq+1,…,sl,tl}(其中,sq=s)来说,对应于每一 
个点 si(q≤i≤l)添加一个点 is′ ,并在 is′ 和 si 之间添加一条边,对应于每一个点 ti(1≤i≤l)添加一个点 it′ ,并在 it′ 和 
ti 之间添加一条边 .求解不受限的实例 (G,{(s,t1),(s,t2),…,(s,tq),(sq+1,tq+1),…,(sl,tl)},k)等价于求解受限的实例

(G′,{(s′, 1t′ ),(s′, 2t′ ),…,(s′, qt′ ),( 1 1,q qs t+ +′ ′ ),…,( ,l ls t′ ′ )},k)[1].接下来再运用前述情况(1)中的技术来处理顶点对中的重

复点. 
总之,对于非严格的 Multicut 问题,可以得到如下结论: 

定理 6. 非严格的 Multicut 问题可以在时间 O*
2

2 4
l kl⎛ ⎞⎡ ⎤⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠

内求解. 
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3   结  论 

本文首先深入分析了 Multicut 问题本身的结构特点,找到了 Multicut 问题和 Node Multicut 扩展问题之间

的内在联系,然后运用集合划分策略和 Node Multicut 扩展问题的研究结果对 Multicut 问题提出了一个时间复 

杂度为 O*
2

2 4
l kl⎛ ⎞⎡ ⎤⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠

的固定参数可解算法.在运用集合划分策略时,其中的关键技术是将相关划分分为极大 

恰当划分和与之对应的隐含恰当划分两种类型,证明了问题的解可以在由极大恰当划分确定的实例中找到.这
一技术显著地减少了需要判定的 Node Multicut 扩展问题实例的总数,明显地降低了算法的时间复杂度. 

本文研究的 Multicut 问题是以给定顶点对的数目 l 和待删除的顶点数 k 两个值为参数,对于只以待删除的

顶点数 k 为参数的 Multicut 问题是否为固定参数可解的目前还没有定论[10],我们将对此作进一步的研究. 
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