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Abstract:  Finding two link-disjoint QoS paths (primary and backup) between source-destination pairs is one of 
the most significant schemes to provide reliable QoS routing. Current algorithms for seeking multi-constrained 
link-disjoint path pair (MCLPP) can not always make sure to find the feasible solutions in networks. To solve this 
problem, this paper analyzes the properties of the optimal solution of MCLPP problem, and then proposes a design 
principle for the exact algorithm. Based on the design principle, an exact algorithm called link-disjoint optimal 
multi-constrained paths algorithm (LIDOMPA) is presented, which is able to find multi-constrained shortest 
link-disjoint path pair for arbitrary networks. To reduce the complexity, this paper introduces three key concepts: 
The candidate optimal solution, the constricted constraint vector and the structure-aware non-dominance, which 
effectively reduce the search space of LIDOMPA without loss of exactness. Extensive experiments show that 
LIDOMPA outperforms the existing algorithms in terms of the ability of obtaining solutions and achieves acceptable 
running time overhead. 
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摘  要: 在通信的源和目的间寻找两条(主用和备用)链路分离的 QoS 路径是提供可靠 QoS 路由的重要途径.
现有求解多约束链路分离路径对(multi-constrained link-disjoint path pair,简称 MCLPP)的算法难以保证求得存

在于任意网络中的可行解和最优解.为解决这一问题,分析了 MCLPP 问题最优解的性质,提出了精确算法的设

计原则,在此基础上给出了求解 MCLPP 问题的精确算法(link-disjoint optimal multi-constrained paths algorithm,
简称 LIDOMPA 算法),可对任意网络求解客观存在的多约束最短链路分离路径对.为了降低算法的复杂性,引入

了候选最优解、紧缩的约束向量和结构化的路径支配 3 种关键方法,在保障算法精确性的同时,有效地降低了

LIDOMPA 的搜索空间.大量的实验结果表明,LIDOMPA 的求解能力优于现有算法,同时可以实现较低的算法执

行时间开销. 
关键词: 服务质量路由;网络可靠性;链路分离路径;多约束路由;最优解 
中图法分类号: TP393   文献标识码: A 

随着多媒体实时业务的不断兴起和发展,网络的可靠性问题和服务质量(QoS)保障问题已经成为有线网络

和无线网络研究共同关注的热点和焦点[1−4].为通信的一个连接提供满足 QoS 约束的两条链路分离路径,一条

作主用,另外一条作备用,当主用路径故障后,将业务流迅速切换到备用路径上传输,被认为是同时提高网络可

靠性和 QoS 保障的重要方法[1−7].此外,寻找满足 QoS 约束的链路分离路径也是实现网络流量工程、负载均衡

和拥塞避免的重要手段. 
本文研究的多约束链路分离路径对(multi-constrained link-disjoint path pair 简称 MCLPP)问题[3],目的就是

要在通信的源和目的之间寻找满足多个 QoS 约束的链路分离路径对.当所求链路分离路径对变成单条路径

时,MCLPP 问题就退化为经典的多约束路径(multi-constrained path 简称 MCP)路由问题.然而,MCLPP 问题要比

MCP 问题复杂得多,原因是 MCLPP 问题除了要考虑路径的 QoS 约束以外,还要考虑路径间的结构关系.这里,
约束通常是指加性约束,因为在 QoS 的凹性(如带宽等)、加性(如延时、延时抖动等)和乘性(如丢包率等)3 种约

束中,加性约束处理起来最为复杂.当加性约束个数大于 1 时,QoS 路由就变成了 NP 问题[8,9]. 
近年来,QoS 约束下链路分离路径问题受到了研究者的广泛关注[1−7],然而大多数研究是针对单个 QoS 约 

束——延时(delay)展开的,旨在源和目的间找出一对链路分离路径,在满足 delay 约束的同时达到两条路径总的

花费 (cost)最小 .当给定的 delay 约束针对两条路径的端到端延时总和时 ,问题被称为 DCLDOP-I(delay 
constrained link disjoint optimal paths),当给定的 delay 约束针对路径对中每条路径的端到端延时时,问题被称为

DCLDOP-II.文献[1]对 DCLDOP-I 和 DCLDOP-II 问题进行了建模,证明了这两种问题同属于 NP 完全问题.文献

[4]针对 DCLDOP-I 问题提出了两种近似求解算法.文献[5]研究了总延时受限下的 k 条 cost 最小链路分离路径

问题.文献[6]提出了Min-Min问题,旨在求解两条满足QoS约束的分离路径且满足较短的路径 cost最小.文献[7]
通过求解总延时最小的链路分离路径对来解决单链路失效后的路由恢复问题. 

算法的有效性和精确性直接决定着可靠 QoS 路由的发展和部署.然而,现有关于 MCLPP 问题的算法[3]相对

较少且都不够完善,难以保证求得网络中客观存在的可行解.针对此问题,本文从对 MCLPP 问题最优解的性质

和构造形式分析入手,设计出了精确算法,可以保证求得任意网络中客观存在的 MCLPP 问题的最优解. 
文章的主要贡献如下:1) 深入分析了多约束链路分离问题最优解的性质和构造形式,在此基础上提出了精

确算法的设计原则;2) 依据 1)的结论,提出了针对 MCLPP 问题的精确算法 LIDOMPA(link-disjoint optimal 
multi-constrained paths algorithm);3) 为优化算法性能,在 LIDOMPA 的设计过程中,从解的构造形式、路径长度

等限制条件出发,提出了候选最优解、紧缩的约束向量和结构化的路径支配 3 种方法来降低算法的搜索空间和

复杂度;4) 理论分析并证明了 LIDOMPA 为求解 MCLPP 问题的精确算法;5) 首次对 MCLPP 问题的现有算法

DIMCRA[3]进行了实现,通过大量实验,对DIMCRA和本文所提算法LIDOMPA进行了比较,并讨论了LIDOMPA
在最坏情况下的算法执行时间.实验结果表明,本文所提算法比现有算法具有更好的求解能力,所用仿真时间开
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销较低. 
本文第 1 节给出 MCLPP 问题的数学描述和相关工作.第 2 节讨论 MCLPP 最优解的性质和构造形式,并给

出精确算法的设计原则.第 3 节介绍 LIDOMPA 算法的步骤和关键处理技术.第 4 节分析 LIDOMPA 是如何在降

低搜索空间的同时保证其精确性的.第 5 节通过实验对算法性能进行比较和分析.第 6 节对全文进行总结. 

1   问题描述及相关工作 

将网络表示为加权有向图 G(V,E),V 代表 G 中节点的集合,E 代表边的集合.u→v 表示 G 中节点 u 到 v 的一 

条加权有向边. ( )w u v→ 1 2[ ( ), ( ),..., ( )]mw u v w u v w u v= → → → 表示边 u→v 所带的 m 维加性权向量.s 和 t 分别代 
表源和目的节点.P 代表从 s 到 t 的一条路径,P 同时也代表了路径 P 上链路的集合.V(P)表示路径 P 上节点的集 

合.路径 P 的权向量为 1 2( ) [ ( ), ( ),..., ( )]mw P w P w P w P= ,其中 wi(P)表示 P 的第 i 维权重: 

 
( )

( ) ( ), 1i iu v P
w P w u v i m

→ ∈
→= ∑ ≤ ≤  (1) 

链路分离路径(link-disjoint paths). 若 a bP P∩ = ∅ ,则称 Pa 与 Pb 为链路分离路径. 

非线性长度(non-linear length)[10]. G 为 m 维加权有向图,给定约束向量 1 2[ , ,..., ]mC C C C= ,G 中路径 P 的 
非线性长度定义为 

 
1

( )( ) max i

i m
i

w Pl P
C

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠≤ ≤
 (2) 

式(2)中的非线性长度是一个被约束向量 C 归一化的路径长度,l(P)>1.0 表示路径 P 至少有 1 维权重不满足

C 的约束.本文的目的是寻找一对满足多约束的链路分离路径,故定义两条路径 Pa 和 Pb 的长度总和为 
 ( ) ( )a bl P l P+  (3) 

多约束链路分离路径对(MCLPP)问题. 给定 m 维加权有向图 G 和 m 维约束向量 1 2[ , ,..., ]mC C C C= (m≥

2 ) , M C L P P 问题的目的是在源 s 和目的 t 之间寻找一对路径 { P , P ′ } ,要求 P P′∩ = ∅ 且 ( )i iw P C≤ , 
( )i iw P C′ ≤ (1 i m≤ ≤ ). 

满足 MCLPP 问题要求的路径对{P,P′}称为 MCLPP 问题的可行解.在实际网络中,s 和 t 之间可能同时存在

多组可行解.而在路径选择时,往往希望选取路径总长最小的一组.当 l(P)+l(P′)为可行解中最小时,{P,P′}称为

MCLPP 问题的最优解,即多约束最短链路分离路径对. 
MCLPP 问题由 Guo[3]等人提出,作者证明了该问题为 NP 完全问题,分析强调了链路分离路径算法由 1 维

约束向多维约束扩展的难度 ,并给出了求解 MCLPP 问题的启发式算法 DIMCRA(link-disjoint multiple 
constraints routing algorithm)[3].到目前为止,关于 MCLPP 问题的算法相对较少,一种是 RF(remove-find)算法[3],
另一种是 DIMCRA 算法. 

RF 算法是求解 MCLPP 的最直观算法,步骤为:第 1 步在原图 G 上解出 s,t 间满足 C 的最短路径 P1;第 2 步

从 G 上删去 P1 的所有链路得到修正图 G′;第 3 步在 G′上找出 s,t 间满足 C 的最短路径 P2,若 P2 存在,(P1,P2)为
RF 算法的最终解,否则无解.RF 算法虽然能够保证所求解一定为链路分离路径,却难以保证获得任意网络中客

观存在可行解 .如图 1 所示 ,图 1(a)为 2 维加权有向网 

络, [7,7]C = .RF 第 1 步在图 1(a)上计算出最短路径为 sabt,其 
权向量为(5,4),非线性长度为 5/7.第 2 步从图 1(a)上删去 sabt
的链路得到如图 1(b)所示修正图.第 3 步因无法在图 1(b)上求

得 s 到 t 的 P2 路径,算法终止,返回无解.实际上,此例中满足 C
的最优解是存在的,即{sat,sbt},而 RF 算法并不能成功求解. 

DIMCRA 算法由单约束的链路分离路径算法 LBA(link- 
disjoint version of Bhandariís algorithm)[3]演化而来,对 RF 算法有了一定的改进.给定加权有向图 G(V,E)和约束

向量 C ,DIMCRA 的步骤为:第 1 步执行 SAMCRA(self-adaptive multi-constrained routing algorithm)[11]算法在 G

t

a

bs

(a) (b)

1,2
2,1

2,14,5

5,4

t

a

bs

5,4

4,5

 
Fig.1  A failed example of RF algorithm 

图 1  RF 算法无法求解的算例 
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上找到满足 C 的最短路径 P1,若 P1 不存在,算法终止;第 2 步将 P1 链路方向取反,并重置取反的链路权重为 0,即
w i ( v → u ) = 0 , 1≤ i≤m , ∀ ( u → v ) ∈ P 1 ,得到修正图 G ′ ;第 3 步在 G ′上执行 S A M C R A 寻找满足约束 
向量 2C 的最短路径 P2,若 P2 不存在,算法终止;第 4 步取 P1 和 P2 的并集 1 2P P∪ ,从中删去反向链路出现在 P1

上的 P2 链路和反向链路出现在 P2 上的 P1 链路,将余下的链路组成两条路径 1 2{ , }P P′ ′ ;第 5 步检查 1 2{ , }P P′ ′ 中的两

条路径,若路径 iP′ (i=1,2)不满足约束,则从 G′中删去 1( )i iP P P′ ′− ∩ 集合中的链路,得到新的修正图,返回第 3 步,
否则,算法停止. 

由于 DIMCRA 的第 2 步采用了反向零权重链路的方法代替了 RF 第 2 步的链路删除操作,在一定程度上

保持了网络的连通性,因而能够更好地解决 MCLPP 问

题.但是 DIMCRA 同样不能保证对任意结构的网络求解

客观存在的可行解.如图 2 所示,图 2(a)为原网络 G,约束 

向量 [6,6.5]C = .DIMCRA 第 1 步在图 2(a)上求得最短路 
径 P1=sbct.第 2 步将 P1 链路反向并置权重为 0,得到图

2(b)所示修正图.第 3 步在图 2(b)上再次运行 SAMCRA
求得最短路径 P2=scet.由于 1 2P P∩ = ∅ ,第 4 步所求链路

分离路径对为(sbct,scet).第 5 步,因 scet 的路径权向量 
(8,8)不满足 C ,故 { }scet scet sbct− ∩ 上的链路被删去,得 
到如图 2(c)所示修正图.然后返回第 3 步,在图 2(c)上求解

新的最短路径为 sabt. 1P sabt∩ = ∅ ,所以第 4 步所得链路

分离路径对为{sbct,sabt}.第 5 步,因 sabt 的路径权向量 
(11,7)不满足 C ,故删去 sabt− { }sabt sbct∩ 上的链路得到

如图 2(d)所示修正图,然后再返回第 3 步.由于无法在图

2(d)上求得 s到 t的路径,算法终止,返回无解.实际上,此例

中满足 C 的最优解存在,即{sbt,sct},而 DIMCRA 并未能成功求解. 
综上所述,MCLPP 问题的现有算法都不能保证对任意网络求得客观存在的可行解,原因是它们在求解过程

中有链路删除操作(如 RF 算法的第 2 步和 DIMCRA 算法的第 5 步),会破坏原网络的连通性,从而导致可行解的

丢失.针对此问题,本文对 MCLPP 问题进行了深入研究,提出了求解最优解的精确算法. 

2   MCLPP 问题精确算法的设计原则 

本节将研究 MCLPP 问题最优解性质和构造形式,并在此基础上讨论精确算法的设计原则. 

2.1   文中所用符号定义 

定义 1(P1 路径). P1 表示原始网络 G 上从源 s 到目的节点 t 之间满足约束 C 的最短路径. 
定义 2(修正图 G′). G′表示将 G 上的 P1 链路反向并置反向链路权重为 0 后的修正图. 

定义 3( 1P 路径). 1P 表示 P1 的反向路径,由 P1 的反向零权重链路组成. 
定义 4(零 P1 节点路径). 若 1( ) ( )V P V P∩ = ∅ ∗∗,称路径 P 为零 P1 节点路径. 

定义 5(零 1P 链路路径). 若 1P P∩ = ∅ ,称路径 P 为零 1P 链路路径. 

显然以下结论成立:a) 1 1( ) ( )V P V P= ;b) 1 1P P∩ = ∅ ;c) 若 P 属于零 1P 节点路径, P 必属于零 1P 链路路径. 
定义 6(P2 路径). P2 表示修正图 G′上从 s 到 t 的路径. 

定义 7(共用反向链路集合). 1 2 1 2 2 1( ) ( )P P P P P P= ∩ ∪ ∩ ,其中 2P 为 2P 的反向路径. 
定义 8(共用链路关联节点集合). ( )a bV P P∩ 表示与集合 a bP P∩ 中的链路直接关联的节点的集合. 

                                                             
∗∗ 本文用 1( ) ( )V P V P∩ = ∅ 表示,除源和目的节点外,P 和 P1 无其他共用节点. 
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Fig.2  A failed example of DIMCRA 
图 2  DIMCRA 无法求解的算例 
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定义 9( p 子路径和 p 子路径). p 表示 P1 路径上距 s 最近的出度大于 1 的节点与 s 间的 P1 的子路径; p

表示 P1 路径上距 t 最近的入度大于 1 的节点到 t 之间的 P1 的子路径. 
如图 3 所示,P1=sabcxyzt, p sabc= , p yzt= . 

定义 10(对称差子路径 SDSP:symmetric difference sub-paths). Pa 和 Pb 为 G′上从源 s 到中间节点 j 间 
的两条路径.若对称差集合 ( ) ( )a b a b b aP P P P P P⊕ = − ∪ − 上所有链路同属一个弱连通分支,则称由 Pa⊕Pb 上的链

路组成的两条路径 ( )a a a bP P P P= ∩ ⊕ 和 ( )b b a bP P P P= ∩ ⊕ 为 Pa 和 Pb 的对称差子路径. 
 如图 4 例所示,图 4(a)为子图 a bP P∪ ,图 4(b)为子图 Pa⊕Pb.Pa 和 Pb 的 SDSP(symmetric difference sub-paths)

为 aP cdt= , bP cet= . 

cb tzy

p sabc= p yzt=1P link node1P

xas

 
Fig.3  An example of p and p  subpaths 

图 3  p 子路径与 p 子路径示例 

s
e

d
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aP sbcdt=

bP sbcet=

t

a bP P⊕
(a) (b)

d
c

e

 
Fig.4  An example of symmetric difference sub-paths 

图 4  对称差子路径示例 

2.2   MCLPP最优解的性质、构造形式及精确算法的设计原则 

定理 1. 给定加权有向图 G,若节点对 ( , )s t 间 MCLPP 问题的最优解 * *
1 2{ , }P P 存在,则 * *

1 2 1{ }P P P∪ ∩ ≠ ∅ . 

证明:(反证法)假设 * *
1 2 1{ }P P P∪ ∩ = ∅ ,则 *

1 1P P∩ = ∅ 和 *
2 1P P∩ = ∅ 成立.因为 * *

1 2P P∩ = ∅ ,故 *
1 ,P *

2P 和

P1 两两链路分离.由于 P1 为最短路径,可得 * * *
1 1 2( ) ( ) ( ) ( )( 1,2)il P l P l P l P i+ < + = 成立.这与 * *

1 2{ , }P P 是最优解矛盾,
故假设不成立,定理 1 得证.  □ 

推论 1. 给定加权有向图 G,若节点对(s,t)间 MCLPP 问题的最优解 * *
1 2{ , }P P 存在,则 *

1 1P P∩ = ∅ ,当且仅当
*

2 1P P= 时成立( *
1P 和 *

2P 可以互换). 

证明:(必要性证明) *
1 1P P∩ = ∅ ,假设 *

2 1P P≠ ,则最优链路分离路径对为 *
1 1{ , }P P ,这与 * *

1 2{ , }P P 是最优解矛

盾,故假设不成立.将 *
1P 和 *

2P 互换,上述证明仍成立,故必要性得证. 

(充分性证明)因为 * *
1 2P P∩ = ∅ ,若 *

1 1P P= ,则 *
1 2P P∩ = ∅ 成立,将 *

1P 和 *
2P 互换,上述证明仍成立,充分性

得证.故推论 1 成立.  □ 
定理 1 和推论 1 表明了 MCLPP 的最优解 * *

1 2{ , }P P 的链路集合必然包含 P1 的部分或全部链路. 

定义 11(候选最优解 COS:candidate optimal solution). 给定加权有向图 G, 1 2{ , }P P′ ′ 为节点 s 到 t 间 MCLPP

问题的可行解,若 1 2 1{ }P P P′ ′∪ ∩ ≠ ∅ ,则称 1 2{ , }P P′ ′ 为 MCLPP 问题的候选最优解. 
记候选最优解集合为 Scos,可行解集合为 Sfeasible,显然 Scos⊆Sfeasible.结合定义 11,定理 1 和推论 1 实际说明了

只有 COS 才可能成为 MCLPP 问题的最优解.换句话说,要找到最优解,不必搜索所有可行解,只需构造完整的

COS 解集即可.因此,可以通过只构造 COS 的方法来降低最优解的搜索空间.由于 COS 必然包含 P1链路,故可用

P2 路径和 P1 来构造 COS,可能的构造形式由定理 2 给出. 
定理 2. 给定加权有向图 G,若 P2 可与 P1 构造 MCLPP 的 COS,P2 与 P1 必然满足以下 4 种结构关系之一: 

①: 1 2P P∩ = ∅ 且 1 2( ) ( )V P V P∩ = ∅ ;   ②: 1 2P P∩ = ∅ 且 1 2( ) ( )V P V P∩ ≠ ∅ ; 

③: 1 2P P∩ ≠ ∅且 1 2 1 2( ) ( ) ( )V P V P V P P∩ = ∩ ; ④: 1 2P P∩ ≠ ∅且 1 2 1 2( ) ( ) ( ).V P V P V P P∩ ≠ ∩  
定理 2 的证明见本文附录.图 5(a)~图 5(d)分别给出了定理 2 中 4 种关系的最简单结构示例.如图 5(a)所示,
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在①的结构上, 2 1P P∪ 可构成一对链路分离路径,因而最多存在 1 组 COS.在②的结构上, 2 1P P∪ 上的链路可构造 
2q 组不同的链路分离路径对,因而最多存在 2q 组 COS,其中 1 2( ) ( )q V P V P= ∩ ,|⋅|表示集合“⋅”中的元素个数.如图 

5(b)所示, 1 2( ) ( ) { }V P V P b∩ = ,可构成 21 组链路分离路径对,即{sabct,sbt}和{sabt,sbct}.在③的结构上,从集合

1 2P P∪ 中删除反向链路集合 1 2P P 中的链路,余下链路可构成一组链路分离路径对.结构④可通过从 1 2P P∪ 上

删除 1 2P P 中的链路转换为结构②进行处理.故定理 2 实际上给出了 MCLPP 问题最优解所有可能的构造形式. 

 
 
 
 
 

 
Fig.5  Examples of the possible structure relation between P1 and P2 

图 5  P1 与 P2 路径可能的 4 种结构关系示例 

定理 3. 若 P2 能与 P1 构造 COS,则 P2 路径的权向量满足 2( ) 2 [ ( ) ( )]w P C w p w p− +≤ . 
定理 3 的证明见本文附录.定理 3 实际上给出了可与 P1 链路构造成 COS 的 P2 路径的权向量上界.也就是

说,超出这个上界的 P2 不可能和 P1 组成最优解.由于找到所有的 COS 便可搜索到最优解,而 COS 又由 P1 和 P2

构成.因此,只要找到 P1 及所有可与 P1 构成 COS 的 P2 路径,便可得到最优解.为方便起见,此后文中出现的 P2 

均代表可与 P1 构成 COS 的路径,故 P2 必满足 a)是 G′上 s,t 间的路径且 b) 2( ) 2 [ ( ) ( )]w P C w p w p− +≤ . 
由本节分析可得 MCLPP 精确算法的设计原则如下:首先应计算最短路径 P1,然后找到能与 P1 构成 COS 

的所有 P2 路径组成的集合P,按照定理 2 的最优解的构造方法构造P上所有 COS,最后从 COS 中选取长度最短 

的一组解,即 MCLPP 问题的最优解. 

3   LIDOMPA 算法 

本节将给出 LIDOMPA 算法的步骤及步骤中搜索 P2 路径和降低 P2 搜索空间的关键技术. 

3.1   LIDOMPA的步骤 

给定 m 维加权有向图 G(V,E)和 m 维约束向量 C ,LIDOMPA 算法的步骤如下: 
第 1 步. 运行 SAMCRA 在图 G 上寻找从 s 到 t 满足 C 的最短路径 P1.若 P1 不存在,算法终止; 
第 2 步. 将 P1 上的所有链路反向,置反向后的链路权重为 0,得到修正图 G′; 
第 3步. 在G′上运行M-SAMCRA(modified-SAMCRA),计算(s,t)间满足紧缩的约束向量 2 [ ( )kC C w p′ = − +  
( )]kw p 的所有未被 SAND 支配掉的 P2 路径.记这些 P2 路径组成的路径集合为 S,若 S 为空,算法停止

∗∗∗. 

第 4 步. 将 S 按规则分类:

1 1

1 1

1 1 1

{ | and ( ) ( ) , }

{ | and ( ) ( ) , }

{ | and ( ) ( ) ( ), }
others

S P P P V P V P P S

S P P P V P V P P S

S P P P V P V P V P P P S
S

α

β

χ

δ

⎧ = ∩ = ∅ ∩ = ∅ ∈
⎪

= ∩ = ∅ ∩ ≠ ∅ ∈⎪
⎨

= ∩ ≠ ∅ ∩ = ∩ ∈⎪
⎪
⎩

 

第 5 步. 按下述A,B,C,D中的步骤分别搜索 Sα,Sβ,Sχ和 Sδ 4 个路径集合上的最优解,选择总长最短的一组作

为 MCLPP 问题的最终解. 
A� 1) 查找 Sα上长度最短的路径Pα;2) 检查Pα的长度,若Pα满足约束 C ,则(P1,Pα)为 Sα上的最优解,反之,Sα

                                                             

∗∗∗ ① M-SAMCRA 修正的 SAMCRA 算法,是本文根据 LIDOMPA 算法的需要,由 SAMCRA 算法修改而来,作用是搜索 P2 路径,

第 3.2 节中有相关介绍;② 紧缩的约束向量(constricted constraint vector,简称 CCV)的作用是依据定理 3 从路径长度方面对 P2 路径

的搜索空间进行降低;③ 结构化的路径支配(structure-aware non-dominance,简称 SAND)的作用是进一步降低 P2 的搜索空间. 

(a) (b) 

(c) (d)

s t s t

s t t

1P 2P Common node

a

b

c

s
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上无解; 
B� 1) 对任意 Pβ∈Sβ,利用 1P Pβ∪ 集合上的链路构造 1( ) ( )2V P V Pβ∩

对链路分离路径对,取总长度最小且满足约

束 C 的一组作为 Pβ与 P1构成的最优解;2) 从所有 Pβ与 P1构成的最优解中选择总长度最小的一组作为

Sβ上的最优解; 
C� 1) 对任意 Pχ∈Sχ,构造 1P Pχ∪ 并从 1P Pχ∪ 中删去集合 1P Pχ 上的链路,即 1 1( ) ( )P P P Pχ χ∪ − .用余下的

链路构成一对链路分离路径对{PΨ,Pτ}.若 PΨ和 Pτ均满足 C 的约束,则{PΨ,Pτ}为路径 Pχ与 P1 构成的

COS;2) 从所有 Pχ与 P1 构成的 COS 中选择总长度最小的一组作为 Sχ上的最优解; 
D� 1) 对任意 Pδ∈Sδ,进行 1 1( ) ( )P P P Pδ δ∪ − 的处理,用余下的链路组成B 中的结构(即定理 2②中所示结

构),故处理方法与B 中 1)的处理相同;2) 从所有 Pδ与 P1 构成的 COS 中选择总长度最小的一组作为 Sδ

上的最优解. 
上述算法步骤显然满足第 2 节所述精确算法的设计原则.其中的关键是第 3 步 P2 路径的计算,一方面,能否

找到所有 P2 决定着算法的精确性,另一方面,搜索 P2 的过程及 P2 的数量直接影响着算法的复杂性.为了完整求

解 P2 路径的集合并降低搜索空间,我们充分利用了 SAMCRA 算法的特点和路径支配(non-dominance)技术.由 
于传统的 SAMCRA 和 non-dominance 并不能直接运用于 LIDOMPA 算法中,本文对 SAMCRA 进行了修改,提
出了 Modified-SAMCRA,简称 M-SAMCRA,对 non-dominance 进行了修正提出了结构化的路径支配 SAND.下
面将详细介绍 M-SAMCRA 和 SAND 的提出原因及原理. 

3.2   M-SAMCRA 

M-SAMCRA 根据 MCP 问题的精确算法 SAMCRA 算法修改而来.SAMCRA 算法由 Mieghem 等人[11]提出,
作者在文献[12]中通过引入前向探测(look-ahead)方法对 SAMCRA 进行了优化和改进.SAMCRA 有以下几个特

点:a) 基于非线性长度,见第 1 节中的式(2);b) k-shortest path 特性,即在求解最短路径的搜索过程中,不仅可以得

到最短路径,也可以得到第 2 短路径,…,第 k 短路径;b) 采用 non-dominance 方法降低搜索空间和算法复杂度.
这些特点与我们搜索 P2 路径的要求很相似 ,但是 ,1) SAMCRA 只能返回最短路径 ;2) SAMCRA 采用的

non-dominance 虽可降低搜索空间,但会引起 P2 路径的丢失;3) SAMCRA 的终止条件是:当前队列中提取的节点

等于目的节点时算法终止,即找到最短路径算法就终止.因而 SAMCRA 不能直接用于 LIDOMPA 算法的第 3 步.
为此,本文对 SAMCRA 作了对应的 3 点修改:首先,修改了输出结果,使其返回值为所有满足要求的 P2路径集合;
第二,提出了结构化的路径支配(SAND)来替代传统的 non-dominance,确保在降低算法复杂度的同时,保证 P2 路

径不丢失;第三,将算法终止条件改为当队列 Queue[10]为空时算法终止. 

3.3   结构化的路径支配SAND 

在第 3.2 节的 M-SAMCRA 算法中,对 SAMCRA 所用的 non-dominance 方法也进行了修正.本节将分析必

须修正 non-dominance 的原因,给出修正后的结构化路径支配方法 SAND,并通过定理 4 证明 SAND 不会影响

LIDOMPA 算法的精确性.首先给出传统的 non-dominance 的方法. 
路径支配(non-dominance)[10]. 给定从源 s 到中间节点 j 之间的两条路径 Px 和 Py,如果 wi(Px)≤wi(Py)对所

有的 1≤i≤m 均成立,则 Py 可以被 Px 支配掉. 
Non-Dominance 是 SAMCRA 在搜索多约束最短路径中采用的搜索空间降低方法.如图 6 和图 7 中的例子

所示,若将 non-dominance 运用于 LIDOMPA 算法,会造成 P2 路径和 MCLPP 的 COS 的丢失,破坏算法的精确性. 

图 6(a)为原始网络, [6,6]C = ,路径 sabt 为 s 到 t 的最短路径 P1.图 6(b)为图 6(a)的修正图 G′.在 P2 的搜索过程中, 
在图 6(b)的节点 a 上,从 s 到 a 的路径 sca 的权向量为(3,2),sba 权向量为(4,3).若采用 non-dominance,sba 将被 sca
支配掉,节点 a 上不再保存路径 sba.这会导致 P2 路径 sbat 以及由 sbat 和 P1 构成的 COS{sat,sbt}的丢失,而
{sat,sbt}恰恰为图 6 例中的最优解.在图 7 所示例子中,若采用 non-dominance,在修正图图 7(b)上,子路径 sbac 会
被 sc 支配掉,从而导致 P2 路径 sbact 及由 sbact 和 sat 构成的最优解{sact,sbat}都被损失掉. 

上述两个算例说明,non-dominance 会造成 MCLPP 最优解的丢失,不能直接用于 LIDOMPA 算法.原因是传

统的 non-dominance 只考虑了路径间的权重大小关系,并未考虑路径间的结构关系.而在 MCLPP 问题中,路径间
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的结构关系是必须要考虑的因素.为实现 LIDOMPA 的精确性,本文对 non-dominance 的应用条件进行了限制,
提出了结构化的路径支配方法 SAND. 

 
 
 
 

Fig.6  Non-Dominance causes the loss of optimal solution of MCLPP, example-1 
图 6  Non-Dominance 造成 MCLPP 最优解丢失的算例-1 

 
 
 
 
 

Fig.7  Non-Dominance causes the loss of optimal solution of MCLPP, example-2 
图 7  Non-Dominance 造成 MCLPP 最优解丢失的算例-2 

结构化的路径支配 SAND. 给定从源节点 s 到中间节点 j 之间的两条路径 Px 和 Py,如果 wi(Px)≤wi(Py)对所

有的 1≤i≤m 均成立,且满足 Px 和 Py 的对称差子路径 xP 为零 1P 链路路径, yP 为零 P1 节点路径,那么 Py 可以被

Px 支配掉. 
定理 4. SAND 不会破坏 LIDOMPA 的精确性. 
定理 4 的证明见附录.证明过程同时表明,SAND 是通过不断舍弃仅能构造次优解的子路径来降低 2P 的搜

索空间和数目的. 

4   LIDOMPA 算法搜索空间降低和精确性保证的分析 

本文的目的是设计 MCLPP 问题的精确算法,算法精确性必然是首要目标,而算法复杂性也是决定算法设

计成败的关键因素.上一节已给出 LIDOMPA的步骤,本节将从理论上分析和讨论 LIDOMPA是如何在降低搜索

空间的同时实现其精确性的.LIDOMPA 第 1 步利用 SAMCRA 算法求解最短路径 P1,第 2 步得到修正图,第 3 步

求解所有未被 SAND 掉的 P2 路径,第 4 步、第 5 步利用 P2 和 P1 分情况构造 COS 并选取最优解,这已符合第 2
节精确算法的设计原则.在LIDOMPA设计中,通过引入以下 3个概念有效地保证了在不损伤算法精确性的前提

下对搜索空间的降低. 
1) COS. 定理 1 和推论 1 已表明,只有 COS 才有可能成为最优解.因而 LIDOMPA 采用了只构造 COS 的方

法,避免了搜索整个可行解空间,缩小了最优解的搜索范围.COS 概念的提出和采用,实际上是从最优解的结构

限制条件(最优解链路集合必含 P1 链路)入手,对最优解空间进行了有效压缩; 

2) CCV. 在 LIDOMPA 第 3 步采用了比 DIMCRA 第 3 步 2C 更紧的约束向量 2 [ ( ) ( )]k kC w p w p− + .定 

理 3 已表明 CCV 不会引起有效 P2 路径的损失.采用 CCV 约束,在 P2 的搜索过程中,超出 CCV 约束的子路径将

全被丢弃,这实际上是从路径长度限制入手,有效降低了 P2 的搜索和存储空间; 
3) SAND. 由SAND的定义可知,SAND是通过路径结构和权重两方面限制同时进一步降低P2搜索空间的.

定理 4 已经证明了 SAND 不会破坏 LIDOMPA 的精确性. 
定理 5. LIDOMPA 是求解 MCLPP 问题的精确算法. 
证明:算法的设计原则、算法步骤以及所采用的搜索空间降低方法都保证了 LIDOMPA 的精确性,因而

LIDOMPA 是求解 MCLPP 问题的精确算法.  □ 

下面仍以图 2(a)所示网络为例说明 LIDOMPA 的运行步骤及结果并分析搜索空间降低的过程.约束 C 同样
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取[6.5,6],目的是在 s 和 t 之间寻找满足 C 的链路分离最短路径对.若运行 LIDOMPA,第 1 步和第 2 步的结果与

DIMCRA 相同,如图 2(a)和图 2(b)所示.图 8(a)~图 8(i)给出了 LIDOMPA 第 3 步的详细处理过程.图 8 中节点附

近的小方框代表存储路径的队列,框内数值代表路径的非线性长度.当路径由函数 EXTRACT_MIN[11,13]从队列

(白色小框表示)中提取出来作当前处理路径时,对应小框就被染成灰色.有灰色线条发出的灰色小框为当前选

取路径.灰色带箭头线条表示当前节点向邻居节点传播路径信息.被斜线划掉的灰色小框代表被舍弃掉的路 
径 .LIDOMPA 算 法 第 3 步 计 算 得 到

C′ = 2 [ ( )C w sb− + ( )]w ct =[10,10].在图 8(b)
上,节点 a 将 s 到达自己的路径 sa 通告给节

点 b 和 f,因为 l(saf)=1.1>1.0,故 saf 被节点 f
舍弃,相同的优化处理在图 8(f)上也有发生.
图 8(f)中,因为 l(sabt)>1.0,sabt 被舍弃.在图

8(c)上,scb权向量小于 sab,但因 scb含有 1P 链

路 ,scb 并未被 sab 支配掉 (若采用传统的

non-dominance,scb会被 sab支配掉).在图 8(d)
上 ,节点 b 将 scb 通告给 s,因为发生了环

路,scbs 被支配掉.同理,图 8(f)上的 sabs 也被

优化掉 . 在图 8(e) 上 , 因为 ( ) (8,6),w sde =  

( ) (7,5)w sce = 且它们的差分子路径 sde 为零

P1 节点路径,sce 为零 1P 链路路径,故 sde 被

sce 支配掉了.在图 8(h)和图 8(i)中,因为当前

提取的路径均在目的节点上,故路径 scet 和

scbt 被放到路径集合 S 中.在图 8(i)中,队列被

提取为空(即所有小框均被染灰),故 P2 路径

搜索完毕.LIDOMPA 第 4 步将 scet 划分到子

集 Sβ中,将 scbt 划分到子集 Sχ中.第 5 步,对于

Sβ,scet与 P1路径 sbct可构成两对链路分离路

径对 {sbct,scet} 和 {sbcet,sct}. 由于 scet 和

sbcet 不满足约束 C ,{sbct,scet}和{sbcet,sct}
都不为 COS,所以路径集合 Sβ上无解.对于 Sχ

上的 scbt, 1 1( ) ( )scbt P scbt P∪ − 操作后剩余

的链路构成一对分离路径对{sbt,sct},经检

验,sbt 和 sct 均满足 C ,所以{sbt,sct}为 Sχ上的

最优解,故选择{sbt,sct}为 LIDOMPA 的最终

解.显然,LIDOMPA 所求的{sbt,sct}本身就是

图 2(a)网络上的最优解. 
在同样的拓扑和约束下,如图 2 例所述, 

DIMCRA 调用了 4 次 SAMCRA 算法也未能

求得可行解 .该算例表明 ,LIDOMPA 能在

DIMCRA 无法求解的情况下求得最优解.此
外,G′上 s,t 间客观存在 5 条路径,LIDOMPA
的第 3 步通过优化只保留了 2 条 P2路径而未

失最优解.因此,该算例也展示了 LIDOMPA
通过 CCV 和 SAND 等方法有效地降低了 P2

的搜索空间和数目而不失算法的精确性. 
Fig.8  An example of LIDOMPA 

图 8  LIDOMPA 算例 

[10,10]C′ =

s

a

b

c

t

ed

0,0

1,3

4,2

5,1

3,3
5,2

3,4

3,1

8,1

0,0

0,0

f
2,13,5

0.0

0.3

0.5

0.4

s

a

b

c

t

ed

0,0

1,3

4,2

5,1

3,3
5,2

3,4

3,1

8,1

0,0

0,0

f
2,13,5

0.3

0.5

0.4

0.6

1.1

0.0

(a) Step 3
1 2

(b) Step 3

s

a

b

c

t

ed

0,0

1,3

4,2

5,1

3,3
3,4

3,1

8,1

0,0

0,0

f
2,13,5

0.3

0.5

0.4

0.6
0.4

0.7

5,2

s

a

b

c

t

ed

0,0

1,3

4,2

5,1

3,3
3,4

3,1

8,1

0,0

0,0

f
2,13,5

0.3

0.5

0.4

0.6
0.4

0.7

5,2

0.4

0.90.0 0.0

s

a

b

c

t

ed

0,0

1,3

4,2

5,1

3,3
3,4

3,1

8,1

0,0

0,0

f
2,13,5

0.3

0.5

0.4

0.6
0.4

0.7

5,2

0.90.0
0.6 1.1

s

a

b

c

t

ed

0,0

1,3

4,2

5,1

3,3
3,4

3,1

8,1

0,0

0,0

f
2,13,5

0.3

0.5

0.4

0.6
0.4

0.7

5,2

0.90.0

s

a

b

c

t

ed

0,0

1,3

4,2

5,1

3,3
3,4

3,1

8,1

0,0

0,0

f
2,13,5

0.3

0.5

0.4

0.6
0.4

0.7

5,2

0.90.0

0.8

0.8
s

a

b

c

t

ed

0,0

1,3

4,2

5,1

3,3
3,4

3,1

8,1

0,0

0,0

f
2,13,5

0.3

0.5

0.4

0.6
0.4

0.7

5,2

0.90.0
0.8

S={scet}

3 4

5 6

87

(c) Step 3 (d) Step 3

(e) Step 3 (f) Step 3

(g) Step 3 (h) Step 3

s

a

b

c

t

ed

0,0

1,3

4,2

5,1

3,3
3,4

3,1

8,1

0,0

0,0

f
2,13,5

0.3

0.5

0.4

0.6
0.4

0.7

5,2

0.90.0
0.8

s

a

b

c

t

ed

2,1

1,3

4,2

5,1

3,3
3,4

3,1

8,1

1,2

1,1

f
2,13,5

5,2

S={scet,scbt}

9

(i) Step 3 (j) Step 4 and Step 5



 

 

 

熊轲 等:多约束最短链路分离路径精确算法 1753 

5   实验结果与分析 

第 5.1 节将通过大量实验对 LIDOMPA 和 DIMCRA 作进一步比较.第 5.2 节将讨论 LIDOMPA 算法在最坏

情况下的执行时间开销,第 5.3 节将通过实验验证算法所采用的降低搜索空间方法的有效性.本节实验拓扑全

部采用文献[14]的 RGU 模型生成,RGU(random graph with uniformly distributed link weight)图的节点数用 N 表

示,链路密度ρ取值为 0.2.拓扑中每条链路都带有 m 维的加性权重,每维权重均服从[0,1]上的均匀分布.实验所用

计算机 CPU 主频为 1.9GHz,内存为 1G. 

5.1   LIDOMPA与DIMCRA算法的比较 

取 N 为 10,25,50,100,150,200,250,300,350,400,450,500,550,600,700,800,900 和 1000,Ci=1(1≤i≤m),在 m=2
和 m=3 的条件下分别进行实验.每个 N 上生成 104 个 RGU.每个 RGU 上运行 LIDOMPA 和 DIMCRA 各 1 次.
图 9 给出了两种算法在每个 N 上的成功求解次数.结果显示,无论 m=2 或 m=3,LIDOMPA 的求解成功率都明显

高于 DIMCRA.关于 LIDOMPA 的精确性已经通过理论得到论证.精确算法是指只要最优解客观存在,就可求得.
因为随机生成的 RGU 上很多情况下本身就不存在 MCLPP 的可行解,故图 9 中的求解成功率并不总为 100%.
图 10 给出了两种算法在每个 N 上的 104 个 RGU 中所求解的平均总长度.结果显示,LIDOMPA 所求解的平均总

长度明显小于 DIMCRA 所求解的平均总长度,即 LIDOMPA 所求解优于 DIMCRA.图 11 给出了两种算法的平

均执行时间开销.结果显示,LIDOMPA 的时间开销略高于 DIMCRA.这是因为要实现算法的精确性,往往需要以

增加一定的复杂性为代价. 
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Fig.9  Comparison of the success ratio            Fig.10  Comparison of the average length 

of obtaining solutions                          of the obtained solutions 
图 9  算法求解成功率比较                   图 10  算法所求解的平均长度比较 
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Fig.11  Comparison of running time 
图 11  算法求解运行时间比较 

5.2   最坏情况下,LIDOMPA算法的执行时间 

在以下的实验中,设置 Ci=N,1≤i≤m.即所生成 RGU 上的源、目的间的所有路径均满足约束 C ,对应 G′上
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的源、目的间所有的路径也都满足 C′ .这种情况已可视为最坏情况.下面的实验将讨论在最坏情况下 LIDOMPA
运行时间开销随 N 和 m 变化的情况. 
5.2.1   N 对算法执行时间的影响 

图 12 给出了每个 N 上 LIDOMPA 的平均求解时间开销.结果显示,算法运行时间随网络节点数 N 的增加而

不断增长.这是因为,N 越大,通信节点间的路径连接越复杂、数目越多.然而,即使在 m=3,N=1000 的情况下,算法

的时间开销也未超过 1.5s. 
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Fig.12  Variation of the running time with N 
图 12  平均求解时间随 N 的变化情况 

5.2.2   m 对算法执行时间的影响 
图 13 给出了不同 m 上 LIDOMPA 的平均运行时间开销.结果显示在相同 N 下,m 对算法执行时间的影响并

不是很大.在 m=20,N=500 的条件下,算法时间开销也未超过 1.8s. 
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Fig.13  Variation of the running time with m 
图 13  平均求解时间随 m 的变化情况 

5.3   算法所用降低搜索空间方法的有效性验证 

文献[15]给出了 s和 t之间路径数上界为⎣e(N−2)!⎦,其中 2.718e .图 14(a)和图 14(b)分别统计了m=2和m=3
条件下,LIDOMPA 在不同 N 上的 104 个 RGU 中未被 SAND 掉的 P2 路径数目的最大值 kmax 和平均值 kavg.可以

看出 kmax和 kavg均随N的增长呈线性增长.图 15(a)和图 15(b)分别统计了在m从 2增长到 20的情况下,LIDOMPA
在不同 N 上的 104 个 RGU 中所求得的 P2 路径数目的最大值 kmax 和平均值 kavg,可以看出,N 值越大,kmax 和 kavg

越大.但在相同的 N 上,随着 m 的增长,kmax 和 kavg 并没有明显的增长.本节中,k 的变化趋势与第 5.2 节时间开销

的增长趋势相似,这正好验证了 P2 路径的数目直接影响 LIDOMPA 算法的复杂性的结论.图 14 和图 15 的结果

还表明 kmax<<⎣e(N−2)!⎦,即未被 SAND 后的 P2 路径的数目远远小于⎣e(N−2)!⎦.这验证了本文针对 LIDOMPA 算

法所提出的搜索空间降低方法对算法复杂度的降低很有效的结论. 

R
un

ni
ng

 ti
m

e 
(m

s)
 

R
un

ni
ng

 ti
m

e 
(m

s)
 



 

 

 

熊轲 等:多约束最短链路分离路径精确算法 1755 

 

200 400 600 800 1 000
0

100

200

300

400

500

600

N

k a
vg

 

200 400 600 800 1 000
0 

500 

1000 

1500 

2000 

N 

k m
ax

 

m=2
m=3

m=2 
m=3 

(a) (b)  

Fig.14  (a) Variation of kmax with N, (b) Variation of kavg with N 
图 14  (a) kmax 随 N 的变化情况,(b) kavg 随 N 的变化情况 
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图 15  (a) kmax 随 N 的变化情况,(b) kavg 随 m 的变化情况 
上述这些实验说明,LIDOMPA 算法求解性能优于现有算法,且算法所采用搜索空间降低方法有效地实现

了算法复杂度的降低.据文献[16]所述,路径预计算是高速网络中用于实现 QoS 路由的重要方法.本节的实验结

果表明,即使在最坏情况下,LIDOMPA 算法的时间开销也能够满足路径预计算的要求.因此 LIDOMPA 算法实

现了可接受的复杂度,是一种可行的可靠 QoS 路由算法. 

6   总  结 

本文对 MCLPP 问题进行了研究,针对现有算法不能对任意网络求得客观存在的可行解的问题,提出了精

确求解算法 LIDOMPA.本文分析了 MCLPP 问题最优解的性质与构造方法,提出了候选最优解、紧缩的约束向

量以及结构化的路径支配等方法,可以在不影响算法精确性的前提下,有效降低算法搜索空间.大量实验结果表

明,本文所提算法的求解能力比现有算法有明显的提高,且实现了较低的算法复杂度. 
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附录 

定理 2 证明:任给 G′上从 s 到 t 的一条路径 P,P 和 1P 间的结构关系可按有无公共链路和公共节点的关系

加以分类,分类的结果可由图 16 中的层次结构表示.根据定义,P2 属于 P 的集合,P2 和 1P 间的关系也必然属于图

16 所示的 4 种情况.因为 1 1( ) ( )V P V P= ,可由图 5 中的分类得出定理 2 中的 4 种关系.故定理 2 成立. □ 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.16  Possible structure relation between P and 1P  

图 16  P 和 1P 间可能的结构关系 

定理 3 证明:因为 P2 与 P1 的结构关系必然属于定理 2 所述 4 种之一.将①和②归为一组,即 1 2P P∩ = ∅ ,将

③和④归为一组,即 1 2P P∩ ≠ ∅ .假设 1 2{ , }P P′ ′ 为 P2 与 P1 构成的一组 COS,则 1( )w P C′ ≤ , 2( )w P C′ ≤ .当 1 2P P∩ = ∅

时, 1 2{ , }P P′ ′ 由 P1 与 P2 的全部链路组成,即 1 2 1 2P P P P′ ′∪ = ∪ .故, 
 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) 2k k k k kw P w P w P w P C′ ′+ = + ≤ (1 k m≤ ≤ ) (4) 

因此, 
 2 1( ) 2 ( )k k kw P C w P−≤  (5) 

1( ) ( )V P V P∩ = ∅1( ) ( )V P V P∩ ≠ ∅

1P P∩ = ∅

1 1( ) ( ) ( )V P V P V P P∩ = ∩ 1 1( ) ( ) ( )V P V P V P P∩ ≠ ∩

Structural relation between P  and 1P

(i) (ii) (iii) (iv)

1P P∩ ≠ ∅
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当 1 2P P∩ ≠ ∅ 时, 1 2{ , }P P′ ′ 由 1 2 1 2( ) ( )P P P P∪ − 集合上的链路组成,由于 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )P P P P P P P P P P P P′ ′ ′ ′∪ = ∪ ∪ = ∪ ∪ ∩ ∪ ∩ , 
所以式(6)成立. 
 1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k k kw P w P w P w P w P P w P P′ ′+ = + + ∩ + ∩  (6) 

根据 G′和 2P 的定义可知 1 2( ) 0kw P P∩ = ,代入式(6)有 

 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )k k k k kw P w P w P w P w P P′ ′+ = + + ∩  (7) 

成立.因而可得 

 2 1 2 1 2 1 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )k k k k k k kw P w P w P w P P w P C w P P w P′ ′= + + ∩ − + ∩ −≤  (8) 

结合式(5)和式(8)可得,无论 P2 与 P1 有结构关系如何,若 P2 能与 P1 构造 COS,P2 路径的权向量总满足: 

 2 1 2 1( ) 2 ( ) ( )k k kw P C w P P w P+ ∩ −≤  (9) 
令 pϕ为 p 与 p 间 P1的子路径,则 1P p p pϕ= + + .所以, 1( ) ( ) ( ) ( )k k k kw P w p w p w pϕ= + + .由于 p 与 p 的

链路不可能出现在 P2 上, 1 2P P∩ 的最大值只能等于 pϕ,故 1 2( ) ( )k kw P P w pϕ∩ ≤ .将上述结论代入式(9)可得: 

 2( ) 2 ( ) [ ( ) ( ) ( )]k k k k kw P C w p w p w p w pϕ ϕ+ − + +≤  (10) 

整理得 2( ) 2 [ ( ) ( )]k k kw P C w p w p− +≤ (1 )k m≤ ≤ 成立.故定理 3 得证. □ 

定理 4 的证明: xP 为零 1P 链路路径,则 1xP P∩ = ∅ .假设 Px 是以 Px 为子路径的一条 P2 路径,根据定理 2,对

最优解构成形式的分析, xP 链路会被完全包含在 Px 与 P1 构成的 COS 的链路集合中.因而,Px 和 P1 构成的 COS

可以被分为两类,记为集合M和 A ,满足 Px 和 P1 构成的 COS{P1x,P2x}中,若 P1x 和 P2x 任意一条路径包含 xP 上

所有链路,则 1 2{ , }x xP P ∈M ,若 P1x 和 P2x 均含有 xP 的部分链路,则 1 2{ , }x xP P ∈A .假设 py 是以 Py 为子路径的一条

P2 路径, 1 2{ , }P P′ ′ 是由 Py 和 P1 构成的 COS.由于 yP 为零 P1 节点路径, yP 链路必然被 1 2{ , }P P′ ′ 中的一条路径完全包

含.不失一般性,假设 yP 链路全部被 2P′ 包含,因为 xP 和 yP 是位于相同节点间的子路径,将 1 2{ , }P P′ ′ 中 2P′ 上的 yP 链

路替换为 xP 链路,可得新的 COS 1 2{ , }P P′ ′′ ,且必定满足 1 2{ , }P P′ ′′ ∈M .因为 ( ) ( )i x i yw P w P≤ ,根据对称差子路径定义

易推得 ( ) ( )i x i yw P w P≤ ,所以 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )l P l P l P l P′ ′′ ′ ′+ +≤ .也就是说, 1 2{ , }P P′ ′′ 优于 COS 1 2{ , }P P′ ′ .上述分析说明,任给

一个由 Py 和 P1 构成的 COS 1 2{ , }P P′ ′ ,在M中都有优于 1 2{ , }P P′ ′ 的 COS 1 2{ , }P P′ ′′ 存在.若 Py 被 Px 支配掉,仅损失掉了

py 和 1 2{ , }P P′ ′ ,而更优的 COS 1 2{ , }P P′ ′′ 并未损失.因此,用 Px 支配掉 Py 并不会影响 LIDOMPA 算法的精确性. □ 
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