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Abstract:  Packing problems form an important class of NP-hard problems. In order to solve the weighted 3-set 
packing problem, this paper converts the problem to the weighted 3-set packing augmentation problem, and mainly 
works on how to construct a maximum weighted (k+1)-packing based on a maximum weighted k-packing. This 
paper gives a theoretical study on the structure of the problem and presents a deterministic algorithm of time 
O*(10.63k) with color-coding, which significantly improves the previous best result O*(12.83k). After further 
analyzing the structure of the problem and based on the set dividing method, the above result can be further reduced 
to O*(7.563k). 
Key words:  weighted 3-set packing; weighted 3-set packing augmentation; color-coding 

摘  要: Packing 问题构成了一类重要的 NP 难问题.对于加权 3-Set Packing 问题,把问题转化成加权 3-Set Packing 
Augmentation 问题进行求解,即主要讨论如何从一个已知的最大加权 k-packing 求得一个权值最大的(k+1)-packing.
通过对问题结构的分析,结合Color-Coding技术,首先给出了一种时间复杂度为O*(10.63k)的参数算法,极大地改进了

目前文献中的最好结果 O*(12.83k).通过对(k+1)-packing 结构的进一步分析,利用集合划分技术将上述结果降到

O*(7.563k). 
关键词: 加权 3-set packing;加权 3-set packing augmentation;color-coding 
中图法分类号: TP301   文献标识码: A 

在复杂性理论中,Packing 问题是一类重要的 NP 难问题,在调度和代码优化等领域有着重要的应用.其中,
加权 3-Set Packing问题是一个重要的NP完全问题.本文主要讨论该问题的参数算法设计.下面先给出几个主要

问题的定义[1−3]. 
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首先假设本文用到的元素都来自集合 U. 
问题 1. Set Packing:给定一个含有 n 个集合的集合簇 S,寻找 S 的一个最大子集 S′,使 S′中的任何两个集合

之间没有公共元素. 
问题 2. (参数化)加权 3-Set Packing:给定一个序对(S,k),其中,S 含有 n 个带权值的集合,每个集合包含 3 个元

素,k 是一个整数.目标是构造一个权值和最大且含有 k 个集合的 packing,如果找不到,则返回不存在. 
问题 3. 加权 3-Set Packing Augmentation:给定一个序对(S,Pk),其中,S含有 n个带权值的集合,每个集合含有

3 个元素,Pk 是 S 中一个权值和最大的 k-packing.目标是构造一个权值最大且含有 k+1 个集合的 packing,如果找

不到,则返回不存在. 
近年来,人们对加权 m-Set Packing 问题(每个集合包含 m 个元素)进行了大量的研究. 
从近似算法角度,文献[4,5]都使用局部查找技术对加权 m-Set Packing 问题进行分析,得到了相同的近似率

m−1+ε.基于局部改进技术,文献[6]提出了一种近似率为(m+1)/2 的近似算法. 
参数计算理论被有效利用来求解加权 m-Set Packing问题.文献[7]给出了一种时间复杂度为 O*(12.8mk)的参

数算法(本文中,我们用 O*(f(k)表示界 O(f(k)nO(1))). 
对于 m-Set Packing 问题,当 m=2 时,2-Set Packing 与无向图的最大匹配问题等价.当 m=3 时,3-Set Packing

问题是一个重要的 NP 完全问题,人们针对该问题进行了大量的研究.文献[3]证明了 3-Set Packing 问题是固定

参数可解的,并给出了一种时间复杂度为 O*((3k)!(3k)9k+1)的参数算法.文献[8]把 3-Set Packing 的时间复杂度降

到 O*((5.7k)k).文献[9]给出了一种时间复杂度为 O*(10.883k)的随机算法,其确定性算法的时间复杂度为 O*(2O(k)),
可以推得 ,该确定性算法的时间复杂度至少为 O*(320003k).文献 [10]给出了一种时间复杂度至少为

O*(12.673kT(k))的算法,其中,T(k)是动态规划算法的运行时间(基于现在的技术,T(k)至少为 O*(10.43k)).文献[11]
基于随机分治法给出了一种时间复杂度为 O*(163k)的确定化参数算法.文献[1]利用局部贪婪和着色技术给出了

一种时间复杂度为 O*(4.613k)的确定性算法.文献[12]利用局部贪婪和随机分治法给出了一种时间复杂度为

O*(3.523k)的确定性算法,这个结果是当今 3-Set Packing 问题确定性算法的最佳结果. 
对于加权 3-Set Packing 问题,除了利用文献[7]给出的结果得到时间复杂度为 O*(12.83k)算法以外,目前还没

有系统的方法对该问题进行求解.本文从加权 3-Set Packing 问题的结构特性出发进行有效参数算法的设计,主
要讨论怎样从一个已知的最大加权 k-packing求得一个权值最大的(k+1)-packing,以此来求解加权 3-Set Packing
问题.通过对问题结构的进一步分析,使用 Color-Coding 技术得到了一个时间复杂度为 O*(10.63k)的参数算法.
通过对(k+1)-packing 的结构进一步进行分析,并使用集合划分技术给出了时间复杂度为 O*(7.563k)的参数算法.
该结果与文献中的最好结果 O*(12.83k)相比有了极大的改进. 

1   相关术语和引理 

在给出求解加权 3-Set Packing 的参数算法之前,先给出一些相关术语和引理. 
引理 1. 对于任意的常数 c>1,加权 3-Set Packing Augmentation 问题可以在 O*(ck)时间内被求解,当且仅当

加权 3-Set Packing 问题能够在 O*(ck)时间内被求解. 
证明:充分性证明.假设加权 3-Set Packing 问题可以在 O*(ck)时间内被算法 A 求解.对于加权 3-Set Packing 

Augmentation 问题的任一个实例(S,Pk),如果 S 中存在(k+1)-packing,调用算法 A 求解权值最大的(k+1)-packing,
时间复杂度为 O*(ck+1)=O*(ck).因此,加权 3-Set Packing Augmentation 问题可以在 O*(ck)时间内被求解. 

必要性证明.假设加权 3-Set Packing Augmentation 问题可以在 O*(ck)时间内被算法 B 求解.对于加权 3-Set 
Packing 问题的一个实例,首先在 S 中选择权值最大的一个集合作为权值最大的 1-packing P1.对于每个实例

(S,Pi),调用算法 B 在 S 中寻找权值最大的(i+1)-packing.如果对于实例(S,Pi)i≤k−1,算法 B 找不到一个(i+1)- 
packing,那么 S 中就不存在最大加权 k-packing;相反地,算法 B 将为实例(S,Pk−1)找到相应的最大加权 k-packing.
整个过程的时间复杂度为 O*(c1)+O*(c2)+…+O*(ck−1)=O*(ck).因此,加权 3-Set Packing 问题可以在 O*(ck)时间内

被求解. □ 



 

 

 

888 Journal of Software 软件学报 Vol.21, No.5, May 2010   

 

由引理 1 可知,加权 3-Set Packing 问题与加权 3-Set Packing Augmentation 问题的复杂度相同.因此,降低加

权 3-Set Packing Augmentation 问题的复杂度是我们的目标. 
本文将有效利用 Color-Coding 技术来设计加权 3-Set Packing 问题的参数算法.下面先给出与 Color-Coding

相关的定义和引理. 
文献[13]首次提出了 Color-Coding技术.假设 B是包含许多元素的集合,B的一种着色是一个映射,这个映射

把 B 映射到自然数集{1,2,…},用 h 种颜色对 B 进行着色就是把 B 映射到{1,2,…,h}.对于一种着色 f 和 B 的一个

子集 B1,如果 B1 中的任意两个元素都没有被着上相同的颜色,那么称 B1 被 f 正确着色.假设存在一个着色方案

C,使得对于 B 中的任意一个含有 h 个元素的子集,C 中总有一个 h 着色把该子集正确着色,就说 C 是一个用了 h
种颜色的着色方案. 

下面引入文献[1]中关于 Color-Coding 的一个重要引理. 
引理 2. 对于任意有限集 B 和整数 h,存在一个 h 种颜色的着色方案 C.对于集合 B,C 含有 O*(6.1h)个对 B

的 h 着色,而且 C 可在 O*(6.1h)时间内被构造. 

2   基于 Color-Coding 的加权 3-Set Packing 参数算法 

在本节中,我们将充分利用 Color-Coding和动态规划技术来设计加权 3-Set Packing Augmentation 问题的参

数算法. 
对于加权 3-Set Packing Augmentation 问题的一个实例(S,Pk),其中,Pk 是 S 中权值最大的 k-packing.首先把 S

分成 S1,S2 两部分,具体过程如下: 
对于 S 中的每一个集合ρ,如果ρ与 Pk 中的每个集合都没有公共元素,则将其放入 S1 中,否则将其放入 S2 中. 
本文求解加权 3-Set Packing Augmentation 问题的算法思想是:把 S 分成 S1 和 S2 两部分.在 S1 中寻找一个权

值最大的集合,再加上 Pk 中的 k 个集合,即可构造一个(k+1)-packing,记为 PW1,该过程可在多项式时间内完成.
运用 Color-Coding 和动态规划技术在 S2 中找到权值最大的(k+1)-packing,记为 PW2.返回 PW1 和 PW2 中权值较

大的一个. 
对于实例(S,Pk),用 kPU 表示 Pk 包含 U 中的元素,用

1kPU
+
表示 Pk+1 包含 U 中的元素,用集合

2 kS PU − 表示 S2−Pk 

中的元素. 
首先,给出以下引理: 
引理 3. 对于加权 3-Set Packing Augmentation 问题的一个实例(S,Pk),其中,Pk 是 S 中权值最大的 k-packing,

如果 S 中存在(k+1)-packing,则权值最大的(k+1)-packing 是 PW1 和 PW2 中的权值较大者. 
证明:S 被分成了 S1 和 S2 两部分.由 S1 中的集合和 Pk 构造的所有(k+1)-packing 中,PW1 是权值最大的一个

(k+1)-packing,PW2 是 S2 中的一个权值最大的(k+1)-packing.假设 PW2 的权值小于等于 PW1 的权值,则需要证明

的是,PW1 是 S 中权值最大的(k+1)-packing. 
假设 S 存在一个由 S1 中的集合和 S2 中的集合共同构造的(k+1)-packing P,且假设对于 P 中所有属于 S1 的

集合,ρ是权值最大的一个.显然,P−ρ是一个 k-packing.由于 Pk 是 S 中一个权值最大的 k-packing,故 P−ρ的权值不

会大于 Pk 的权值.因此,由 Pk 和ρ构造的(k+1)-packing 的权值大于等于 P.由已知可得,在由 S1 中的集合和 Pk 构

造的所有(k+1)-packing 中,PW1 是权值最大的一个(k+1)-packing.因此,Pk+ρ的权值不会大于 PW1,故可得 PW1 是

S 中权值最大的(k+1)-packing.对于当 PW2 的权值大于 PW1 的情况,证明过程类似. □ 
剩下的问题就是怎样在 S2 中寻找一个权值最大的(k+1)-packing.首先给出以下引理. 
引理 4. 对于加权 3-Set Packing Augmentation 问题的实例(S2,Pk),其中,Pk 是 S2 中的权值最大的 k-packing. 

假设 S2 存在 Pk+1,则 Pk+1 中的每个集合至少包含
kPU 中的 1 个元素,即

1kPU
+
至少包含 k+1 个

kPU 中的元素. 

证明:在把 S 分成 S1,S2 两部分的过程中,如果 S 中某集合ρ与 Pk 之间有公共元素,则将其放入 S2 中,故 S2 中 
的每个集合至少包含

kPU 中的 1 个元素.因此,如果 S2 存在 Pk+1,则该 Pk+1 中的每个集合至少包含
kPU 中的 1 个元

素,即
1kPU

+
至少包含 k+1 个

kPU 中的元素. □ 
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由引理 4 可知,每一个 S2 中的(k+1)-packing 至少包含了 k+1 个
kPU 中的元素.因为

1kPU
+
总共有 3k+3 个元素,

所以那些在
1kPU

+
中出现但不在

kPU 中出现的元素的个数最多为 2k+2.用 Color-Coding 技术在
2 kS PU − 中寻找这最

多 2k+2 个元素,同时引入另外 3k 种颜色对
kPU 中的 3k 个元素着色.这样,对于着色方案中的每一个着色,用到的 

总的颜色数为 5k+2.基于上面的着色,我们将有效运用动态规划技术在 S2 中寻找一个权值最大的(k+1)-packing. 
首先给出算法中要用到的几个符号表示.对于一个 packing P 和着色 f,如果 P 中任意两个元素都没有被着

上相同的颜色,则称 P 被 f 正确着色,用 cl(P)表示 packing P 用到的颜色集合. 
用动态规划在 S2 中求最大加权(k+1)-packing 的算法思路如下:着色方案中的每一个着色 f 用了 5k+2 种颜

色对 S2 中的元素进行了着色,用集合 Q1 保存动态规划过程中可能产生的颜色集.对于 Q1 中的 packing C 和 S2

中的集合ρi,如果 cl(C)和 cl(ρi)没有相同颜色,则产生一个新的 packing C′=C∪ρi.如果 C′中含有集合的个数不超

过 k+1,且 Q1 中没有一个 packing 用到的颜色与 cl(C′)相同,则把 C′加入到 Q1 中.如果 Q1 中有一个 packing C1 用

到的颜色与 cl(C′)相同,但 C′的权值大于 C1 的权值,则用 C′替换 C1.具体过程见算法 1. 
算法 1. 3SPDP(S2,k,f). 
输入:S2,k,f. 
输出:如果 S2 中存在权值最大的(k+1)-packing,则返回该 packing;否则,返回空集. 
1. 如果 S2 中某个集合中的两个元素被着上了同一种颜色,则把该集合删掉; 
2. 设 S2 中剩余的集合为ρ1,ρ2,…,ρm; 
3. Q1={∅}; 
4. for i=1 to m do 
5.    for Q1 中的每个 packing C do 
5.1.     if cl(C)和 cl(ρi)没有相同颜色 
        then C′=C∪ρi; 
5.2.         if C′中含有的集合个数不超过 k+1,且 Q1 中没有一个 packing 用到的颜色集合与 cl(C′)相同 
            then 把 C′加入到 Q1 中; 
5.3.         if Q1 中有一个 packing C1 用到的颜色集合与 cl(C′)相同,但 C1 的权值小于 C′的权值 
            then 用 C′替换 C1; 
6. 如果 Q1 中存在一个最大加权(k+1)-packing,则返回该 packing;否则,返回空集. 
定理 1. 如果 S2 中存在一个权值最大的(k+1)-packing,则算法 3SPDP(S2,k,f)必定在 O*(25k)时间内返回该

k+1-packing. 
证明:从算法 1 中的第 5.1 步~5.3 步中可以看出,加入到 Q1 中的 C′是一个正确着色的 packing.通过对第 4

步 for 循环中的 i 进行归纳来证明以下结论:如果 S2 中存在一个最大权值的(k+1)-packing Pk+1,则算法执行完毕 
后,Q1 必包含一个(k+1)-packing 1kP +′ ,使得 cl(Pk+1)=cl( 1kP +′ ),且权值相同. 

对于任意的 i(1≤i≤m),假设 Xi 表示 S2 中前 i 个集合,Xi⊆S2.因此,仅需证明以下命题成立: 
命题 1. 如果 Xi 中存在一个最大加权 j-packing Pj,则在第 i 次执行完算法 1 第 4 步的 for 循环后,Q1 中必定 

包含了一个 j-packing jP′ ,使得 cl(Pj)=cl( jP′ ),且 Pj 与 jP′ 的权值相同. 

算法 1 第 3 步中 Q1={∅},如果 Xi 中有一个 0-packing,则显然命题成立. 
当 i≥1 时,假设 Xi 存在一个最大加权 j-packing Pj={

1 2
, ,...,

jl l lρ ρ ρ },其中,1≤l1<l2<…<lj≤i,则在 1jlX − 中必包含

了一个(j−1)-packing Pj−1={
1 2 1, ,...,

jl l lρ ρ ρ −′ ′ ′ },使得 cl(Pj−1)=cl(Pj− jlρ ),且权值相同.由归纳假设可知,执行完第(lj−1)

次算法 1 第 4 步的 for 循环后,Q1 包含了一个最大加权(j−1)-packing 1jP −′ ,使得 cl( 1jP −′ )=cl(Pj−1),且 1jP −′ 与 Pj−1 的

权值相同.由前面假设知,Xi 中存在一个权值最大的 j-packing Pj.当 jlρ 在第 5.1 步被考虑时,cl( 1jP −′ )和 cl(
jlρ )之

间没有相同的颜色.因此,如果 Q1 中不存在使用了 cl( 1 { }
jj lP ρ−′ ∪ )的 j-packing,则 j-packing 1 { }

jj lP ρ−′ ∪ 将被加入

到 Q1 中.如果 Q1 中存在一个 packing C1 使用了颜色 cl( 1 { }
jj lP ρ−′ ∪ )但 C1 的权值小于 1 { }

jj lP ρ−′ ∪ 的权值,则用 
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1 { }
jj lP ρ−′ ∪ 取代 C1.因为 Q1 中的所有 packing 在整个过程中没有被移出 Q1 且 lj≤i,因此在执行完 i 次第 4 步的 

for 循环后,Q1 必包含一个与 Pj 使用了相同颜色集合且权值相同的 j-packing.当 i=m 时,如果 S2 中存在一个最大 
加权(k+1)-packing Pk+1,则 Q1 必包含一个(k+1)-packing 1kP +′ ,使得 cl(Pk+1)=cl( 1kP +′ ),且权值相同. 

最后,对算法的复杂度进行分析.对于任意的 j(0≤j≤5k+2)和任意的 3j 种颜色,Q1 最多只包含 1 个用了这 3j 

种颜色的 packing.因此,Q1 中最多包含了
1
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k
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∑ 个 packing,故算法 3SPDP 的复杂度为 
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∑ =O*(25k). □ 

基于引理 3 和定理 1,算法 2 给出了求解加权 3-Set Packing Augmentation 问题的算法. 
算法 2. 3SPG(S,Pk). 
输入:S,Pk. 
输出:如果 S 中存在权值最大的(k+1)-packing,则返回该 packing;否则,返回空集. 
1. PW1={∅}; 
2. 在 S 中找到所有与 Pk 没有公共元素的集合,记为 S1,用 S2 表示 S−S1 中的集合; 
3. if S1 不为空 then 
    用 S1 中权值最大的集合和 Pk 中的 k 个集合构造一个(k+1)-packing,记为 PW1; 
4. if S2 不为空 then 
4.1. 用 2k+2 种颜色对

2 kS PU − 中的元素进行着色,得到规模为 O*(6.1)2k 的着色方案 F; 

4.2. 用另外 3k 种颜色对
kPU 中的元素进行着色,这样,着色方案 F 中的每个着色 f 用了 5k+2 种颜色; 

4.3. for F 中的每一个着色 f do 
       PW2=3SPDP(S2,k,f); 
       if PW2 的权值大于 PW1 的权值 then PW1=PW2; 
5. 返回 PW1. 
定理 2. 对于加权 3-Set Packing Augmentation 问题的一个实例(S,Pk),如果存在 Pk+1,则算法 3SPG(S,Pk)必定

在 O*(10.63k)时间内返回一个权值最大的(k+1)-packing. 
证明:对于加权 3-Set Packing Augmentation 问题的一个实例(S,Pk),如果存在 Pk+1,则把 S 分成 S1 和 S2 两部

分处理.用 S1 中权值最大的集合和 Pk 中的 k 个集合构造一个(k+1)-packing,记为 PW1. 
基于引理 4,每一个 S2 中的(k+1)-packing 包含了至少 k+1 个

kPU 中的元素.因此,
1kPU

+
最多包含 2k+2 个不是

kPU 中的元素.用 Color-Coding 技术在
2 kS PU − 中查找那最多 2k+2 个元素,根据引理 2,可以得到一个大小为 

O*(6.12k)的着色方案 F.再引入另外 3k 种颜色对 Pk 中的元素进行着色,则每一个着色总共用了 5k+2 种颜色.如
果 S2 中存在权值最大(k+1)-packing,则该(k+1)-packing 将被 F 中的某个着色 f 正确着色.由定理 1 知,算法

3SPDP(S2,k,f)必定返回该(k+1)-packing.最后,对 PW1 和算法 3SPDP 返回的 packing 进行比较,返回权值较大者. 
最后,对算法的复杂度进行分析.对于 PW1,可在多项式时间内处理完毕.对于 F 中每一个着色 f,都需要调用

算法 3SPDP.由引理 2 可知,F 中的着色方案数为 O*(6.12k).由定理 1 可知,算法 3SPDP 的时间复杂度为 O*(25k).
因此,算法 3SPG 总的时间复杂度为 O*(6.12k)×O*(25k)=O*(10.63k). □ 

基于引理 1,可以得到如下推论: 
推论 1. 加权 3-Set Packing 问题可以在 O*(10.63k)时间内被求解. 

3   基于集合划分的加权 3-Set Packing 参数算法 

在本节,我们将使用集合划分和动态规划技术进一步降低加权 3-Set Packing Augmentation 问题的复杂度.
由于 PW1 可在多项式时间内获得,本节主要讨论如何在 S2 中找到权值最大的(k+1)-packing. 
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基于引理 4,可得到如下引理: 
引理 5. (S2,Pk)是 3-Set Packing Augmentation 问题的一个实例,其中,Pk 是 S2 中一个权值最大的 k-packing. 

如果存在 Pk+1,则每一个 Pk+1 最多有 r 个只包含
kPU 中 1 个元素的集合(0≤r≤k+1),有 s 个只包含

kPU 中两个元素

的集合(0≤s≤k+1),有 t 个包含
kPU 中 3 个元素的集合(0≤t≤k−1),其中,r+s+t=k+1. 

证明:由引理 4 可知,如果存在 Pk+1,则 Pk+1 中的每个集合至少包含
kPU 中的 1 个元素.这样,对于 Pk+1 中的每

个集合来说,它包含
kPU 元素的个数只可能是 1 个、2 个或 3 个.因此,该 Pk+1 最多由引理 5 中给出的 3 种类型的 

集合组成. □ 
如果 S2 中存在 Pk+1,则用 Ci(1≤i≤3)表示 S2 中与

kPU 有 i 个公共元素的所有集合.C2 的每个集合中有 2 个元

素来自
kPU ,C3 的每个集合中有 3 个元素来自

kPU ,用
2 kC PU − 表示 C2 中不在

kPU 中的元素集,则
2 2k kC P S PU U− −⊆ . 

由引理 5 可知,如果 Pk+1 存在,则 Pk+1 中只包含
kPU 中一个元素的集合个数为 r 个,显然,这些集合被包含在

C1 中.从 Pk 的 3k 个元素中枚举出 r 个元素,这样的枚举方式共有
3k
r

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

种,并用 H 表示 C1 中这 r 个元素所在的   

集合. 
用集合

1k kP PU
+ − 表示是

1kPU
+
中的元素而不是

kPU 中的元素构成的集合 ,用 y 表示集合
1k kP PU

+ − 的大小 ,即

1
| |

k kP Py U
+ −= .由引理 4 可知,

kPU 中至少有 k+1 个元素在 Pk+1 中,所以集合
1k kP PU

+ − 最多包含 2k+2 个
2 kS PU − 中的元

素,即 y≤2k+2.显然,
1k kP PU

+ − 中的元素要么存在于 H 中,要么存在于 C2∪C3 中.假设
1k kP PU

+ − 中属于 H 中的元素组

成的子集为
1k k

H
P PU

+ − . 

下面先给出本节将要用到的相关术语和引理. 
首先要指出的是,对某一集合进行划分,就是把该集合分成两部分. 

集合
1k kP PU

+ − 的大小为 y,则有 2y 种方式把
1k kP PU

+ − 分成两部分,其中必有一种划分正好使得子集
1k k

H
P PU

+ − 被划

分到H中,而
1 1k k k k

H
P P P PU U

+ +− −− 被划分到C2∪C3中.但存在的问题是,我们不知道集合
1k kP PU

+ − 具体是由哪些元素组

成的,只知道所有元素都来自集合
2 kS PU − .利用集合划分求解 S2 中最大加权(k+1)-packing 的基本思想是:把集合

2 kS PU − 划分成两部分,使得一部分包含
1k k

H
P PU

+ − ,另一部分包含
1 1k k k k

H
P P P PU U

+ +− −− .即必有一种划分正好使得子集

1k k

H
P PU

+ − 被划分到 H 中,而
1 1k k k k

H
P P P PU U

+ +− −− 被划分到 C2∪C3 中. 

首先给出划分函数的概念[14]. 
定义 1(划分函数). 集合 Zn 的一个划分函数就是以 Zn 为定义域的一个布尔函数(值域为{0,1}). 
Zn 的一个划分函数可以理解成对 Zn 的一个划分(X1,X2)(把 Zn 中所有 f(x)=0 的 x 放入 X1 中,把剩余的放入

X2 中).Zn 若干划分函数组成的集合称为 Zn 的划分函数族. 
假设 W 是 Zn 中一个 k 大小的子集,设(W1,W2)为 W 的一个划分.对于 Zn 的一个划分函数 f 来说,如果以下两

种情况中有一种成立,则称划分函数 f 实现了划分(W1,W2): 
(1) 对于所有的 x∈W1,f(x)=0 且对于所有的 y∈W2,f(y)=1; 
(2) 对于所有的 x∈W1,f(x)=1 且对于所有的 y∈W2,f(y)=0. 
下面给出(n,k)-universal set 的概念[15]. 
定义 2. (n,k)-universal set:对于 Zn 的任意一个 k 大小的子集 W 和对 W 的任意一个划分(W1,W2),若 Zn 的划

分函数族 Z 中总存在一个划分函数实现了划分(W1,W2),则称 Zn 的划分函数族 Z 为一个(n,k)-universal set. 
需要指出的是:Zn 的划分函数族 Z 中划分函数的个数为(n,k)-universal set Z 的大小. 
假设 g 是定义在集合 Zn 上的函数,对于 Zn 的子集 V,如果对于 V 中任意的两个元素 x,y 都有 g(x)≠g(y),则称

g 在 V 上是单射的. 
引理 6[15]. 给定集合 Zn 和整数 k,存在大小最多为 2n 的映射函数族Ψn,k 把 Zn 映射到 2k

Z ,且使得对于 Zn 的 

任意 k 大小的子集 S,Ψn,k 中必存在一个函数 g 在 S 上是单射的,且函数族Ψn,k 可在 O(n)时间内构造. 
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基于引理 6,首先构造基于 U 映射函数族Ψn,2k+2,则Ψn,2k+2 中必存在一个映射函数 g,使得 g 在
1k kP PU

+ − 上是单 

射的.将映射函数族某个函数应用到实例(S2,Pk)后,用 n′表示 S2 包含的 U 中元素的数目,则 n′≤(2k+2)2.基于文献 

[15]中给出的构造方法,可构造大小为
2 22 12 log 12 log 6 12 log 12 log 2 log(2 2) 6((2 2) 2 ) (2 )k k k k k k kO k O+ + + + + + + ++ = 的(n′,k)-universal 

set,且可在
212 log 12 log 2 log(2 2) 6(2 )k k k kO + + + + + 时间内完成构造. 

利用集合划分求解加权 3-Set Packing Augmentation 问题的基本思想是:对于给定的一个加权 3-Set Packing 
Augmentation 问题的实例(S2,Pk),如果存在最大加权 Pk+1,由引理 4 可知,

kPU 中至少有 k+1 个元素被包含在
1kPU

+

中,此时,
1kPU

+
中最多含有 2k+2 个

2 kS PU − 中的元素.当从 Pk 中的 3k 个元素中枚举出 r 个元素时,把 Pk+1 分成两部

分来处理:一部分包含在 H 中,另一部分包含在 C2∪C3 中.要想求得 Pk+1,则必须把
2 kS PU − 中属于 H 的那 2r 个元

素划分到 H 中,把其他的划分到 C2∪C3 中.构造(|
2 kS PU − |,2k+2)-universal set,用动态规划在 C2∪C3 中寻找一个权 

值最大的(k+1−r)-packing.结合集合划分和分治法在 H 中寻找一个权值最大的 r-packing. 

3.1   用动态规划在C2∪C3中寻找一个权值最大的(k+1−r)-packing 

假设 k′=k+1−r(k′≤k+1),在 C2∪C3 中用动态规划寻找一个权值最大的 k′-packing 的思想是:用 Q3 保存动态规 
划过程可能产生的 packing,对于 Q3 中的每个 packing C 和 C2∪C3 中的每个集合ρi,如果 C 和ρi 中属于

kPU 的元 

素没有共同元素,则生成一个新的 packing C′=C∪{ρi}.如果 C′中集合个数不大于 k′并且 Q3 中没有一个 packing 
用到的

kPU 元素与 C′所用到的
kPU 元素完全相同,则把 C′加到 Q3中.如果 Q3中有一个 packing P 用到的

kPU 元素

与 C′所用到的
kPU 元素完全相同,且 P 的权值小于 C′,则用 C′替换 P.具体过程见算法 3. 

算法 3. SP(C2,C3,k′, ).
kPU  

输入:C2,C3,k′, .
kPU  

输出:如果 C2∪C3 中存在 k′-packing,则返回权值最大的 k′-packing;否则,返回空集. 
1. 设

2 kC PU − 中的元素为 x1,x2,…,xm; 

2. Q3={∅}; Qnew2={∅}; 
3. for i=1 to m do 
3.1.  for Q3 中的每个 packing C do 
3.2.     for C2 中包含元素 xi 的每个集合ρ do 
3.3.        if C 与ρ没有公共元素 then C′=C∪{ρ} 
3.4.           if C′中集合的个数不大于 k′,并且 Qnew2 中没有一个 packing 用到的

kPU 元素与 C′所用到的

kPU 元素完全相同 

              then 将 C′加到 Qnew2 中; 
3.5.           if Qnew2 中存在一个 packing P 用到的

kPU 元素与 C′所用到的
kPU 元素完全相同,但 P 的权

值小于 C′ 
              then 用 C′取代 P; 
3.6.  Q3=Qnew2; 
4. 设 C3 中的元组为 z1,z2,…,zl; 
5. for h=1 to l do 
5.1.  for Q3 中的每个 packing C do 
5.2.     if C 中没有元素与 zh 中的元素相同 then C′=C∪{zh} 
5.3.        if C′中集合的个数不大于 k′,并且 Qnew2 中没有一个 packing 用到的

kPU 元素与 C′所用的
kPU 元

素完全相同 
           then 将 C′加到 Qnew2 中; 
5.4.        if Qnew2中存在一个 packing P*用到的

kPU 元素与 C′所用到的
kPU 元素完全相同,但 P*的权值不

大于 C′ 
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           then 用 C′取代 P*; 
5.5.  Q3=Qnew2; 
6. 如果 Q3 存在 k′-packing,则返回权值最大 k′-packing;否则,返回空集. 
定理 3. 如果 C2∪C3 中存在权值最大的 k′-packing,算法 SP(C2,C3,k′,

kPU )必定返回一个权值最大的 

k′-packing,其时间复杂度为 O*(23k). 
证明:如果 C2∪C3 中存在权值最大的 k′-packing,假设 C2 中构成该 k′-packing 的集合个数为 k″,这 k″个 C2 中

的集合构成一个 k″-packing Pk″,0≤k″≤k′.需要证明以下两部分: 
① 算法 3 执行完第 3 步的 for 循环后,Q3 必包含一个与 Pk″用了相同

kPU 元素且权值相等的 k″-packing; 

② 算法 3 执行完第 5 步的 for 循环后,Q3 必包含一个权值最大的 k′-packing. 
第①部分的证明过程如下: 
对算法 3 中第 3 步的 for 循环中的 i 进行归纳以证明:如果 C2 中存在 k″-packing Pk″,则 Q3 中必包含一个 kP ′′′ ,

使得 kP ′′′ 与 Pk″用了相同的 2j 个
kPU 元素,且权值相同. 

已知
2 kC PU − 中有 m 个不同的元素 x1,x2,…,xm,对于任意的 i(1≤i≤m),用 Xi 表示 x1,x2,…,xi 这 i 个元素所在的集 

合,只需证明以下命题:如果 Xi 存在一个 j-packing Pj,则在第 i 次执行完算法 3 中第 3 步的 for 循环后,Q3 中必定 
包含了一个 j-packing jP′ ,使得 Pj 和 jP′ 用了相同的 2j 个

kPU 元素,且 Pj 与 jP′ 的权值相同. 

算法 3 的第 2 步中 Q3={φ},如果 Xi 中有一个 0-packing,则显然命题成立. 
当 i≥1 时,假设 Xi 存在了一个 j-packing Pj={

1 2
, ,...,

jl l lϕ ϕ ϕ },其中,1≤l1<l2<…<lj≤i,则在 1jlX − 中必包含了一个

(j−1)-packing Pj−1={
1 2 1, ,...,

jl l lϕ ϕ ϕ −′ ′ ′ },使得 Pj−1 和{Pj− jlϕ }用了相同的 2(j−1)个
kPU 元素,且 Pj−1 和{Pj− jlϕ }的权值

相同.由归纳假设可知,经过第(lj−1)次执行算法 3 中第 3 步的 for 循环后,Q3 包含了一个(j−1)-packing 1jP −′ ,使得

Pj−1和 1jP −′ 用了相同的 2(j−1)个
kPU 中的元素,且权值相同.由假设可知,Xi中存在 j-packing Pj,当 jlϕ 在第 3.2 步被

考虑时, 1jP −′ 中的
kPU 元素和

jlϕ 中的
kPU 元素完全不相同.因此,如果 Q3 中不包含一个与 1 { }

jj lP ϕ−′ ∪ 用了相同 2j

个
kPU 元素且权值相同的 j-packing,则 j-packing 1 { }

jj lP ϕ−′ ∪ 将要被加入到 Q3 中.因为 Q3 中的 packing 在算法的

执行过程中不会被移出 Q3,并且 lj≤i,所以在执行完 i 次第 3 步的 for 循环后,Q3 一定含有一个 j-packing jP′ ,使得

jP′ 与 Pj 用了相同的 2j 个
kPU 的元素,且权值相同.当 i=m 时,如果 C2 中存在 k″-packing Pk″,则 Q3 中必包含一个

kP ′′′ ,使得 kP ′′′ 与 Pk″用了相同 2j 个
kPU 的元素,且权值相同. 

第②部分的证明过程如下: 
对算法 3 中第 5 步 for 循环中的 h 进行归纳以证明:如果 C2∪C3 中存在权值最大的 k′-packing Pk′,则 Q3 中 

必包含一个 kP ′′ ,使得 kP ′′ 与 Pk′用了相同的
kPU 中的元素,且权值相同. 

对于任意的 h(1≤h≤l),假设 h 个三元组 z1,z2,…,zh 组成的集合为 Zh,Zh⊆C3,需证明以下命题:如果 C2∪Zh 存在 
一个权值最大 j-packing Pj,那么第 h 次执行算法中第 5 步的 for 循环后,Q3 一定包含了一个 j-packing jP′ ,使得

Pj 与 jP′ 用了相同的
kPU 中的元素,且权值相同. 

假设 C2∪Zh 存在权值最大的 j-packing Pj={
1 2
, ,...,

jl l lϕ ϕ ϕ },其中,1≤l1<l2<…<lj≤h,则在 C2∪ 1jlZ − 中必包含一

个(j−1)-packing Pj−1={
1 2 1, ,...,

jl l lϕ ϕ ϕ −′ ′ ′ },使得 Pj−1和{Pj− jlϕ }用了相同的
kPU 元素,且权值相同.由归纳假设可知,经

过第(lj−1)次执行算法 3中第 5步的 for循环后,Q3包含了一个(j−1)-packing 1jP −′ ,使得Pj−1和 1jP −′ 用了相同的
kPU

中的元素,且权值相同.由假设可知,C2∪Zh 中存在权值最大的 j-packing Pj,当 jlϕ 在第 5.2 步被考虑时, 1jP −′ 中的

kPU 元素与
jlϕ 中的

kPU 元素完全不同.因此,如果 Q3 中不包含一个与 1 { }
jj lP ϕ−′ ∪ 用了相同

kPU 元素且权值相同

的 j-packing,则 1 { }
jj lP ϕ−′ ∪ 将要被加入到 Q3 中.因为 Q3 中的 packing 在算法的执行过程中不会被移出 Q3 并且

lj≤h,所以在执行完 h 次第 5 步的 for 循环后,Q3 一定含有一个 j-packing jP′ ,使得 jP′ 与 Pj 用了相同的
kPU 元素,

且权值相同.当 h=l 时,如果 C2∪C3中存在权值最大的 k′-packing Pk′,则 Q3中必包含一个 kP ′′ ,使得 kP ′′ 与 Pk′用了相
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同
kPU 中的元素,且权值相同. 

最后,对算法的时间复杂度进行分析.如果只对 C2 来说,对于每一个 0≤j≤k′和包含 2j 个属于
kPU 的元素的集

合,Q3 仅最多保存 1 个用了这 2j 个元素的 j-packing 符号对.此时,Q3 最多包含
+1

0

3
2

k

j

k
j

′

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 个 packing 符号对.如果

只对 C3 来说,对于每一个 0≤j≤k′和包含 3j 个属于
kPU 的元素的集合,Q3 仅最多保存 1 个用了这 3j 个元素的

j-packing.此时,Q3 最多包含
1

0

3
3

k

j

k
j

′−

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ 个 packing.因此,算法 SP 的时间复杂度为 

 * *
+1 1

0 0

3 3
max ,

2 3

k k

j j

k k
O O

j j

′ ′−

= =

⎧ ⎫⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩ ⎭
∑ ∑ =O*(23k). □ 

3.2   在H中求一个权值最大的r-packing 

假设已从 Pk 的 3k 个元素中取出了 r(0≤r≤k+1)个元素,用 H 表示 C1 中这 r 个元素所在的集合. 

在 H 中用分治法和集合划分求一个权值最大的 r-packing 的算法思想是:从 r 个元素中任意选取
2
r⎡ ⎤

⎢ ⎥⎢ ⎥
个元

素,用 H1 表示 H 中这
2
r⎡ ⎤

⎢ ⎥⎢ ⎥
个元素所在的集合,用 H2 表示 H−H1 中的集合.对于(|

2 kS PU − |,2k+2)-universal set 中的某

一个对
2 kS PU − 的划分,被划分到 H 中属于

2 kS PU − 元素集记为
2 k

H
S PU − .如果 H 中存在权值最大的 r-packing Pr,则该

r-packing 中共有 2r 个属于
2 kS PU − 的元素,记为

r kP PU − .假设
r kP PU − 中属于 H1 的

2 kS PU − 的元素组成的集合为

r kP PU −′ ,要想求得该 r-packing,则必须把
r kP PU −′ 划分到 H1 中,把

r k r kP P P PU U− −′− 划分到 H2 中.构造(|
2 k

H
S PU − |,2r)- 

universal set,然后递归在 H1,H2 中寻找相应的最大加权 packing.具体过程见算法 4. 
算法 4. RSP(H′,D′,r). 
输入:H′,D′,r,其中,H′是 H 的一个子集,D′是 H 中 r′-packing 的集合且 D′与 H′没有公共元素. 
输出:返回 packing 的集合 D,且 D 中的每个 packing 是由 D′中的 packing 和 H′中的 packing 合并而成. 
1. D={∅}; 
2. if r=1 then 
2.1.  if D′=∅ then 返回 H′中的所有 1-packing; 
     else for D′中每一个 r′-packing P 和 H′中的每个元组ρ do 
2.2.      if P 中没有元素与ρ中的元素相同 
         then P′=P∪{ρ} 
2.3.          if D 中不存在包含ρ的(r′+1)-packing then 将 P′加到 D 中; 
2.4.          if D 中存在包含ρ的(r′+1)-pakcing P ,但 P 的权值不大于 P′的权值 
             then 用 P′取代 P ; 
2.5.  返回 D; 

3. 从 r 个元素中任取
2
r⎡ ⎤

⎢ ⎥⎢ ⎥
个元素,设 H 中这

2
r⎡ ⎤

⎢ ⎥⎢ ⎥
个元素所在的集合为 H1,H2=H−H1; 

4. for (|
2 k

H
S PU − |,2r)-universal set 中的每一种划分 do 

4.1.  1 1 2 2; ;H H H H′ ′= =  
4.2.  在 1H ′ 中,如果某集合中属于

2 kS PU − 的元素被划分到 2H ′ 中,则删除该集合; 

4.3.  在 2H ′ 中,如果某集合中属于
2 kS PU − 的元素被划分到 1H ′ 中,则删除该集合; 

4.4.  D1=RSP 1, , ;
2
rH D⎛ ⎞⎡ ⎤′ ′⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥⎝ ⎠

 

4.5.  if D1≠∅ then 
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4.6.    D2=RSP 2 1, , ;
2
rH D r⎛ ⎞⎡ ⎤′ −⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥⎝ ⎠

 

4.7.    for D2 中的每个(r′+r)-packing α do 
          if D 中不存在(r′+r)-packing then 把α加入到 D 中; 
          if D 中存在(r′+r)-packing α ,但α 的权值不大于α的权值 
          then 用α取代α ; 
5. 返回 D. 
定理 4. 如果 H 中存在权值最大的 r-packing,算法 RSP 必定返回一个包含该 r-packing 的集合 D,且该算法 

的时间复杂度为
3(log )(16 )k O kO + . 

证明:本算法把 H 分成两部分来处理:H1,H2.如果 H 中存在权值最大的 r-packing Pr,则该 r-packing 中共有 
2r 个属于

2 kS PU − 的元素,记为
r kP PU − .假设

r kP PU − 中属于 H1 的
2 kS PU − 的元素组成的集合为

r kP PU −′ ,要想求得该

r-packing,则必须把
r kP PU −′ 划分到 H1 中,把

r k r kP P P PU U− −′− 划分到 H2 中.根据(n,k)-universal set 的构造,可以构造

(|
2 k

H
S PU − |,2r)-universal set,其大小不会超过

22 2 12 log (2 2) 12 log(2 2) 2 log(4 6) 6(2 )k k k kO + + + + + + + + ,总有一种划分会把
r kP PU −′ 划分

到 H1 中,把
r k r kP P P PU U− −′− 划分到 H2 中. 

假设 Tr 为算法总的时间复杂度: 

2

2

3 2 2

3

2 2 12 log (2 2) 12 log(2 2) 2 log(4 6) 6

2 2

2 12 log (2 2 log(2 2 6) 7

2

2(2 2) 12 log (2 2) 12 log (2 2) 2 log (2 6) 7 log(2 2)

(log

2

2

(2 )

(16

k k k k
r r r

k k k k
r

k k k k k

k O

T T T

T

O

O

+ + + + + + + +
⎡ ⎤ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎣ ⎦

+ +
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥

+ + + + + + + + +

+

⎛ ⎞
⎜ ⎟≤ +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤

≤

=

+2 + )+12 + )+2log(4 +

(2 2)) ).k +

 

下面对算法的空间复杂度进行分析.对于算法 RSP 的每一次递归调用,在算法的第 2.3 步和第 2.4 步,如果 D
中存在不包含ρ的 packing,才把新生成的 packing 加入到 D 中.D 中存在一个包含ρ的 pakcing P ,但 P 的权值不

大于 P′的权值,用 P′取代 P .因此,D1,D2 中最多包含了 nr 个 packing.由于算法的递归次数不会超过 logr,因此该

算法用到的空间复杂度为 O(nrlogr). □ 
3.3   在S2中求一个权值最大的(k+1)-packing 

在 S2 中求一个权值最大的(k+1)-packing 的算法思想是:由引理 5 可知,Pk+1 中只包含
kPU 中 1 个元素的集合 

个数为 r(0≤r≤k+1).由于不知道 r 的具体取值,要枚举出 r 的所有可能取值.对于某一个 r 来说,从 Pk 中的 3k 个元 

素中枚举出 r 个元素共有
3k
r

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

组合方式,用 H 表示 C1 中含有这 r 个元素的集合.对于每种组合方式,需要进行 

如下过程:把 Pk+1分成两部分来处理:一部分包含在 H 中,另一部分包含在 C2∪C3中.对于 Pk+1中被包含在 C2∪C3

中的那一部分,用动态规划求一个权值最大的(k+1−r)-packing;对于 H 中的那一部分,用分治法求一个权值最大

的 r-packing.具体过程见算法 5. 
算法 5. GSP(S2,k). 
输入:S2,k. 
输出:如果 S2 中存在权值最大的(k+1)-packing,则返回该 packing;否则,返回不存在. 
1. Q={∅}; 
2. 构造基于 U 映射函数族Ψn,2k+2; 
3. for r=0 to k+1 do 
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3.1.  从 Pk 中的 3k 个元素中枚举出 r 个元素,共有
3k
r

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

组合方式; 

3.2.  for 每一种组合方式 do 
         用 H 表示 C1 中这 r 个元素所在的集合; 
3.3.     for Ψn,2k+2 中每一映射函数 g do 
            for (|

2 kS PU − |,2k+2)-universal set 中的每一种划分 do 

            2 2 3 3;C C C C′ ′= = ;H′=H; 
            若 Pk 中某元素属于 H′,则在 2 3C C′ ′∪ 中删除包含该元素的所有集合. 
            在 2C′ 中,如果某集合中属于

2 kS PU − 的元素已被划分到 H′中,则删除该集合; 

           在 H′中,如果某集合属于
2 kS PU − 的元素中有元素被划分到 2C′ 中,则删除该集合; 

           调用算法 Q4=RSP(H′,∅,r); 
           if Q4 不为空 then 
              调用算法 Q5=SP( 2 3, , 1 ,

kPC C k r U′ ′ + − ); 

              if Q5 不为空 then 
                合并 Q4,Q5 中的 packing,构造相应的(k+1)-packing,并把其加入 Q 中; 
4. if Q 不为空 then 
     返回 Q 中权值最大的(k+1)-packing; 
  else 返回 S2 中不存在(k+1)-packing. 
定理 5. 如果 S2 中存在权值最大的(k+1)-packing,则算法 GSP 必定返回该(k+1)-packing,且算法的时间复杂

度为 O*(7.563k). 
证明:在算法 GSP 中,穷举 r 的取值,要考虑从

kPU 中取出 r 个元素的所有组合方式.如果 S2 中存在权值最大 

的(k+1)-packing Pk+1,则必有一个 r 和一种组合方式满足.本算法把 Pk+1 分成两部分来处理:一部分包含在 H 中, 
另一部分包含在 C2∪C3 中.基于 U 映射函数族Ψn,2k+2 中必存在一个映射函数 g,使得 g 在

1kPU
+
上是单射的.在构

造的(|
2 kS PU − |,2k+2)-universal set 中,必有一种划分把集合

1k k

H
P PU

+ − 元素恰好被划分到 H 中,且
1 1k k k k

H
P P P PU U

+ +− −− 中 

的元素恰好被划分到 C2∪C3 中.由定理 3 可知,如果 C2∪C3 中存在权值最大的(k+1−r)-packing,则算法 SP 必定返

回该(k+1−r)-packing.根据定理 4 可知,如果 H 中存在权值最大的 r-packing,则算法 RSP 必定返回一个包含该

r-packing.因此,如果 S2 中存在权值最大的 Pk+1,则算法 GSP 必定返回该(k+1)-packing. 

下面对算法的复杂度进行分析.对于 r的每一种取值,要枚举所有可能的 r个元素,共有
3k
r

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

组合.然后,对于

(|
2 kS PU − |,2k+2)-universal set 中的每个划分函数,调用算法 RSP 和算法 SP 寻找相应的 r-packing 和(k+1−r)- 

packing.(|
2 kS PU − |,2k+2)-universal set 的大小不会超过

22 2 12 log (2 2) 12 log(2 2) 2 log(4 6) 6(2 )k k k kO + + + + + + + + .从
kPU 中枚举出 r 个

元素后,
kPU 剩余 2k−r 个元素.由定理 3 可知,算法 SP 的时间复杂度为 O*(23k−r).由定理 4 可知,算法 RSP 的时间

复杂度为
3(log )(16 )k O kO + .因此,算法 GSP 的时间复杂度为 

 

2 2

3

3

1 1
2 2 12 log (2 2) 12 log(2 2) 2 log(4 6) 6) 3 * 2 (log ) 3

0 0

1 2* 2 (log ) 3 (log )

0

* 6 (log

3 3
(2 (2 )) (2 (2 ))

3
(2 (2 16 ))

2

k k
k k k k k r k O k k r

r r
r r

k
k O k k r k O k

r

k O

k k
O T O T

r r

k
O

r

O

+ +
+ + + + + + + + − + −

= =

+
+ − +

=

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞⎛ ⎞

= +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

=

∑ ∑

∑
1

)

0

* 3

3

(7.56 ).

k
k

r

k

k
r

O

+

=

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
=

∑

 □ 

根据引理 1、定理 2 和定理 5,可得以下推论: 



 

 

 

冯启龙 等:加权 3-Set Packing 的改进算法 897 

 

推论 2. 加权 3-Set Packing 问题可在 O*(7.563k)时间内被求解. 

4   结  论 

本文主要讨论了如何从一个最大加权的 k-packing 着手构造权值最大的(k+1)-packing,最终求解加权 3-Set 
Packing 问题.对于加权 3-Set Packing Augmentation 问题,把 S 分成 S1,S2 两部分进行处理.在 S1 中的集合和 Pk

中集合可构造的所有(k+1)-packing 中,可在多项式时间内找到一个权值最大的(k+1)-packing PW1.对于 S2 中的 
(k+1)-packing,可得到如下性质:S2中的

1kPU
+
至少包含 k+1个

kPU 中的元素.基于上述性质,通过使用Color-Coding 

技术,可以在 O*(10.63k)时间内得到 S2 中的权值最大的(k+1)-packing PW2.并证明了 PW1 和 PW2 的权值较大者为

S 中的最大加权(k+1)-packing.本文通过对 S2 中(k+1)-packing 的结构进一步进行分析并使用集合划分技术,给出

了时间复杂度为 O*(7.563k)的参数算法,该结果与文献中的最好结果 O*(12.83k)相比有了极大的改进.本文给出

的算法也可被用于求解图论中各种三角形 packing 问题[16].例如,加权边不相交三角形 packing 问题、加权点不

相交三角形 packing 和加权 P2-packing 问题都可用本文给出的算法进行求解,显著地降低了相应问题的时间复

杂度. 
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2010 年全国开放式分布与并行计算学术年会 

征 文 通 知 

由中国计算机学会开放系统专业委员会主办、新疆大学软件学院承办的 2010 年全国开放式分布与并行计算学术年会

(DPCS2010)将于 2010 年 8 月 19 日−21 日在新疆乌鲁木齐市新疆大学召开。本次年会录用的论文将以正刊方式发表在《微电子学

与计算机》第 8 期。会议将评选优秀论文，予以奖励并推荐到一级学报发表。欢迎大家积极投稿。 

一、征文范围(包括但不限于) 

开放式分布与并行计算模型、体系结构、编程环境、算法及应用；开放式网络、数据通信、网络与信息安全、业务管理技术；

开放式海量数据存储与 Internet 索引技术，分布与并行数据库及数据/Web 挖掘技术；开放式网格计算、云计算、Web 服务、P2P

网络及中间件技术；开放式无线网络、移动计算、传感器网络与自组网技术；分布式人工智能、多代理与决策支持技术；开放式

虚拟现实技术与分布式仿真；开放式多媒体技术与流媒体服务，包括媒体压缩、内容分送、缓存代理、服务发现与管理技术。 

二、来稿要求 

1．论文必须是未正式发表的，或者未正式等待刊发的研究成果。稿件格式应包括题目、作者、所属单位、摘要、关键词、正

文和参考文献等，具体格式请参照网站提供的样式。 

2．请务必附上第一作者简历(姓名、性别、出生年月、出生地、职称、学位、研究方向等)、通信地址、邮政编码、联系电话

和电子信箱。同时，请注明论文所属领域。来稿一律不退，请自留底稿。 

3．论文投稿通过会议网站(http://cs.nju.edu.cn/dpcs)提交，也可按如下地址提交激光打印稿一式 2 份和电子版(Word 文件)： 

联系人及地址：830008 新疆乌鲁木齐市西北路 134 号 新疆大学(北校区)软件学院，于炯 院长 

E-mail：DPCS2010@sina.com，DPCS2010@sohu.com 

三、重要日期 

征文投稿截止日期：2010 年 6 月 5 日 录用通知发出日期：2010 年 6 月 20 日 

四、联系方式 

1．会议承办方 

新疆大学软件学院 于炯，电话：0991-4556262，13150469888；E-mail：DPCS2010@sina.com 

新疆大学软件学院 田园，电话：0991-4558654，13999108264；E-mail：tianyuan0628@sohu.com 

2．专委会 

南京大学计算机系 陈贵海，电话：13951985532；E-mail：gchen@nju.edu.cn 
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