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Abstract:  The M-elite coevolutionary algorithm (MECA) is proposed for high-dimensional unconstrained 
numerical optimization problems based on the concept of coevolutionary algorithm and elitist strategy. In the 
MECA, the individuals with high fitness, called elite population, is considered to play dominant roles in the 
evolutionary process. The whole population is divided into two subpopulations which are elite population composed 
of M elites and common population including other individuals, and team members are selected to form M teams by 
M elites acting as the cores of the M teams (named as core elites) respectively. If the team member selected is 
another elite individual, it will exchange information with the core elite with the cooperating operation defined in 
the paper; If the team member is chosen from the common population, it will be led by the core elite with the 
leading operation. The cooperating and leading operation above are defined by different combinations of several 
crossover operators or mutation operators. The algorithm is proved to converge to the global optimization solution 
with probability one. Tests on 15 benchmark problems show that the algorithm can find the global optimal solution 
or near-optimal solution for most problems tested. Compared with three existing algorithms, MECA achieves an 
improved accuracy with the same number of function evaluations. Meanwhile, the runtime of MECA is less, even 
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compared with the standard genetic algorithm with the same parameter setting. Moreover, the parameters of the 
MECA are analyzed in experiments and the results show that MECA is insensitive to parameters and easy to use. 
Key words: unconstrained optimization problem (UOP); numerical optimization; elitist strategy; evolutionary 

algorithm; coevolutionary algorithm 

摘  要: 为了解决高维无约束数值优化问题,借鉴协同进化和精英策略的思想,提出了 M-精英协同进化算法.该算

法认为,适应度较高的个体群(称为精英种群)在整个种群进化中起着主导作用.算法将整个种群划分为由 M 个精英

组成的精英种群和由其余个体组成的普通种群这样两个子种群,依次以 M 个精英为核心(称为核心精英)来选择成

员以组建 M 个团队.若选中的团队成员是其他精英,则该成员与核心精英利用所定义的协作操作来交换信息;若团

队成员选自普通种群,则由核心精英对其进行引导操作.其中,协作操作和引导操作由若干不同类型的交叉或变异算

子的组合所定义.理论分析证明,算法以概率 1 收敛于全局最优解.对 15 个标准测试函数进行的测试显示,该算法能

够找到其中几乎所有被测函数的最优解或好的次优解.与 3 个已有的算法相比,在评价次数相同时,该算法所求解的

精度更高.同时,该算法的运行时间较短,甚至略短于同等设置下的标准遗传算法.此外，对参数的实验分析显示,该算

法对参数不敏感,易于使用. 
关键词: 无约束优化问题;数值优化;精英策略;进化算法;协同进化算法 
中图法分类号: TP18   文献标识码: A 

维数较高的数值优化问题往往比较复杂,进化算法由于基本上不需要问题的领域知识,并且对函数的类型

和搜索空间的形状没有任何限制,因而能够比传统的数值优化方法更好地解决这些问题.对于无约束优化,进化

算法面临的主要问题在于算法可能陷入局部极值点.为了解决这一问题,人们提出了许多新方法,如快速进化规

划[1]、正交遗传算法[2]、佳点集遗传算法[3]等.这些方法均取得了良好的效果. 
以上算法大多是采用达尔文进化论的适者生存、强调竞争的进化思想,然而在自然界,生物间不仅存在竞

争也存在协作.协同进化算法是近十几年来在协同进化论基础上提出的一类新的进化算法,其与一般进化算法

的区别在于,协同进化算法在进化算法的基础上,考虑了种群与环境之间、种群与种群之间在进化过程中的  
协调. 

Potter较早提出了一种合作型协同进化遗传算法(CCGA)[4],其基本思想是将待求问题的解向量分裂成多个

子元素,每个子元素通过一个物种种群进行进化,每个物种种群内某个体的适应度通过由该个体和来自其他物

种种群的个体组合而成的解向量来评价.Potter通过实验证明,CCGA在求解高维函数优化的问题上性能要大大

优于标准遗传算法. 
van den Bergh将这一思想应用到标准粒子群(particle swarm optimization,简称PSO)算法,构造了一种新的

合作型粒子群模型CPSO-SK
[5],其中下标K称为分裂因子,表示将一个解向量分裂为K个部分.但他也指出,对搜

索空间进行分割引起的边缘效应,会使算法容易陷入伪极小值点(pseudominima).为避免这种情况的发生,van 
den Berg又将CPSO-SK与标准PSO相结合,构造了CPSO-HK算法,并在数值优化问题上取得了较好的效果[5]. 

目前,协同进化算法已经成为当前进化计算的一个热点问题[6−8].Liu等人提出了组织进化算法(OEA)[9].该
算法使用分裂算子、吞并算子以及合作算子对种群在组织的基础上进行进化操作,在数值优化问题上取得了很

好的效果. 
精英策略是某些进化算法采用的一种进化机制,通常是指在进化算法中使种群中适应度最大的个体不经

过遗传操作直接进入下一代,采用精英策略的进化算法可以较快地收敛到最优解[10].这说明适应度较高的个体

(下文称为精英个体)对于种群的进化起着重要的推动作用. 
基于这一思想并结合协同进化的思想,本文提出了一种新的求解高维无约束优化问题的算法,即 M-精英协

同进化算法(M-elite coevolutionary algorithm,简称MECA).该算法将整个种群划分为精英种群(含有M个精英个

体)和普通种群两个子种群,并以 M 个精英为核心来组建 M 个团队,在组建团队的过程中,不同的精英之间采用
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协作操作,精英对团队内来自普通种群的成员进行引导操作,并使用长方体交叉算子 I(cuboid crossover operator 
I)、离散交叉算子(discrete crossover operator)、翻转交叉算子(flip crossover operator)、长方体交叉算子 II(cuboid 
crossover operator II)以及变异算子(mutation operator)等操作算子来实现个体间信息的交换,促使种群进化.为
表述方便,后文分别用 CCOI,DCO,FCO,CCOII 以及 MO 来指代上述各算子. 

与 Potter 的 CCGA 算法思想不同,本文算法没有对解空间进行分割,因而不会面临陷入伪极小值点的问

题.CCGA 中的每个物种表示多维解向量中的一维变量,通过各个物种间的协作来完成对问题的优化.而本文算

法只使用了一个物种种群来表示问题的解,只是将整个物种种群划分为两个子种群,协同思想主要体现在物种

内部不同子种群之间的协作上. 
理论分析证明,MECA算法收敛于全局最优解.仿真实验和参数分析结果表明,MECA寻优能力很强,能够很

好地解决高维无约束优化问题,并且计算代价较低. 

1   MECA 算法 

无约束优化问题一般可以描述为下述的数学模型: 
 Minimize f(x), x=(x1,…,xn)∈S (1) 
这里,S⊆Rn为搜索空间,其范围为 

 ,  1,2,...,l l lx x x l n≤ ≤ =  (2) 

本文中,个体用实值向量x=(x1,x2,…,xn)来表示.只考虑最小化问题,则个体的适应度Fitness(x)定义为−f(x). 
设种群规模为N,种群pop=(x1,x2,…,xN),MECA算法在每代的初始阶段将整个种群pop划分为两个子种群:

父代精英种群popEp和父代普通种群popCp,规模分别为M和Nc=N−M,其中,父代精英种群为当前种群中M个适

应度最高的个体 ,其余个体构成普通种群 ,同时生成初始的子代精英种群popEc和子代普通种群popCc,且
popEc=popEp,popCc=popCp. 

MECA算法充分发挥精英种群在种群进化中的推动作用,在每代进化中以当前代M个精英作为进化操作的

核 心 , 依 次 利 用 M 个 精 英 popEpi(i=1,…,M) 作 为 团 队 核 心 来 组 建 M 个 团 队 . 每 个 团 队 的 成 员 数 为

G=⎡0.8×(N−M)/M⎤(其中,⎡x⎤表示对x向上取整),各个团队中的每个成员等概率地从精英种群和普通种群中选取.
若成员来自精英种群,则与popEpi进行协作操作;否则,利用popEpi对其进行引导操作.通过各个团队的精英与其

团队成员进行协作操作或引导操作来产生新个体,并不断更新子代精英种群popEc和子代普通种群popCc.当M
个团队组建完毕时,子代精英种群popEc和子代普通种群popCc也同时更新完毕,将popEc和popCc合并,构成下

一代的种群pop. 

1.1   协作操作 

设当前团队的核心为精英个体popEpi:x=(x1,x2,…,xn),i∈{1,…,M},popEpi所选择的当前成员个体为来自精

英种群的精英个体popEpj:y=(y1,y2,…,yn),j∈{1,…,M},且j≠i. 
本文为协作操作定义了如下 3 种算子 :CCOI,DCO,FCO.如果U(0,1)<Pcu,新个体 zu=(zu1,zu2,…,zun)与

zv=(zv1,zv2,…,zvn)由CCOI算子产生,否则由DCO算子产生.这里,U(a,b)表示区间(a,b)内的一个均匀分布的随机

数产生器,Pcu∈(0,1),称为长方体交叉概率,是预先设定好的参数,两种算子分别由公式(3)和公式(5)给出. 
在 CCOI 算子中,新个体由公式(3)产生: 

  (3) 
(1 )

,  1,2,...,
(1 )

k k k k k

k k k k k

zu x y
k n

zv x y
λ λ

λ λ
= × + − ×⎧

=⎨ = − × + ×⎩
其中,λk=Uk(0,2). 

由公式(3)可以看出,利用 CCOI 算子所产生的新个体 zu,zv 可能会超出解空间的约束范围,所以接下来需要

进行如公式(4)所示的出界判别. 
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k n
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⎧ <⎧
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 (4) 

在 DCO 算子中,新个体由公式(5)产生. 

 1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2

1 2 1 1 1 2

1 2 1 1 1 2

( , ,..., , , ,..., , , ,..., )

( , ,..., , , ,..., , , ,..., )
l l l l l l n

l l l l l l n

x x x y y y x x x

y y y x x x y y y
− + + +

− + + +

=⎧⎪
⎨ =⎪⎩

u

v
 (5) 

其中,1<l1<n,1<l2<n,且l1<l2. 
当 x 和 y 比较接近时,二者进行离散交叉将很难产生新个体,为此设计了如公式(6)所示的翻转交叉算子

FCO.当 2

1 1

1( ) 0.5 ( )
n n

l l l l
l l

x y
n= =

x x⎡ ⎤
− < × −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑ 且 U(0,1)<0.5 时,利用公式(6)对 x 和 y 进行翻转交叉产生新个体 zu

和 zv: 

 1 2 2 1 1 2 2

1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 1 1 1 2

1 2 1 1 1 1 2

( , ,..., , , ,..., , , , ,..., )

( , ,..., , , ,..., , , , ,..., )
l l l l l l l n

l l l l l l l n

x x x y y y y x x x

y y y x x x x y y y
− − + + +

− − + + +

=⎧⎪
⎨ =⎪⎩

zu

zv
 (6) 

翻转交叉产生的新个体 zu 和 zv,需要利用公式(4)进行出界判别,产生 u 和 v. 
利用以上算子产生新个体 u,v 后,利用公式(7)、公式(8)所给出的选拔准则 I 来更新子代种群 popEc: 

  (7) 
,  ( ) ( )
,  otherwisei

Fitness Fitness
popEc

≤⎧
= ⎨

⎩

u x u
x

 
,  ( ) ( )
,  otherwisej
Fitness Fitness

popEc
≤⎧

= ⎨
⎩

v y v
y

 (8) 

需要说明的是,在实际操作中,公式(7)、公式(8)中的 x 和 y 取的是子代精英种群中位置对应于原父代个体

的子代个体,以保证之前循环中所产生的好的个体不会被比它差的个体所覆盖. 

1.2   引导操作 

设当前团队的核心为精英个体popEpi:x=(x1,x2,…,xn),i∈{1,…,M},popEpi所选择的当前成员个体为来自普

通种群的普通个体popCpj:y=(y1,y2,…,yn),j∈{1,…,N−M}. 
在引导操作中,定义了如下两种算子:CCOII和MO.如果U(0,1)<Pcu,新个体zu=(zu1,zu2,…,zun)由CCOII算子

产生,否则由MO算子来产生.这里,Pcu∈(0,1),与协作操作中的Pcu为同一参数,取值相同.两种算子分别由公式

(9)和公式(10)给出. 
在CCOII算子中,新个体zu=(zu1,zu2,…,zun)由公式(9)产生: 

 ( ),  1,2,...,k k k k kzu x x y k nλ= + × − =  (9) 

其中,λk=Uk(−1,1). 
利用 CCOII 算子所产生的新个体 zu 同样需要利用公式(4)进行出界判别生成 u. 
在 MO 算子中,新个体由公式(10)产生: 

 
2( ),  (0,1)

,  1,2,...,
,                           otherwise

k k k k
k

k

x x x U
u k n=n

x

λ⎧ + × − <⎪= ⎨
⎪⎩

 (10) 

其中,λ=U(0,1)且对每个xk都不同. 
u 产生后,利用公式(11)所给出的选拔准则 II 来更新子代种群 popCc: 
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zv x y x
λ
λ

= − × −⎧
=⎨ = + × −⎩

  (11) 
,  ( ) ( )
,  ( ( ) ( )) and [ (0,1) exp( ( ) ( ))]
,  otherwise

j

j j

j

popCc u Fitness u Fitness y
popCc u Fitness u Fitness y U Fitness u Fitness y
popCc y

⎧ = ≥
⎪ = < < −⎨
⎪ =⎩

当popCcj取为u时,从popCp中删除popCpj,且令Nc=Nc−1. 

1.3   算法流程 

图 1 所示为 MECA 算法流程. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Initialize POP(Psize:N) 

POP partition: select POPEp(Psize:M) and POPCp(Psize:N−M) from POP 

POPEpi (i=1,…,M) performs cooperating or leading operation with equal probability 

Select POPEpj (j=1,…,M & j≠i) 
from POPEp randomly 

Select POPCpj (j=1,…,N−M) 
from POPCp randomly 

POPEpi cooperates with POPEpj POPEpi leads POPCpj 

Update POPEc Update POPCc 

POPEc and POPCc combine to form next generation POP 

Fig.1  Flow diagram of MECA 
图 1  MECA 算法流程图 

2   算子的几何意义 

下面说明算法中的长方体交叉算子 CCOI 和 CCOII 的几何意义.对协作操作中的 CCOI 算子,即公式(3)变
形得: 

  (12) 
( )

,  1,2,3,...,
( )

k k k x k

k k k x k

zu y y x
k n

不失一般性,设yk>xk.如图 2 所示,当 0<λk<1 时,有xk<zuk<yk且xk<zvk<yk,即zuk,zvk位于xk,yk之间的实线上;当
λk≥1 时,有zuk≤xk,zvk≥yk,即zuk,zvk位于xk,yk两点之外的虚线上;当 0<λk<2 时,zuk,zvk被限制在总长度为 3(yk−xk)的
线段AB内. 

对于n=3 的三维搜索空间来说,如图 3 所示,新个体zu,zv实际上就是通过在x,y的坐标所围成的长方体内部

及其外部的有限空间内搜索而得到的,外部长方体(实线部分)的大小受到λk的限制.当n>3 时,新个体的搜索空

间将是一个高维长方体,因其几何意义,我们将公式(3)称为长方体交叉算子I.由于新个体是在两个父代精英个

Terminate? 

Loop? 

No 

Yes

No

Yes 
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体的附近产生,因而更容易产生高质量的解;同时,该算子将搜索空间扩展到一个包含了两个父代精英个体的长

方体空间内,从而增加了解的多样性,将更有利于种群的进化.类似地,引导操作中的CCOII算子所形成的三维搜

索空间是如图 4 所示的长方体.该算子利用普通个体的信息,在包含精英个体的长方体内寻找新解,即利用精英

个体对普通个体进行引导得到新个体,能够很好地保证解的质量及多样性.此外,通过在一定概率下使用离散交

叉算子DCO、翻转交叉算子FCO以及变异算子MO,进一步增强了种群的多样性,推动种群不断进化. 
 
 

A Bxk yk

Fig.2  Geometric drawing of one dimensional CCOI 
图 2  一维 CCOI 算子几何图 
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Fig.3  Geometric drawing of three dimensional CCOI
图 3  三维 CCOI 算子几何图 

Fig.4  Geometric drawing of three dimensional CCOII 
图 4  三维 CCOII 算子几何图 

3   与 OEA 算法的比较 

本文在部分算子的构造上受到了OEA算法[9]的启发,但在算法的设计思想上,MECA算法与OEA算法是不

同的.如图 5 所示,OEA算法是在种群中产生组织,在组织中产生领导,进而由领导带领组织进行进化;如图 6 所

示,MECA算法是直接在种群中产生M个精英,然后由精英来组建团队,在组建团队的过程中来推动种群进化.由
于算法设计思想不同,与OEA算法相比,MECA算法具有如下几个优点: 

(1) OEA 算法中,在每一代的初始阶段,个体是以组织的形式存在的,要确定每个个体属于哪个组织势必会

增加所需内存或算法的运算量;MECA 算法中,在每一代的初始阶段,每个个体是相互独立的,个体进行交叉、变

异等操作时是通过依次为每个精英个体选择成员来完成的,操作简便. 
(2) OEA 算法中,每一代进化结束后,所有个体形成若干个组织,所以通常要先进行多次分裂操作才能进入

之后的进化阶段,而分裂操作并不产生任何新个体,徒然增加了算法的复杂度;MECA 算法中,每一代进化结束

后,直接将 popEc 和 popCc 两个子种群合并,使所有个体重新成为相互独立的个体,即可进入下一代,无需任何额

外操作. 
(3) OEA 算法中好的解即“领导”,是在局部的组织中产生的,自下而上地逐步产生全局最优解;MECA 算法

中好的解即“精英个体”,是直接在全局中产生的,同时又在每个精英个体周围的局部范围内进一步搜索更好的

解,兼顾了搜索机制的局部性和全局性,加快了收敛速度,从而能够在相同的评价次数的条件下得到更好的解. 
 
 

 

Population Teams Elites Leaders Population Organization

Fig.5  Simple block diagram of OEA 
图 5  OEA 算法的简单框图 

Fig.6  Simple block diagram of MECA 
图 6  MECA 算法的简单框图 
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4   收敛性分析 

定理 1. MECA算法的种群序列{Xk,k≥0}是有限齐次马尔可夫链,其中,k表示进化代数. 
证明:本文采用的是实数编码,设所需精度为ε,则搜索空间 S 可看成是离散空间,其大小为 

1
| | ( ) / ,n

i ii
S x x ε

=
⎡ ⎤= −⎢ ⎥∏  

所以种群是有限的 .而算法中采用的CCOI,DCO,FCO,CCOII,MO算子以及选拔准则均与进化代数k无关 ,因
此,Xk+1仅与Xk有关,即{Xk,k≥0}是有限齐次马尔可夫链.证毕. □ 

设f是S上的适应度函数,设f *为全局最佳值,令 

 * *{ | ( ) , }s f f S∈= =x x x  (13) 
称s*为最优解集,则有如下定义: 

定义 1. 设 max{ ( ) : 1,2,..., }
i k

k iX
f f i N

∈
= =

x
x 是一个随机变量序列,序列中的变量代表在时间步 k 状态中的最佳 

适应度.如果 

 *lim { } 1kk
P f f

→∞
= =  (14) 

则称算法收敛,即表明当算法迭代到足够多的代数后,群体中包含全局最优解的概率接近 1. 
定理 2. 对于MECA算法的马尔可夫链序列的种群满意值序列是单调不减的 ,即对于任意的k≥0,有

f(Xk+1)≥f(Xk). 
证明:MECA算法的协作操作中,父代的精英个体直接复制到子代精英种群中.由选拔准则I可知,只有新个

体的适应度超过父代个体时,原来的精英个体才会被取代.而在引导操作的选拔准则II中,新个体只对子代普通

种群进行更新,子代精英种群不受影响.以上操作及准则保证了每代的最佳个体可以保留到下一代,因而对于任

意的k≥0,有f(Xk+1)≥f(Xk),证毕. □ 
定理 3. MECA 算法是以概率 1 收敛的. 
证明:由上所述,本算法的状态转移由马尔可夫链来描述.我们将规模为 N 的群体认为是状态空间 S 中的某 

个点,用s i∈S表示s i是S中的第i个状态,相应于本算法s i={x 1 ,x 2 ,…,xN},显然, i
kX 表示在第k代时种群Xk处于状 

态si,其中,随机过程{Xk}的转移概率为pij(k),则 

  (15) 1( ) { / }j i
ij k kp k P X X+=

下面给出pij(k)的两种特殊情况,设I={i|si∩s*≠∅}. 
I. 当 i∈I,j∉I 时,由于公式(15)和定理 2,使得 

 pij(k)=0 (16) 
即当父代中出现最优解时,无论经历多少代的进化,最优解都不会退化. 

II. 当 i∉I,j∈I 时,由定理 2 可知, 1( ) (j i
k k )f X f X+ > ,所以 

 pij(k)≥0 (17) 
在讨论了转移概率的两种特殊情况后 ,我们来证明公式 (14) .设p i (k )为种群X k 处在状态 s i 的概率 , 

( )k i
i I

p p
∉

= ∑ k

s S j I i I j I i I j I
p p k p k p k p k p k p k+

∈ ∉ ∈ ∉ ∉ ∉

= = +

,则由马尔科夫链的性质可知: 

 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
i

k i ij i ij i ij∑ ∑ ∑∑ ∑∑

i I j I i I j I i I
p k p k p k p k p k p

∉ ∈ ∉ ∉ ∉

+ =

 (18) 

由于 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i ij i ij i k=∑∑ ∑∑ ∑  (19) 

因此, 
 ( ) ( ) ( ) ( )i ij k i ij

i I j I i I j I
p k p k p p k p k

∉ ∉ ∉ ∈

= −∑∑ ∑∑  (20) 

把公式(20)代入公式(18),再利用公式(16)和公式(17),则 
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i I j I
p p k p k p+

∈ ∉

≤ ≤ + =∑∑  (21) 10 ( ) ( )k i ij k kp

因此, 
 lim 0kk

p
→∞

=  (22) 

又因为 *lim { } 1 lim ( ) 1 limk ik k i I
P f f p k p

→∞ →∞ →∞∉

= = − = − kk∑ 和公式(22),可知: 

 *lim { } 1kk
P f f

→∞
= =  (23) 

即所有包含在非全局最优状态中的概率收敛于 0.因此,包含在全局最优状态中的概率收敛为 1.证毕.  □ 

5   算法仿真 

本节用 15 个标准测试函数(F01~F15)来测试 MECA 算法求解无约束优化问题的性能.为便于比较,本文中

的函数与文献[9]中的测试函数(F01~F15)完全一致.其中,F01~F05 是单峰函数;F06 是一个阶梯函数;F07 是一个

有噪声的四次函数;F08~F15 是多峰函数,其局部最优值的个数随着问题维数的增长而增长.实验中,F01~F13 的

维数设为 30,F14~F15 的维数设为 100.这样,函数具有非常多的局部极值,能够很好地测试算法的性能.具体函数

参见文献[9]中的相关说明. 
在第 5.1 节、第 5.2 节中,将把本文的MECA算法与OEA算法[9]进行比较,对比数据来源于文献[9].为进行公

平的比较,MECA算法的终止条件也与文献[9]一致,即当评价次数超过 300 000 次时算法终止.MECA的其他参

数设置如下:种群规模N=100,精英个数M=20,长方体交叉概率Pcu=0.3. 

5.1   MECA的实验结果 

表 1 给出了MECA算法对 15 个无约束测试函数 50 次独立运行的实验结果,包含了所求函数值的最优值、

平均值、标准方差及最差值,也给出了平均评价次数,此外还列出了每个函数的全局最优值.从表中可以看出,所
有函数的最优值、平均值、最差值都等于或非常接近于全局最优值,而且标准方差都相当小,其中对于F06,F09, 
F10,算法运行 50 次,每次都找到了全局最优值.此外需要注意的是,对于F12,将其 30 维的全局最优个体(−1, 
−1,…,−1)代入函数表达式,可求得对应的函数值为 1.571×10−32;而对于F13,将其 30 维的全局最优个体(1,1,…,1)
代入函数表达式,可求得对应的函数值为 1.350×10−32.这说明由于计算机截断误差的影响,对于这两个函数即使

算法找到了理论的最优个体,所求得的函数值也只能达到有限精度.而本文的算法对这两个函数 50 次运行的解

都分别等于上述两个值,这说明算法对于F12 和F13 也找到了全局最优解. 

Table 1  Experimental results of MECA on 15 unconstrained benchmark functions over 50 trials 
表 1  MECA 算法对 15 个无约束测试函数进行 50 次实验的实验结果 

f fmin
Best function 

value 
Mean function

value 
Standard 
deviation 

Worst function
value 

Mean number of function 
evaluations 

F01 0 1.959×10−189 4.228×10−183 0 1.191×10−181 300 059 
F02 0 6.866×10−114 1.845×10−110 3.113×10−110 1.607×10−109 300 063 
F03 0 3.253×10−105 3.274×10−95 2.313×10−94 1.635×10−93 300 057 
F04 0 8.167×10−10 5.124×10−2 9.732×10−2 5.037×10−1 300 063 
F05 0 0 7.973×10−2 5.638×10−1 3.987 300 055 
F06 0 0 0 0 0 300 055 
F07 0 3.760×10−6 4.083×10−4 3.800×10−4 1.693×10−3 300 060 
F08 −12 569.5 −12 569.486 6 −12 569.486 6 7.350×10−12 −12 569.486 6 300 055 
F09 0 0 0 0 0 300 058 
F10 0 0 0 0 0 300 052 
F11 0 0 3.844×10−3 7.130×10−3 2.464×10−2 300 066 
F12 0 1.571×10−32 1.571×10−32 5.529×10−48 1.571×10−32 300 068 
F13 0 1.350×10−32 1.350×10−32 1.106×10−47 1.350×10−32 300 062 
F14 −99.60 −99.004 382 2 −98.709 489 1 1.450×10−1 −98.243 522 6 300 059 
F15 −78.332 36 −78.332 331 4 −78.332 331 4 1.005×10−13 −78.332 331 4 300 061 
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5.2   MECA算法与OEA算法的比较 

从表 2 的结果可以看出,对于 F14,MECA 算法略差于 OEA 算法;对于 F06,两种方法都找到了全局最优值;
对于 F08 和 F15,两种方法的结果非常接近.除此之外,对于其他 11 个函数,MECA 算法的结果都优于 OEA 算法.
其中,对于 F01~F03,MECA 算法的精度比 OEA 算法提高了几十甚至上百个数量级;对于 F09 和 F10,MECA 算

法每次都找到了全局最优解,而 OEA 算法则没有;对于 F12 和 F13,如第 5.1 节所述,MECA 算法事实上也已经每

次都找到了全局最优解,但 OEA 算法则没有. 

Table 2  Comparison between MECA and OEA over 50 trials 
表 2  MECA 算法与 OEA 算法 50 次实验结果的比较 

Mean function value Standard deviation Mean number of function evaluations f fmin MECA OEA MECA OEA MECA OEA 
F01 0 4.228×10−183 2.481×10−30 0 1.128×10−29 300 059 300 017 
F02 0 1.845×10−110 2.068×10−13 3.113×10−110 1.440×10−12 300 063 300 014 
F03 0 3.274×10−95 1.883×10−9 2.313×10−94 3.726×10−9 300 057 300 016 
F04 0 5.124×10−2 8.821×10−2 9.732×10−2 2.356×10−2 300 063 300 018 
F05 0 7.973×10−2 0.227 5.638×10−1 0.941 300 055 300 016 
F06 0 0 0 0 0 300 055 300 017 
F07 0 4.083×10−4 3.297×10−3 3.800×10−4 1.096×10−3 300 060 300 016 
F08 −12 569.5 −12 569.486 6 −12 569.486 6 7.350×10−12 5.555×10−12 300 055 300 019 
F09 0 0 5.430×10−17 0 1.683×10−16 300 058 300 019 
F10 0 0 5.336×10−14 0 2.945×10−13 300 052 300 018 
F11 0 3.844×10−3 1.317×10−2 7.130×10−3 1.561×10−2 300 066 300 020 
F12 0 1.571×10−32 9.207×10−30 5.529×10−48 6.436×10−31 300 068 300 019 
F13 0 1.350×10−32 4.323×10−19 1.106×10−47 2.219×10−18 300 062 300 015 
F14 −99.60 −98.709 489 1 −99.502 404 2 1.450×10−1 2.526×10−2 300 059 300 017 
F15 −78.332 36 −78.332 331 4 −78.332 331 4 1.005×10−13 2.804×10−11 300 061 300 018 

 

5.3   MECA算法与CCGA算法和CPSO算法的比较 

CCGA算法和CPSO算法的数据结果来自文献[5],为方便比较,MECA算法的终止条件与文献[5]一致,即当

评价次数超过 200 000 次时算法终止,MECA算法的其他参数设置不变.所给出的结果是对各函数 50 次独立实

验得到的最优值的平均值.文献[5]中实验所用的 5 个函数f0~ f4分别对应本文中的F05,F03,F10,F09,F11.文献[5]
在仿真中给出了CPSO算法的 4 种方法的结果,即CPSO-S,CPSO-S6,CPSO-H,CPSO-H6,其中CPSO-S6和CPSO-H6

表示分裂因子K取 6,而CPSO-S和CPSO-H表示分裂因子K取n的特殊情况,n代表解向量的维数.具体的方法及其

他参数设定请参看原文.对每个函数,文中给出了每种方法当每个粒子群的粒子数分别为 10,15,20 时的共 12 个

结果,表 3 列出了最好结果及最差结果,并在相邻的“Algorithm”一列里注明了得到该结果的方法,小括弧里标注

的是此时每个粒子群的粒子数. 

Table 3  Comparison between MECA, CCGA and CPSO over 50 trials 
表 3  MECA 算法与 CCGA 算法和 CPSO 算法 50 次实验结果的比较 

CPSO 
f MECA CCGA 

Best results Algorithm 
(number of particles) Worst result Algorithm 

(number of particles) 
F05 ( f0) 6.43×10−1 3.80×100 1.94×10−1 CPSO-H6 (10) 2.47×100 CPSO-S6 (15) 
F03 ( f1) 1.23×10−64 1.38×102 2.55×10−128 CPSO-S (10) 1.20×10−4 CPSO-S6 (20) 
F10 ( f2) 0 9.51×10−2 2.78×10−14 CPSO-H (10) 5.42×10−5 CPSO-S6 (20) 
F09 ( f3) 0 1.22×100 0 CPSO-S, CPSO-H 1.47×100 CPSO-H6 (10) 
F11 ( f4) 3.94×10−3 2.20×10−1 1.86×10−2 CPSO-H (20) 8.95×10−2 CPSO-S6 (20) 

 
从表 3 中可以看出,本文的 MECA 算法对于所有 5 个函数都远远优于 CCGA 算法;对于 F10,F11,MECA 算

法优于 CPSO 算法的最好结果;对于 F05,F09,与最好结果相当;唯有 F03,MECA 算法不如其最好结果,但远远优

于其最差结果.值得注意的是,CPSO 算法的结果是在不同的方法以及使用不同粒子数的情况下得到的.虽然文

中最后给出了指导性的结论,说明了哪个方法更适合哪种类型的函数,然而在实际应用中,目标函数是多变的,
其类型也是难以预知的,这无疑会给该算法的实际使用增加一些困难.相比之下,本文算法在统一的参数设置下
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对不同函数都得出了较好的结果,因而更易于使用. 

5.4   MECA算法收敛速度的仿真 

在第 5.1 节、第 5.2 节的实验中,为了方便与文献[9]进行比较,将算法终止的条件设为评价次数超过 300 000
次时算法终止,但实际上对于 F06,F08~F10,F12,F13,F15 来说,用更少的评价次数即可收敛到所给精度.这里对这

些函数收敛时实际所需的评价次数进行了统计,表 4 给出了 10 次独立运行的结果.此外,给出了 F9 和 F13 的收

敛曲线.本节中,算法的终止条件改为当最优值达到指定的全局最优值时算法终止,其他参数不变. 
由表 4 可以看出,对于以上 7 个函数,算法经过较少的评价次数即可收敛,从而达到或接近全局最优值.图 7、

图 8 分别给出了 F09,F13 进行 10 次独立运行的收敛曲线,其中,虚线表示 10 次独立运行的结果,实线表示 10 次

结果的平均值.注意,对于 F09,当算法收敛到 0 时,在对数坐标中无法显示对应的值.从图 7、图 8 可以看出,算法

能够以很快的速度收敛到全局最优值. 

Table 4  Mean number of function evaluations when MECA becomes convergent 
表 4  MECA 算法收敛所需的平均函数评价次数 

f F06 F08 F09 F10 F12 F13 F15 
Function value 0 −12 569.486 6 0 0 1.571×10−32 1.350×10−32 −78.332 331 4 

Mean number of function evaluations 6 852 20 249 32 171 77 026 56 547 59 233 46 937 
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5.5   MECA算法运行时间的仿真 

不同作者的算法,其算法机制以及仿真环境都不尽相同,一般来说,使用相同的评价次数来比较不同算法的

性能是相对比较公平和简便的方法.为了更直观地显示本文算法的时间复杂度,我们在相同的仿真环境下分别

实现了本文的MECA算法、OEA算法以及标准遗传算法SGA,来比较 3 种算法达到相同评价次数时的运行时间.
具体的仿真环境如下 :CPU:Intel Pentium 4,3.20GHz;内存 :1GB;操作系统 :Windows XP Professional;开发工

具:Microsoft Visual C++ 2005.各算法的终止条件是当评价次数超过 300 000 次时算法终止,MECA算法的参数

设置与第 5.1 节、第 5.2 节相同.OEA算法的参数设置与文献[9]一致.为了进行公平的比较,SGA算法也采用实数

编码,种群数与MECA算法相同,也取为 100,交叉概率pc为 0.8,变异概率pm为 0.01,交叉策略使用常规的算术交

叉,变异策略类似于二进制编码中的变异策略,即依据变异概率对个体的某一维变量进行变异,采取轮盘赌选择

及最优保留策略.各算法均独立运行 50 次.表 5 给出了 4 个 30 维函数F02,F06,F09,F11 以及两个 100 维函数

F14,F15 的运行结果. 
从表 5 中可以看出,当达到同样的评价次数时,MECA 算法最快,SGA 算法次之,OEA 算法最慢.MECA 算法

比 OEA 算法快,原因已经在第 3 节进行了详细的分析.SGA 对于高维函数的优化显得无能为力,并且在轮盘赌

选择中,种群的所有个体都要计算出选择概率;此外,判断选择哪些个体的次数也与种群规模相等,这些操作都

增加了 SGA算法的运行时间.本文的 MECA算法的操作算子虽然看起来比较多,但各算子处于算法的不同分支

Fig.7  Convergence curve of F09 
7  F09 的收敛曲线 

Fig.8  Convergence curve of F13 
图 8  F13 的收敛曲线 
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中,每次产生新个体时,只会使用其中的 1~2 个算子;算子类型多,增加了种群多样性,但并没有因此而增加算法

的时间复杂度.此外,在为各个精英个体选取成员以产生新个体时采取了比较简单的选择机制,也节省了算法的

运行时间. 

Table 5  Comparison of runtime between MECA, OEA and SGA over 50 trials 
表 5  MECA 算法与 OEA 算法和 SGA 算法进行 50 次实验的运行时间的比较 

Mean function value Mean number of function evaluations Mean runtime (s) f 
MECA OEA SGA MECA OEA SGA MECA OEA SGA 

F02 6.8×10−114 9.59×10−37 2.05×100 300 049 300 017 300 041 1.09 5.75 2.44 
F06 0 0 5.11×101 300 044 300 017 300 044 1.40 5.91 3.60 
F09 0 3.62×10−15 2.42×101 300 045 300 019 300 049 1.48 6.08 2.91 
F11 3.20×10−3 2.62×10−2 1.41×100 300 044 300 016 300 039 1.72 6.36 3.17 
F14 −98.881 43 −99.300 66 −70.255 63 300 048 300 017 300 045 9.23 16.08 12.09 
F15 −78.332 33 −78.332 33 −67.702 33 300 048 300 020 300 045 6.29 13.07 9.25 

 

5.6   MECA算法的参数及算子分析 

下面先给出平均成功率的定义,然后在平均成功率的准则下分析参数 Pcu 和 M 对算法性能的影响. 
定义 2. 如果一次运行在规定条件下的结果满足公式(24),则此次运行称为成功的,否则称为失败的. 

  (24) 
* * * 0≠

*

| | | |,  
| | ,                   0

best

best

F F F F
F F

ε
ε

⎧ − < ⋅⎪
⎨

< =⎪⎩

Pcu

其中,Fbest表示此次运行所得到的最优值,F*为全局最优值.设M次运行中有Ms次成功,则平均成功率为Ras=Ms/M.
显然,平均成功率是对算法在规定条件下搜索全局最优解的能力的概率估计,其值越大,表明算法的性能越稳

定,寻优能力越强.这里取ε=10−5. 
这里选择了两个单峰函数 F2,F3,以及两个双峰函数 F8 和 F11 进行研究.  

5.6.1   参数 Pcu 对 MECA 算法性能的影响 
本节中,长方体交叉概率Pcu在区间[0.1,1]内以步长 0.1 采样,得到 10 个Pcu参数,在每个Pcu参数下进行 50

次实验(其他参数及终止条件与第 5.1 节、第 5.2 节相同),然后计算该参数对应的平均成功率,如此便得到Ras与

Pcu的关系,如图 9(a)所示.从图 9(a)可以看出,对于F2,F3,F8 来说,当Pcu在 0.1~0.9 之间时,成功率都为 1;而对于

F11,当Pcu在 0.1~0.4 之间时,成功率较高.此外,图 9(b)给出了每个Pcu参数对应的最优函数值,以便更直接地观

察该参数对算法性能的影响.从图 9(b)可以看出,F8 对Pcu不敏感,F11 的变化幅度也较小,而F2,F3 的变化幅度较

大,当Pcu在 0.1~0.4 之间时,二者的精度会非常高.所以从总体上看,当Pcu在 0.1~0.9 之间这样大的范围内时,算
法对多数函数都可以达到较高的精度,尤其是当Pcu取值在 0.1~0.4 之间时,算法的搜索精度最高.因而在前面的

实验中取Pcu为 0.3. 
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Fig.9  Influence of Pcu on MECA 算法 
图 9  Pcu 对 MECA 的影响 
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5.6.2   参数 M 对 MECA 算法性能的影响 
本节中,精英的个数M在区间(0,100)内进行非均匀采样,具体取值为[3,5,10,15,20,30,40,50,70,90],得到 10 个

M参数,在每个M参数下进行 50 次实验(其他参数及终止条件与第 5.1 节、第 5.2 节相同),然后计算该参数对应

的平均成功率,如此便得到Ras与M的关系,如图 10(a)所示.从图 10(a)可以看出:对于F2,F3,F8 来说,当M在 3~90
之间时,成功率都为 1;而对于F11,成功率随M的增加而上升,当M在 50~90 之间时,成功率较高,尤其是当M取 90
时,成功率可达到 1.图 10(b)给出了每个M参数对应的最优函数值.从图 10(b)可以看出,F8 对M不敏感,F11 的变

化幅度也较小.但需要注意的是,当M取 90 时,F11 每次均可达到全局最优值 0.F2,F3 的变化幅度较大,当M在

10~20 之间时,二者的精度会非常高.所以从总体上看,当M在 3~90 之间这样大的范围内时,算法对多数函数都可

以达到较高的精度.具体来看,对于单峰函数,M取得小一些效果更好;而对于多峰函数,M取得大一些效果更好.
为了兼顾所有的函数,本文在前面的实验中取M为 20. 

M 是每代种群中前 M 个最优个体的数目,当 M 取值较小时,算法会在较少的几个精英个体附近进行搜索,
因而对于单峰函数,能够较快地找到最优解;但对于多峰函数,由于搜索空间有限,则可能会陷入局部最优.M 取

值变大时,算法则会在更多的精英个体附近进行搜索,这样,算法收敛的速度会降低.因而对于单峰函数,在同样

的评价次数下找到的最优解会变差;但对于多峰函数,由于搜索范围加大,陷入局部最优的可能性降低,因而搜

索到的最优解会变好. 
为便于使用对数坐标观察,图 9(b)和图 10(b)中对函数的均值取了绝对值. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Fig.10  Influence of M on MECA 
图 10  M 对 MECA 的影响 

5.6.3   DCO,FCO,MO 算子对 MECA 算法性能的影响 
在较好的算法机制的保证下,为进一步增加种群的多样性,本文还使用了 DCO,FCO,MO 这几个算子.其中, 

DCO 算子实际上属于离散交叉中的两点交叉,用于产生新的子代个体,而离散交叉所产生的子代个体位于由两

个父代个体的元素所定义的超立方体的顶点上;FCO算子是对DCO算子的改进,对于理论最优值在各维上都相

同的函数,该算子使得某些维上得到的好的结果能够快速传播到其他维上,能够起到加快收敛的作用;MO 算子

是一种变异算子,在精英个体的基础上产生新个体,即在精英个体的引导下进行变异,使算法能够跳出局部最

优,同时又能在一定程度上避免过于随机的变异所导致的退化.为验证几个算子对算法所起到的推动作用,下面

分别用 CON0,CON1,CON2 和 CON3 来表示以下 4 种情况:本文的 MECA 算法、MECA 算法中剔除 DCO 算子、

MECA 算法中剔除 FCO 算子、MECA 算法中剔除 MO 算子.在这 4 种情况下分别对两个单峰函数 F1,F2,以及

两个多峰函数 F10,F14 进行 10 次独立实验.算法的终止条件仍然是当评价次数超过 300 000 次时算法终止,参
数设置与第 5.1 节、第 5.2 节相同. 

从表 6 的 4 种情况依次可以看出,3 种算子中 DCO 算子对算法性能的影响最小,但 DCO 算子确实在一定程

度上提高了算法的精度;FCO 算子对于理论最优值在各维上都相同的函数,如表 6 中前 3 个函数,有较强的加快

M
ea

n 
(f(

x)
)  

M

10−100

10−50

10−150

1050

100

F02 
F03 
F08 
F11 

R a
s

0     20    40     60    80    100 
M

F02 
F03 
F08 
F11 

1.0

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

(a) (b) 



 

 

 

慕彩红 等:M-精英协同进化数值优化算法 2937 

 

收敛作用,而对于理论最优值在各维上不同的函数,如 F14,由于算法中选拔机制的保证,该算子并不会对算法产

生过强的抑制作用;MO 算子作为一种变异算子,对于算法跳出局部最优起着主要作用,去掉该算子,算法性能会

大幅度下降.因而只有几种算子综合使用,才能使算法达到最理想的效果. 

Table 6  Comparison of mean function value under four conditions over 10 trials 
表 6  4 种情况下进行 10 次实验的函数值平均值的对比 

Mean function value f fmin CON0 CON1 CON2 CON3 
F01 0 2.1566×10−184 4.7444×10−175 6.2883×10−61 1.0718×10−65

F02 0 4.2019×10−110 3.3740×10−103 8.9025×10−21 7.5862×10−40

F10 0 0 0 1.0658×10−14 2.804 
F14 −99.60 −98.720 658 8 −97.658 115 6 −98.737 508 8 −82.128 619 0 

 

6   结  论 

本文提出了一种求解数值优化问题的进化算法——M-精英协同进化算法,详细分析了主要算子的机理,并
从理论上证明了其具有全局收敛性.实验中对无约束函数优化的测试以及与 OEA,CCGA,CPSO 这些方法的比

较结果表明,MECA 算法具有较强的寻优能力,总体的求解质量要优于所对比的方法.由于受到精英策略的启

发,本文算法在进化中更强调精英个体的作用,使得算法的收敛速度加快,但同时也使得算法对于某些函数容易

陷入局部最优,如函数 F04,F05,F07,F11,但是其平均值仍然略优于所对比的其他几种方法;对于 F14,本文结果不

如 OEA 方法,说明本文算法在脱离局部最优的性能方面仍有不足.对算法参数的实验分析表明,MECA 算法当

参数在较大范围内发生变化时都能够取得很好的解,对参数不敏感.对参数 M 的分析表明,对于单峰函数,M 取

较小的值效果更好;而对于多峰函数,M 取较大的值能够获得更好的解.因此,下一步我们将改进算法,使其具有

自适应调节能力,并利用该算法解决其他优化问题,如组合优化、多目标优化等. 

致谢  在此,我们向对本文工作给予支持和建议的同行表示感谢. 
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