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Abstract:  This paper improves the methods of observation reduction in non-deterministic planning (NDP) in three 
aspects: in finding MOS (minimal observation set); in finding out the optimal observation set (OOS) when 
observations have different costs; and in finding fault-tolerant OOS. A MOS problem is similar to a minimal set 
cover (MSC) problem, so it can be proved that finding MOS is NP-hard. Inspired by MSC methods, an O(2mm2) but 
Ω(2m−1) algorithm for MOS is presented, where m is the number of observations. By using integer programming (IP) 
technologies, OOS or fault tolerant OOS can be found out. Proofs are provided to show that these algorithms can 
guarantee finding optimal solutions.  
Key words: AI (artificial intelligent) planning; non-deterministic planning; observation reduction; minimal 

observation set; optimal observation set; fault-tolerant 

摘  要: 从 3 个方面改进了不确定规划(non-deterministic planning,简称 NDP)中的观测约简:一是如何找最小观测

集合(minimal observation set,简称 MOS),二是如何在观测代价不均等时找最优观测集合(optimal observation set,简
称 OOS),三是如何找到容错的 OOS.通过 MOS 问题和图论中的最小覆盖集问题(minimal set cover,简称 MSC)的类

似性,可证 MOS 是 NP 难的问题,还可参考 MSC 算法得出时间复杂性不超过 O(2mm

                                                            

2)且不低于Ω(2m−1)的算法,其中

m是观测的个数.通过使用整数规划(integer programming,简称 IP)技术,可找到OOS以及容错的OOS.可以证明,上述

算法能够保证找到解,并且能够保证解的最优性. 
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智能规划是人工智能的一个分支 ,近年来成为一个研究热点 [1−5].而规划中研究不确定的动作效果的分  
支——不确定规划(non-deterministic planning,简称 NDP)更是热点中的热点 [6−11],近几次 IJCAI(International 
Joint Conferences on Artificial Intelligence)及 AAAI(Association for the Advancement of Artificial Intelligence 
Conference on Artificial Intelligence)均设立了专门的 NDP session.在 NDP 中,由于动作效果是不确定的,往往需

要进行观测,以区分多种可能的状态.但是,在现实中观测信息的获取往往需要各种各样的代价,比如传感器的

能耗以及通信代价等等[12,13].同时,很多情况下,观测变量一般又都是可选的,甚至在规划执行的过程中用不到.
因此要找到一个对规划的执行而言最小的观测集,或者一种最好的观测组合方案[12,13].进一步来说,考虑到观测

(例如传感器)也有可能出错,有时需要一个能容错的观测组合方案. 
由于观测约简是 NDP 领域中比较前沿的课题,目前为止,还很少有文献讨论观测约简的方法[10,11].IJCAI-05

上的文章[10]描述了如何在不损失信息的前提下基于当前策略动态划分观测空间.文中提出,如果两个观测总是

被用来区分同一个动作过程,那么它们被认为是不必区分的.进而,这些不必区分的观测可以进行合并,从而实

现了观测约简.IJCAI-07 上的文章[11]进一步扩展了这个问题的范围,希望在已知规划解的前提下找到一个最小

观测集合(minimal observation set,简称 MOS).该文提出了一种贪心算法,并将这个问题正式命名为观测约简.为
了进一步简化问题,该文首先抽取出规划过程中所有需要被区分的状态对,并将它们映射到观测变量集合上,然
后优先保留能够区分最多状态对的观测.上述两篇文章都假设所有的观测具有相同的代价.显然,一方面贪心算

法无法保证得到最优解,另一方面,在现实问题中可能会出现观测代价不相同的情况.进一步来说,在文献[11]的
未来工作中也指出,由于观测可能出错,需要对观测进行容错. 

鉴于此,本文试图从 3个方面进一步解决观测约简问题:一是找到一种高效的求MOS算法,二是提出能够在

观测代价不相等的情况下找到最优观测组合方案的方法,三是提出能够找出容错的最优观测集的方法.观察发

现,MOS 问题可以映射成图论中的最小覆盖集问题(minimal set cover,简称 MSC),据此不但可以证明 MOS 是一

个 NP 难题,而且可以基于 MSC 算法设计出求 MOS 的算法.另一方面,求解带权值的最优化问题时常用的一种

手段是整数规划(integer programming,简称 IP)[14,15],所以可以使用 IP 来求解观测代价有权值情况下的最优观测

集(optimal observation set,简称 OOS).对于容错的观测集,也可以采用 IP 方法进行求解.本文提出将 MOS 映射为

MSC,提出能够求得 MOS 问题的最优解的算法,同时,将 MOS 问题扩展到观测代价有权值的情况并使用 IP 技

术进行求解,首次考虑求容错的观测集问题. 
本文第 1 节介绍研究背景,包括不确定规划、观测约简问题以及 MSC 问题.第 2 节将 MOS 映射到 MSC 并

提出求解算法.第 3 节介绍使用 IP 技术求解 OOS.第 4 节介绍将 IP 技术扩展到容错 OOS 的求解上.第 5 节对全

文进行总结. 

1   研究背景 

1.1   不确定规划 

不确定规划是人工智能规划的一个分支,在 NDP 中动作的效果是不确定的.根据状态是否完全可以被观

测,NDP 可分为完全可观测 NDP[8]以及部分可观测 NDP(partially observable Markov decision process,简称

POMDP)[6].一般定义不确定规划领域、观测函数以及带有观测的不确定规划领域如下: 
定义 1(不确定规划领域). 一个不确定规划领域是一个四元组Σ=〈P,S,A,T〉: 
· P 是命题集合; 
· S⊆2P 是状态集合; 
· A={a|a=〈pre(a),add(a),del(a)〉}是动作集合,其中,pre(a)是前提集合,add(a)和 del(a)分别是增加效果和删

除效果集合; 
· T:S×A→2S 是状态转换函数. 
一个动作 a 在状态 s 下是可用的,当且仅当 pre(a)⊆s.在不确定规划领域中,在状态 s 下应用动作 a,由于动作

效果是不确定的,将导致多个后继状态. 
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定义 2(观测函数). S 是一个不确定规划领域的状态集,V 是一个有限的观测变量集合.观测函数 X 是映射: 
S×V→{T,⊥}. 

不失一般性,这里只考虑布尔类型的观测变量.在定义 2 中,T 表示观测变量的值为真,⊥表示观测变量的值

为假.观测函数表明在某个状态 s 下观测变量 v 的值.观测变量也称为观测. 
定义 3(带有观测的不确定规划领域). 带有观测的不确定规划领域是一个三元组 D=(Σ,V,X),其中: 
· Σ=〈P,S,A,T〉是一个不确定规划领域; 
· V 是一个有限的观测变量集; 
· X 是观测函数:S×V→{T,⊥}. 
基于上述定义可以定义规划问题和规划解. 
定义 4(规划问题). 一个规划问题是一个三元组Π =〈D,I,G〉: 
· D=(Σ,V,X)是规划领域; 
· I 是初始状态; 
· G 是目标状态. 
定义 5(规划解). 不确定规划问题的规划解是策略π,π是由状态-动作序对构成的集合: 

π ={〈s,a〉|s∈S,a∈A,a 在 s 中是可应用的}. 
通过策略π,可以使规划问题从初始状态转换到目标状态. 
NDP 有很多比较成熟的求解技术[6−9],本文中假设规划解是已知的. 

1.2   观测约简 

观测约简就是在规划解确定之后约简观测变量,以节约规划执行的开销.在未求出规划解的规划空间中,需
要区分的状态对往往非常多,所以本文及以前对观测约简的讨论[10,11]都只考虑规划解确定之后的问题.不过,只
要能够枚举需要区分的状态对,那么这些技术都可以不加修改地应用到未求出规划解的规划空间中.此时需要

先根据初始状态和动作的可能效果进行状态的可达性分析,并找出可能需要区分的状态对.这样的状态对仍然

很多,但比所有状态的组合要少得多.因此在可用 NDP 描述的领域中,本文的技术比一般传感器优化技术更有

优势,这是因为本文的技术利用了规划的特点,只区分需要区分的状态对,而一般的传感器优化技术需要识别具

体的状态. 
在求得规划解之后,规划器或者系统控制器会按照规划解来执行动作.这样才能改变系统状态,实现从初始

状态到目标状态的转变,达到规划的目的.尽管初始状态往往是已知的,但动作的效果是不确定的,即有多个可

能的后继状态.规划解是一个基于状态的策略,所以在执行过程中需要观察系统当前状态. 
例 1:有一个迷宫游戏,如图 1 所示. 

迷宫游戏的说明如下:不包括游戏起点,共有 12
个游戏房间,每个游戏房间都提供不同的游戏.迷宫中

的门称为滑动门,它会随机地将游戏者带到两个可能

的游戏房间中的一个.例如,从游戏起点,游戏者通过滑

动门可能进入房间R01或者房间R02,但在游戏过程中

到底是进入了哪个房间,游戏者自己并不能控制.为了

给游戏者以指引,工作人员需要通过房间内的无线传

感器或者工作人员的观察了解游戏者的位置.其游戏

规则为:在某个房间中做对应的游戏并通过滑动门进

入下一个房间. 
迷宫中监控情况如下:可以选择开启监控器监控

两个相邻的房间,监控器分别装在房间 R04 和房间 R09 之间以及房间 R05 和房间 R11 之间.房间 R01 和房间

R07 的窗在同侧,可以安排工作人员观察.房间 R07 到房间 R12 中间都是落地窗,可以安排工作人员观察.但是,
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Fig.1  A maze game 
图 1  一个迷宫游戏 
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安排工作人员需要成本,开启传感器也需要成本,需要尽可能地在保证能够指引游戏者的同时降低成本.在游戏

过程中,假设每次只允许 1 个游戏者进入游戏,并且进入时监控者总是知道的. 
这个游戏就是一个已知规划解而让游戏者去执行这个规划解的过程,节约成本则是一个观测约简的问题.

在进行观测约简时,往往只需在动作的不确定效果中进行区分,即仅需判断当前状态是少数几个状态中的哪一

个.例如,游戏者从起点第 1 次推开滑动门,要么到了房间 01,要么去了房间 02,因此只需安排工作人员观察是否

在房间 01 就可以了.在以前的工作[11]中,将这些需要通过观测进行区分的状态组合称为状态对,本文也遵从这

种约定. 
例 2:在例 1 中需要通过观测进行区分的状态对包括: 
state-pair0={游戏者在房间 R01 中,游戏者在房间 R02 中}; 
state-pair1={游戏者在房间 R03 中,游戏者在房间 R04 中}; 
state-pair2={游戏者在房间 R05 中,游戏者在房间 R06 中}; 
state-pair3={游戏者在房间 R07 中,游戏者在房间 R08 中}; 
state-pair4={游戏者在房间 R09 中,游戏者在房间 R10 中}; 
state-pair5={游戏者在房间 R11 中,游戏者在房间 R12 中}. 
例 1 中可选的观测包括: 
v0=观测房间 R07,R08,R09,R10,R11,R12 的工作人员; 
v1=观测房间 R01 和房间 R07 的工作人员; 
v2=观测房间 R04 和房间 R09 的无线传感器; 
v3=观测房间 R05 和房间 R11 的无线传感器. 
假设所有的观测变量代价相同 ,可以定义最小观测集

(MOS)如下: 
定义 6(区分状态对). 设 V 是观测变量集合,称两个需要

被区分的状态 s0 和 s1 为一个状态对 state-pair=〈s0, s1〉,其中

s0∈S,s1∈S.称该状态对是可以被 v∈V 区分的 ,当且仅当

X(s0,v)≠X(s1,v).其中,X 是观测函数. 
图 2 是例 2 中各观测变量及其能够区分的状态对之间的

对应关系.比如,v2 是装在房间 R04 和房间 R09 之间的传感器,
当它开启时,能够同时看到房间 R04 和房间 R09 中的情况,因
此就能判断当游戏者从房间 R01 往下走的时候是在房间 R03
还是在房间R04,或者当游戏者从房间R04往下走的时候是在

房间 R09 还是在房间 R10. 
定义 7(观测集(observation set)). 设 Δ={state-pair0,state-pair1,…,state-pairn−1}是 n 个状态对的集合,V= 

{v0,v1,...,vm−1}是 m 个观测的集合.对 V 的一个子集 Λ,如果 Δ中每个状态对都可区分,则称 Λ是 Δ的一个观测集. 
定义 8(最小观测集 (MOS)). 设 Δ={state-pair0,state-pair1,…,state-pairn−1}是 n 个状态对的集合 ,V={v0, 

v1,...,vm−1}是 m 个观测的集合,Λ 是 Δ 的一个观测集.若对 Δ 的任意观测集 Λ′,总有|Λ|≤|Λ′|,则 Λ 就是 Δ 的最小观

测集,简记为 MOS. 
在无二义性的前提下,求解最小观测集的问题也简写为 MOS. 
使用贪心算法[11]在例 1 中找到的 MOS 需要使用所有 4 个观测变量(因为 v0 能够区分最多的状态对,会被

优先选取),而实际上采用{v1,v2,v3}作为 MOS 就足够了.所以,贪心算法不能保证找到最小观测集.但每个观测的

代价可能是不相同的,因此寻找最小观测集对于节约规划执行的成本是有利的. 

state-pair0

observation0

state-pair2

state-pair1

observation1

state-pair5

state-pair4

state-pair3observation2

observation3

Fig.2  Observation variables in Example 1 
图 2  例一中的观测变元 

1.3   最小覆盖集(MSC)和最小控制集(MDS) 

定义 9(最小覆盖集(MSC)). 设集合 C={C0,…,Cn}是集合 S 的幂集,即∀Ci⊆S(0≤i≤n).若存在 C′⊆C,且对
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∀u∈S,∃c∈C′使得 u∈c,则称 C′是 S 的一个覆盖.如果存在 S 的一个覆盖 C′,对任意 S 的覆盖 C″满足|C′|≤|C″|,则称

C′是 S 的最小覆盖集. 
定义 10(图). 图 G 是有序三元组(V(G),E(G),ΨG),其中,V(G)是非空顶点集合,E(G)是与 V(G)不相交的边集

合,ΨG 则是联系 G 中的边和一对无序顶点之间的关联函数.若 e 是 G 中的一条边,而 u 和 v 是 G 中的顶点,满足

ΨG(e)=uv,则称 e 是连接 u 和 v 的边,u 和 v 与 e 相关联,顶点 u 和 v 称为 e 的端点. 
定义 11(完全图). 任意两个顶点之间都有弧相连的图称为完全图. 
定义 12(最小控制集(MDS)). 图 G=(V(G),E(G),ΨG),集合 S⊆V(G)称为 G 的控制集,当且仅当 G 中任意一边

至少有 1 个端点在 S 中.若 G 中不存在控制集 S′使得|S′|<|S|,则称 S 为最小控制集. 
最小覆盖集问题和图论中的最小控制集(MDS)问题是等价的.可以用如下办法将 MSC 映射为 MDS:对

MSC 的 C,构造一个完全图 Ck,其中 C 的每个元素对应一个点.然后在 Ck 中对应每个 S 中的元素添加一个点,并
且在该点和包含它的 C 的元素对应的点之间增加边,就完成了映射.反过来,对应每个 MDS 图中的点构造一个

集合,它的元素由自身以及所有与这个点邻接的点对应的元素构成,就形成了一个 MSC. 
MSC 和 MDS 都已被证明是 NP 难题[16].求解 MDS/MSC 的方法包括穷举、贪心算法以及基于搜索树的方

法[17]等,同时也有一些近似算法[18].目前最优的完全算法仍然是指数级的[17].控制集目前也是传感器网络优化

中的重点[19].但是,传感器网络优化与 MOS 相比至少有如下 3 点不同:(1) 传感器网络优化要求监控的对象是所

有可能的状态,而 MOS 仅仅要区分不确定规划解(策略π)执行过程中产生的状态;(2) 传感器网络优化要求所有

的监控点之间是连通的[19];(3) 传感器网络优化一般不要求最优解,而是采用近似解[19]. 

2   求MOS的算法 

对于 MOS 可以使用贪心算法得到近似解,也可以采用穷举的方法得到最优解.下面根据目前最优的 MSC
算法[17]提出一种复杂性与其等价且能保证最优解的方法. 

2.1   引  理 

为了便于研究,定义如下一个观测的区分集: 
定义 13(区分集(division set)). 一个观测 v∈V 的区分集是一个状态对的集合 Δv＝{state-pair|state-pair 是可

以被 v 区分的状态对}. 
将一个观测 v∈V 的区分集 Δv 看成在状态对的全集 Δ上的一个子集,MOS 问题就是一个特殊的 MSC 问题,

可见,MOS 问题也是 NP 难题.一般 MCS/MDS 问题仅需求最小覆盖集、最小控制集的秩,但 MOS 还要给出拥

有最小秩的具体的观测变量集合,因此求 MOS 时需要增加对变量集合的调整,而复杂性也随之增加. 
基于 MCS/MDS 的一些研究成果,可以发现 MOS 问题有如下性质: 
引理 1. 对 MOS 问题, 
1) 若存在两个不同的观测 v′和 v″,其区分集分别为 Δ′⊆Δ和 Δ″⊆Δ,且 Δ′⊆Δ″,则 MOS 中一定可以不包含 v′; 
2) 若∃u∈Δ,有且仅有唯一的 v⊆V,使得 u 可以被区分,则 MOS 中一定包含 v. 
证明:1) 设包含 v′的 MOS 为 M,v′∈M.如果 v″∈M,由于 Δ′⊆Δ″则显然 M−{v′}是一个更小的观测集,这与定义

8 矛盾.因此 v″∉M,用 v″代替 v′,同样,由于 Δ′⊆Δ″,则 M−{v′}∪{v″}也是观测集,且秩与 M 相等,即 MOS.因此,MOS
中一定可以不包含 v′. 

2) 若存在不包含 v 的 MOS,不妨记为 M,则 M 中不存在观测能够区分 u,于是与定义 8 矛盾. □ 
由于一般会用尽可能少的传感器来监控所有可能的状态[19],所以一般状态对 u 最多被两个观测 v′和 v″区

分.若 v′=v″,则可用引理 1 中的结论 2 将 v′加入 MOS;否则,设 v′和 v″的区分集有交集 Δ,Δ 中的状态对只能由 v′

或 v″来区分.若 v′和 v″均尚未被选中到 MOS,则在选中其他观测后,v′和 v″对应的在待区分状态对中的区分集会

逐渐变小,最终总有一个会首先退化为 Δ,则此时可用引理 1 中的结论 1 对 MOS 进行断言.由此可见,引理 1 在

实际的观测约简中有广泛的应用. 
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2.2   算  法 

算法假设待区分的状态对、观测变量以及观测函数已知.算法先根据观测函数找到观测对应的区分集,这
可以通过调用 constructDivisionSet 函数实现.然后使用递归程序 dpsMOS 来寻找 MOS.其中当规模较小(状态对

少于 3 个)时调用穷举子函数 enumMos,并在递归过程中用函数 fixSet 调整所有变量集合.流程如图 3 所示. 
在完全可观测的不确定规划问题中,在规划执行过程中产生的一个需要区分的状态对至少可以由 1 个观

测来进行区分.因此,首先要找出每个观测 vi 对应的区分集 Δi,如图 4 所示(算法 1). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
显然,算法 1 的复杂性是 nm.然后,根据引理 1 可以使用一个递归的程序来求 MOS,如图 5 所示. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Division set construction 

Algorithm 2. Davis-Putnam style MOS (dpsMOS). 

Davis-Putnam style recursive function

Algorithm 1. Division set construction (constructDivisionSet) 

Input: state pair set Δ={state-pair0,state-pair1,…,state-pairn},

and observation set V={v0,v1,...,vm} 

Output: division set Φ ={Δ0,Δ1,…,Δm} 

Begin 

1. Let Δj=∅ (0≤j<m); 

2. For each state-pairi (0≤i<n) in Δ, suppose state-pairi=〈si0,si1〉 

3.    For each vj (0≤j<m) in V 

4.       if (X(si0,vj)≠X(si1,vj)) 

then add state-pairi into Δj; 

5. return Φ; 

End 

Fig.3  Overall MOS procedure
图 3  求 MOS 的整体流程 

Fig.4  Observe set construction algorithm 
图 4  观测集构造算法 

Input: state pair set Δ={state-pair0,state-pair1,…,state-pairn}, and observation set V={v0,v1,...,vm},and

division set Φ ={Δ0,…,Δm}, MOS={vi,…,vj} (0≤i≤j≤m). 

Output: MOS={vi,…,vj} (0≤i≤j≤m). 

Begin 

1. if (|Δ|=0) then return MOS; 

2. if (|V|=1) then return MOS=MOS∪V; 

3. if (∃Δj,Δk∈Φ :Δj⊆Δk) return dpsMOS(Δ,V−{vj},Φ −Δj,MOS); 

4. if (∃state-pairi∈Δ(0≤i≤n), ∃a unique vj∈V and state-pairi∈Δj) return dpsMOS(fixSet(Δ,V,Φ,MOS,j); 

5. if (|Δ|≤2) then enumMos(Δ,V,Φ,MOS); 

6. Find Δj∈Φ, and |Δj|≥|Δk| for any Δk∈Φ (k≠j); 

7. MOS′=dpsMOS(Δ,V−{vj},Φ −Δj,MOS); 

8. MOS″=dpsMOS( fixSet(Δ,V,Φ,MOS,j)); 

9. If (|MOS′|<|MOS″|) return MOS′; 

10. else return MOS″; 

End 

Fig.5  Davis-Putnam style MOS algorithm 
图 5  Davis-Putnam 风格的 MOS 算法 

在图 5 中,dpsMOS 算法首先排除那些被其他区分集包含的区分集以及它们对应的观测(Step 3),因为根据

引理 1 它们肯定可以不被包含在 MOS 中.然后会优先选择那些能够唯一区分某一状态对的观测(Step 4),根据引

理 1,这些观测肯定在 MOS 中.接着,找一个拥有最大秩的区分集的观测 vj,分两种情况来递归调用 dpsMOS:一种

是不考虑 vj求原问题的MOS(Step 7),一种是求 vj∈MOS后剩余问题的MOS(Step 8).选择两种情况中较小的MOS
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作为原问题的解.与一般的动态规划算法类似,算法 2 对问题规模较小的情况使用直接的求解方法(Step 5),这里

采用枚举的方法(算法 4).图 6 中 fixSet 函数把 vj 加入 MOS 后对剩余问题进行精简,可以由 vj 区分的状态不再需

要区分,如果需要可用对区分集有序的存储来合并具有相同区分集的观测. 
 Algorithm 3. Fix sets (fixSet). 

Input: state pair set Δ={state-pair0,state-pair1,…,state-pairn}, and observation set V={v0,v1,...,vm},

and division set Φ ={Δ0,…,Δm}, MOS={vi,…,vj} (0≤i≤j≤m), index k of observation vk. 

 
 
 Output: state pair set Δ={state-pair0,state-pair1,…,state-pairn′}, and observation set V={v0,v1,...,vm′}, 

and all division set Φ ={Δ0,…,Δm′}, MOS={vi,…,vj} (0≤i≤j≤m′).  
Begin 

1. Δ=Δ−Δk; 
 
 

2. V=V−{vk}; 

3. Φ =Φ −Δk; 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.6  Fix set sub-function algorithm 
图 6  调整集合的子函数算法 

4. MOS=MOS∪{vk}; 

5. for every state-pair s∈Δk 

6.   for every division set Δi 

7.   {if (s∈Δi) then Δi=Δi−{s}; 

8.   if (|Δi|=0) then {Φ=Φ−Δi;V=V−{vi};}} 

9. return Δ, V, Φ, MOS; 

End 

Algorithm 4. Enumerate MOS (enumMos).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig.7  Enumerate MOS sub-function algorithm 

Input: state pair set Δ={state-pair0,state-pair1}, and observation set V={v0,v1,...,vm}, 

and division set Φ ={Δ0,…,Δm}, MOS={vi,…,vj} (0≤i≤j≤m). 

Output: MOS={vi,…,vj} (0≤i≤j≤m). 

Begin 

1. if(∃Δj,Δj=Δ) then return MOS=MOS∪{vj}; 

2. for every division set Δj 

3.    if state-pair0∈Δj 

4.       then {MOS=MOS∪{vj}; 

5.          break;} 

6. for every division set Δj 

7.    if state-pair1∈Δj 

8.       then {MOS=MOS∪{vj}; 

9.       break;} 

10. return MOS; 

End 

图 7  基于穷举的 MOS 子函数算法 

在图 7 中,enumMos 函数对于待区分状态对的数目小于 3 个的情况使用穷举的方法.这里不作赘述,直接认

为 enumMos 在多项式时间内返回正确的解. 
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2.3   例  子 

例 3:在例 2 中,使用 dpsMOS 算法的过程如下: 
1) 根据算法 1 得到Φ ={Δ0,Δ1,…,Δ3},其中: 
 Δ0={state-pair3,state-pair4,state-pair5}, 
 Δ1={state-pair0,state-pair3}, 
 Δ2={state-pair1,state-pair4}, 
 Δ3={state-pair2,state-pair5}; 
2) 第 1 次调用算法 2,发现 state-pair0 仅能被 v1 区分,于是将 v1 放入 MOS; 
3) 第 2 次调用算法 2,发现 state-pair1 仅能被 v2 区分,于是将 v2 放入 MOS; 
4) 第 3 次调用算法 2,发现 state-pair2 仅能被 v3 区分,于是将 v3 放入 MOS; 
5) 第 4 次调用算法 2,发现|Δ|=0; 
6) 返回 MOS={v1,v2,v3}. 
 可见,算法 2 能够给出正确的 MOS. 

2.4   算法分析 

定理 1. 算法 2 是正确的. 
证明:1) 算法 2得到的解能够区分所有状态对.这是因为,算法的终止有 3种情况:要么因为待区分状态对集

合为空,要么由 enumMos 返回了一个解,要么在包含或者不包含特定观测变量两种选择下返回较小的观测集.
如果待区分状态对集合为空,那么找到的观测变量集合能够区分所有状态对.当待区分状态对的数目小于 3
时,enumMos 函数通过枚举能够返回一个观测集.对于第 3 种终止情况,两种选择下,较小的观测集即为原问题的

观测集.因此,算法 2 得到的解是一个观测集,能够区分所有的状态对. 
2) 算法 2 得到的观测集是最小的.使用数学归纳法证明如下: 
设 Nv 表示 V 中观测变量的个数,即 Nv=|V|. 
当 Nv=1 时,V 中仅包含 1 个观测变量,记为 v0.对于一个 MOS 问题(Δ,V,Φ,MOS),根据完全可观测的前提,Δ

中任何一个状态对都至少可以由 1 个观测来区分,因此 v0 可以区分 Δ中所有状态对.根据算法 2 的 Step 2,MOS= 
{v0}.显然此观测集是最小的. 

设 Nv≤m 时,算法 2 得到的观测集是最小的.当 Nv=m+1 时,对于一个 MOS 问题(Δ,V,Φ,MOS),首先可以根据

引理 1 来进行化简.如果 MOS 问题中包含能够唯一区分一个状态对的观测,或者存在两个不同的观测 v′和 v″,
其区分集分别为 Δ′⊆Δ和 Δ″⊆Δ,且 Δ′⊆Δ″,则可以通过算法 2 的 Step 3~Step 4 将原问题简化为规模更小的 MOS
问题(Nv≤m),根据假定,算法 2得到的观测集是最小的.假设经过此化简步骤后,Nv仍然为m+1.在算法 2的 Step 9~ 
Step 10,算法返回的MOS是MOS′和MOS″中秩较小的一个,其中,MOS′是不考虑观测变量 vj时原问题的解,MOS″

是将 vj 加入到 MOS 后剩余问题的解.无论是 MOS′还是 MOS″,都是在问题规模更小(Nv≤m)的情况下,算法 2 找

到的观测集,因此根据假定,MOS′和 MOS″是最小观测集,所以 MOS 也是原问题的最小观测集. 
综上所述,算法 2 得到的解是最小观测集,因而算法 2 是正确的. □ 
从构造观测集的过程以及定义 5 与定义 6 可以看出,对一个具体问题来说,观测数量是固定的,而待区分状

态对的个数是与具体规划解相关的.尽管算法 2 的复杂性本应由待区分状态对个数和观测的个数共同决定,但
是因为通常规划解是未知的而观测是已知的,所以这里需要一个与具体的规划解无关而仅使用观测的个数来

进行的复杂性分析. 
定理 2. 算法 2 的复杂性不超过 O(2mm2)且不低于Ω(2m−1),其中 m 为观测的个数. 
证明:设算法运行时间为 T(n,m),其中 n 为待区分的状态对个数而 m 为观测的个数.先证算法运行时间为

T(n,m)=O(2mm2). 
首先,易见算法 3 的复杂性是 O(nm),其中 n 为待区分的状态对数,m 为观测变量数.算法 4 的复杂性不超过
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3 2n m

2n.在最坏情况下,MOS 问题中不包含能够唯一区分一个状态对的观测,也不存在两个不同的观测 v′和 v″,其区

分集分别为 Δ′⊆Δ和 Δ″⊆Δ,且 Δ′⊆Δ″.否则,原 MOS 问题可以在线性时间内化简为规模更小的 MOS 问题.算法 2
简化为针对是否包含一个特定观测的两个递归调用,即 Step 6~Step 8.在每次迭代中都能找到这样的 vj,使得对

于任意的 vk,Δk∈Φ(k≠j),有|Δj|≥|Δk|. 
设 vj 的秩为 i,则算法运行时间 T(n,m)有如下计算公式(其中 C1,C2 均为常数): 

 T(n,m)≤ 1

2

,
( , 1)  ( , 1) , 3 2

C
T n m T n i m C n m n m

< <⎧
⎨ − + − − + ⋅ ⋅ ≥ ≥⎩

或

且
 (1) 

公式(1)中复杂性为常数的情况分别对应算法 2 中 Step 2 和 Step 5 的情况.公式(1)可以进一步放大: 

 T(n,m)<2⋅T(n,m−1)+C2⋅n⋅m (2) 
考虑 n 的情况,由于观测变量是布尔类型的,即对一个给定的待区分状态对,每个观测要么能够区分要么不

能区分.若 2m<n,则总有两个以上待区分状态对有相同的观测集,此时可以从这些状态对中任选一个(可在输入

的同时做判断).这样,初始待区分状态对总数总满足 n≤2m,且由于算法 3 中合并了具有相同区分集的观测使得

n≤2m 总被满足.同时由于 T(n,m)是 n 的单调增函数,公式(2)可以化简为与 n 无关的公式(3),令 S(m)=T(n,m). 

 S(m)<2⋅S(m−1)+C2⋅2m⋅m (3) 
公式(3)中,S(m)即 T(n,m)被递归调用的次数不超过 m−1 次,扩展此递推式可得: 

 S(m)<2m−1⋅C1+
2

0
2

m
i

i

−

=
∑ ⋅C2⋅2m−i⋅(m−i)=2m−1⋅C1+2m⋅C2

2

0

m

i

−

=
∑ (m-i)<2m−1⋅C1+2m−1⋅C2⋅m2 (4) 

即算法 2 的复杂性是 O(2m−1m2),一般地,在算法分析中记为 O(2mm2). 
再证明 T(n,m)=Ω(2m−1). 
根据 MOS 与 MDS 的相似性,可以如下构造例子,说明算法在某些情况下会达到Ω(2m−1)的复杂性. 
对一个完全图 G=(V(G),E(G),ΨG)构造一个 MOS 问题(Δ,V,Φ,MOS).对∀v∈V(G)构造一个且仅有一个观测

vi∈V,其中 0≤i<m;对∀e∈E(G)构造一个状态对 sp,ΨG(e)=uv 表示 sp 可以由顶点 u 和 v 分别对应的观测来进行区

分,Φ表示每个观测对应的区分集的集合.于是获取 MOS 的过程就是寻找该图上 MDS 的过程,选取一个观测进

入 MOS 的动作对应为在图中删除一个顶点以及与之相邻的边,当|E(G)|=0 时就得到了 MOS.完全图可以保证上

述的最坏情况,即不存在引理 1 中的两种情况.完全图中有 m 个顶点,需要删除 m−1 个顶点才能得到 MOS.于是, 
T(n,m)=Ω(2m−1). □ 

3   求OOS的算法 

在现实中进行观测的代价不可能总是相同的,因此需要找到一个代价最小的观测组合方案. 

3.1   定  义 

定义 14(代价(COST)). 设 Δ={state-pair0,state-pair1,…,state-pairn−1}是状态对集合,V={v0,v1,...,vm−1}是观测

集合.对 vi∈V(0≤i<m),设其代价为 ci,ci 是一个非负实数,则得到一个与观测对应的代价集合 CV ={c0,c1,...,cm−1}. 
对任意观测集 Λ⊆V,其代价(cost of observation set,简称 COST)是 CΛ=

i

i
v

c
Λ∈

∑ . 

定义 15(最优观测集(OOS)). 设有 Δ={state-pair0,state-pair1,…,state-pairn−1}是状态对集合,V={v0,v1,...,vm−1}
是观测集合,CV={c0,c1,...,cm−1}是代价集合.对 Δ 的观测集 Λ⊆V,若对任意 Δ 的观测集 Λ′⊆V 有 CΛ≤CΛ′,则称 Λ 是

最优观测集. 
显然,MOS 是 OOS 的一个特例,其中,c0=c1=...=cm−1. 

3.2   求OOS的算法 

为了更好地描述算法,定义关于某个状态对的观测集如下: 
定义 16(状态对观测集(state-pair observation set)). 设 Δ={state-pair0,state-pair1,…,state-pairn−1}是状态对
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at

 vm}, and observe function X. 

ach state-pairi(si0,si1) in Δ 

hen add vj into statepairObservationSetj; 

集合,V={v0,v1,...,vm−1}是观测集合.对∀sp=〈s,s′〉∈Δ,关于 sp 的观测集为 Λsp={v|v∈V 且 X(s,v)≠X(s′,v)}. 
整个求解算法是首先找出每个状态对的观测集(算法如图 8 所示),然后根据每个状态对都被区分的要求,

构造整数规划(IP)约束不等式组,最后调用 IP 求解器(比如 MatLab)进行求解.整个流程如图 9 所示. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
IP 技术是求解最优化问题常用的手段[14,15],其主要思想是通过一组整数变量所构成的约束来求某个目标

函数的最大值或最小值.变量只能取 0 或者 1 的整数规划称为 0-1 规划.在完全可观测的前提下,OOS 问题中的

每个状态对至少由 1 个观测来进行区分,因此在图 10 的算法中通过 Step 3 来建立这样的约束.由图 10 所构造 
的 formulaj(0≤j≤n)再加上目标函数 ,可以将 OOS 问题转化为整数规划问题.将这样的整数规划问题用 

0
i i

i m
c x

≤ ≤
∑

IP 求解器来求解,比如 Matlab 程序,可以得到原 OOS 问题的解.在得到的解中,如果 xi 为 1 则表示对应观测 vi 在

OOS 中,否则(为 0)表示不在.由于 OOS 问题中的变量均为布尔类型,所以它是一个 0-1 规划问题.由于 0-1 规划

的可行域是有限的,所以不存在无界解的情况.进一步地,由整数规划的性质可知,只要有解就可以得到最优解.
这里对整数规划的具体方法不作介绍. 

 

Algorithm 5. State-Pair observation set construction (constructSPOS). 

Input: state-pair se Δ={st e-pair0,state-pair1,…,state-pairn}, and observation

set V={v0,v1,...,

t 

Output: statepairObservationSetj (0≤j≤n). 

Begin 

1. For e

2.    For each vj (0≤j≤m) in V 

3.       if (X(si0,vj)≠X(si1,vj)) t

4. return statepairObservationSet0, ..., statepairObservationSetn; 

End 

IP solver 

State-Pair observation set construction 

IP formula construction 

Algorithm 6. IP formula construction (constructIP). 

Fig.9  Overall OOS procedure 

Input: observation set V={v0,v1,...,vm}, statepairObservationSetj (0≤j≤n). 

图 9  OOS 整体流程 

Output: formulaj (0≤j≤n). 

Fig.8  State-Pair observation set construction algorithm

Begin 

图 8  状态对观测集构造算法 

1. For each observation vi (0≤i≤m) in V, assign a variable for it, namely xi (xi=0 or 1); 

2. For each statepairObservationSetj={vj1,vj2,...,vjk}, construct a formula for it, namely 

3.    formulaj=“xj1+xj2+...+xjk>0”; 

4.       return formula0, formula1, …, formulan; 

End 

 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.10  IP inequation construction algorithm 
图 10  IP 不等式构造算法 

3.3   例  子 

例 4:在例 1 中,假设增加了一个在房间 R01,R04,R05 中间的传感器,如图 11 所示.也就是说,增加了 v4=观测

房间 R01,R04 和 R05 的无线传感器.其对应的区分集为 Δ4={state-pair0,state-pair1,state-pair2},观测变量及其区

分集如图 12 所示.假设使用任意一个传感器的代价相同,不妨假设为 1,使用任意一个工作人员的代价也相同,
不妨假设为 10.于是,代价集合 CV ={10,10,1,1,1}. 
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根据每个状态对至少被 1 个观测区分的要求,基于状态对的观测集和观测总代价最小的目标可以建立如

下的约束: 
 x1+x4>0 (5) 
 x2+x4>0 (6) 
 x3+x4>0 (7) 
 x1+x0>0 (8) 
 x2+x0>0 (9) 
 x3+x0>0 (10) 
 Minimize 

0
i i

i m
c x

≤ <
∑ , m=5 (11) 

其中 ,x0,...,x4 只能取 0 或 1,分别对应于观测 v0,...,v4,表示该观测是否属于 OOS.不等式(5)~(10)分别说明

state-pair0,…,state-pair5,需要至少被 1 个观测区分.比如对 state-pair0,它可以被 v1 或 v4 区分,那么 v1 和 v4 之间至

少要有 1 个被选入 OOS.所以 v1 和 v4 对应的变量之和必须大于 0.不等式(11)就是要求 COST 最小.求解这个 IP
不等式组可得: 

x0=x4 =1; x1=x2=x3=0; 

0
i i

i m
c x

≤ <
∑ =11. 

其意义是 ,在最佳观测组合方案中 ,采用观测房间 R07,R08,R09,R10,R11,R12 的工作人员 (v0)和观测房间

R01,R04 和 R05 的无线传感器(v4). 

4   处理观测中的容错 

实际应用中的容错要求驱动了学术界对容错系统和容错算法的研究[20,21],规划领域也出现了专门的容错

规划器[22].在观测约简问题中,随着传感器数目的增加,传感器出现故障的可能性也相应增大.为了避免传感器

故障造成的严重后果,需要为系统提供一定的容错能力,保证在部分传感器出错时仍然可以判定当前的系统状

态,以提高整个系统的可靠性. 
定义 N 容错的观测集如下:  
定义 16(N 容错的观测集). 设 Δ是状态对集合,V 是观测集合.如果对 V 的一个子集 Λ,使得在 Λ中不多于 N

个观测出错时,Λ仍然是 Δ的观测集,则称 Λ是 Δ的一个 N 容错的观测集. 

state-pair0

observation4

observation0

state-pair2

state-pair1

observation1

state-pair5

state-pair4

state-pair3
observation2

observation3

Start

R01 R02

R03 R04

R07 R08 R09 R10 R11

R05 R06

R12

上 Exit

W
in

do
w Slide

 

Fig.12  Observation variables 
图 12  例 4 中的观测变量 

Fig.11  An extension of Example 1 
图 11  例 1 的一个扩展 
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定义 17(N 容错的最优观测集). 设 Δ是状态对集合,V 是观测集合,CV 是代价集合.对 N 容错的观测集 Λ⊆V,
若对任意 N 容错的观测集 Λ′⊆V 有 CΛ ≤CΛ′,则称 Λ是 Δ的 N 容错的最优观测集. 

一个观测有两种出错的方式:无响应或者返回错误的观测值.判断一个观测返回的值是错误的只能通过比

较更多的观测返回的值.一般来说会对所有观测同一范围(本文中为同一状态对)的观测进行排序,从中选出奇

数个来进行表决.表决采用少数服从多数的原则,即如果超过半数的观测返回同一个观测值,则认为该观测值是

正确的.于是,如果需要对 N 个观测出错的情况进行容错,就需要有 N+1 个其他观测.即观测同一范围(本文中为

同一状态对)的观测总数应大于 2N.可令 IP 约束不等式的右端为 2N,此时得到的观测组合方案即为 N 容错的

OOS.其中对无界解和最优解的情况分析与一般 OOS 的分析相同. 
例 5:在例 4 中,假设增加了一个装在房间 R01 和 R03 之间的传感器,增加了一个在房间 R02 和 R06 之间的

传感器,并且增加了一个巡视 R07,R08,R09,R10,R11,R12 的工作人员,如图 13 所示.即增加了: 
v5=观测房间 R01 和房间 R03 的无线传感器; 
v6=观测房间 R02 和房间 R06 的无线传感器; 
v7=观测房间 R07,R08,R09,R10,R11,R12 的工作人员. 

其对应的区分集为 
Δ5={state-pair0,state-pair1}; 
Δ6={state-pair0,state-pair2}; 
Δ7=Δ0. 
观测变量及对应的区分集如图 14 所示. 
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Fig.14  Observation variables in Example 5 
图 14  例 5 中的观测变量 

Fig.13  An extension of Example 4 
图 13  例 4 的一个扩展 

 
 
设使用任意一个传感器的代价相同,假设为 1,使用任意一个工作人员的代价也相同,不妨假设为 10.于是, 

Vc={10,10,1,1,1,1,1,10}. 
构造整数规划的约束不等式如下: 
 x1+x4+x5+x6>2 (12) 
 x2+x4+x5>2 (13) 
 x3+x4+x6>2 (14) 
 x1+x0+x7>2 (15) 
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 x2+x0+x7>2 (16) 
 x3+x0+x7>2 (17) 
 Minimize

0
i i

i m
c x

≤ <
∑ (m=7) (18) 

求解这个 IP 不等式可得: 
x0=x1=x2=x3=x4=x5=x6=x7=1, 

0
i i

i m
c x

≤ <
∑ =35. 

其意义是采用所有 5 个传感器和 3 个工作人员来进行观测,可以得到一个 1 容错的最优观测集,即任意一个传

感器或者工作人员出错都可以保证观测是正确的.根据只能取 0 或 1 的整数变量的定义,不可能满足“x1+ 
x0+x7>4”约束,即例 5 只能 1 容错. 

定义 18(观测的错误率). 设 V={v0,v1,...,vm}是观测的集合,对 v∈V,其错误率为 

.δ =
观测失效或者出错的次数

进行观测的总次数
 

对于 N 容错的观测系统,如果不多于 N 个观测出错时,则称该系统是可靠的. 
定理 3. 假定每个观测的错误率均为δ,且观测之间是独立的.那么 N 容错的观测系统的可靠性为 

2 1
2 1

0
(1 ) .

N
k k N

N
k

C δ δ k+ −
+

=

−∑  

证明:N 容错的观测系统是可靠的,当且仅当不多于 N 个观测同时出错.根据概率论,k(0≤k≤N)个观测出错的 

概率为 ,其中 为 2N+1 个观测中 k 个观测出错的组合数.因此,整个 N 容错的观测系统

的可靠性

2 1
2 1 (1 )k k N

NC δ δ + −
+ − k

k

2 1
k

NC +

2 1
2 1

0
(1 )

N
k k N

N
k

C δ δ + −
+

=

−∑ . 

显然,在δ一定的情况下,N 越大,系统越可靠.类似地可以证明,如果这 2N+1 个观测的错误率各不相同,设分

别为δ1,...,δ2N+1,令δmin＝min{δ1,...,δ2N+1},δmax＝max{δ1,...,δ2N+1},那么 ,N 容错的观测系统的可靠性大于 

2 1
2 1 min max

0
(1 )

N
k k N

N
k

C δ δ + −
+

=

−∑ k . □ 

5   总  结 

本文可以看作是以前工作的进一步扩展[11],更深入和全面地研究了观测约简的问题.一方面在观测的代价

相同的情况下,本文提出了 MOS 问题与 MSC/MDS 问题的相似性,并据此提出了解决 MOS 问题的非枚举算法.
同时,将简化的 MOS 问题映射为 MDS 问题,可以证明 MOS 问题也是 NP 难题.另一方面,如果观测的代价不相

同,本文定义了最优观测集,并提出了用整数规划的方法来解决它.最后,本文还考虑了容错情况下最优观测集

的概念和求法.从理论的角度来看,像以前的工作一样,本文也是用于规划执行阶段[10,11],用以节省观测代价的.
从应用的角度来看,本文研究的观测约简问题可以作为传感器网络优化的一种特殊情况[19]. 

将一个问题转换为相应的数学模型,并利用该模型中已有的成果是解决现实问题的捷径.这是因为这些数

学问题已经被深入研究了,即便不能直接套用到应用问题上,其中也会有很多可以借鉴的方法.另一方面,面对

带有权值的优化问题,IP 技术始终是一种很好的选择. 

致谢  感谢娄定俊教授和黄巍博士对本文的讨论. 
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