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Abstract:  Locally linear embedding greatly depends on whether the neighborhood graph can realistically reflect 
the underlying geometry structure of the data manifolds. The topological structure of constructed neighborhood with 
the existing approaches is unstable. It is sensitive to the noisy and sparse data sets. Based on the relative cognitive 
law, the relative transformation is presented, by which the relative space and the relative manifold are further 
constructed. The relative transformation can improve the distinguishing ability between data points and reduce the 
impact of noise and sparsity of data. To determine the neighborhood in the relative space and the relative manifold 
can more truly reflect the manifold structure, based on which the enhanced local linear embedding algorithms are 
developed with significantly improved performance. Besides, the speed is also enhanced with this approach. The 
experiments on challenging benchmark data sets validate the proposed approach. 
Key words:  locally linear embedding; relative transformation; relative manifold; neighborhood graph 

摘  要: 局部线性嵌入算法极大地依赖于邻域是否真实地反映了流形的内在结构,现有方法构造的邻域结构

是拓扑不稳定的,对噪音和稀疏数据敏感.根据认知的相对性规律提出了相对变换,并用其构造了相对空间和相

对流形.相对变换可以提高数据之间的可区分性,并能抑制噪音和数据稀疏的影响.在构造的相对空间和相对流

形上确定数据点的邻域能够更真实地反映流形的内在结构,由此提出了增强的局部线性嵌入算法,明显地提高

了性能,特别是基于流形的方法还同时提高了速度.标准数据集上的实验结果验证了该方法的有效性. 
关键词: 局部线性嵌入;相对变换;相对流形;邻域图 
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中图法分类号: TP181   文献标识码: A 

很多高维数据常常分布于较低维的流形,ISOMAP 和 LLE 是寻找描述这样低维流形参数空间的最有代表

性的方法[1,2].ISOMAP 在降维过程中通过计算点对之间的测地距离,并采用 MDS 方法来获取全局最优的几何

结构,获得了较好的效果,目前已经发展了很多改进算法.LLE在降维过程中保持局部的几何结构不变,并能够避

免局部极小,从而可获得全局的低维嵌入,目前发展的改进算法包括利用拉普拉斯(Laplacian)和赫森(Hessian)
变换改进的算法 LE 和 HLLE[3,4];利用数据分类信息改进的监督 LLE[5]、增量式 LLE[6]、鲁棒性 LLE[7];利用连

续 1-维拉普拉斯特征图改进的 LLE[8];利用神经网络改进的 LLE[9]、多方法的集成框架[10]等.性能上 HLLE 是

对 LLE 的较大改进,它在某些情况下超越了 ISOMAP 的能力.ISOMAP 的基本假设是全局等距映射和凸的参数

空间,这在很多情况下难以满足.而 HLLE 只要求局部等距映射和开的连通参数空间,因而应用范围更宽.但
是,HLLE 需要保持邻域的线性化,当数据流形比较弯曲时,这难以满足,特别是它对噪音和孤立点(outlier)非常

敏感,是拓扑不稳定的.噪音和孤立点容易在邻域图中产生大量的短路边,进而导致剧烈的嵌入偏差[11,12],因而需

要邻域优化.目前有 4 类与邻域相关的工作,第 1 类构造连通的邻域图[13,14].第 2 类采用新的测度来选择邻域点,
例如监督 LLE 利用分类信息来构造新的测度[5],对于无分类信息的数据,则可采用自动聚类来确定分类信息[15].
同时,图代数、测地距离或局部估计的测地距离也被用来确定更好的邻域[16−18].第 3 类是利用“短路边”的一些

启发式判别准则删除邻域图中的“短路边”[19,20].第 4 类是研究邻域大小的选择问题[21],例如,适用于非均匀流形

的邻域大小自适应确定算法[22,23]. 
目前的这些方法在计算数据点之间的距离时,均没有考虑其他数据点的影响,这使得噪音或孤立点与正常

点的待遇相同,同时也没有考虑数据的稀疏性,因此我们提出新的处理方法,根据认知的相对性规律提出一种相

对变换[21],将原始数据空间转换到相对空间,之后在相对空间中虽然仍采用原来的距离公式,但计算出的值却考

虑了所有数据点的影响,因此在相对空间中测量数据的相似性或距离能够更符合我们的直觉,从而提高数据分

析的准确性,之后我们还发展了局部相对变换、核相对变换等,并用其改进了 ISOMAP[25]和 HLLE[26,27],效果非

常明显.但它们采用殴氏距离构造相对变换,不能变换非线性的弯曲空间,为此,本文利用流形上的测地距离构

造相对变换,并用其确定 HLLE 的邻域,进而提出了一种新的 HLLE 增强算法. 

1   相对变换与相对流形 

ISOMAP 和 LLE 可认为是基于认知的方法,因为研究表明人类的感知是流形[28],而流形概念是流形机器学

习方法的核心,正因为如此,这两种方法才具有原始的创新性,引起目前广泛的研究.但是它们仍然面临数据噪

音等困难,需要模型化更多的认知规律,因此我们考察认知的相对性规律.经验表明,人类的感知具有相对性,例
如,在观察图 1 中的两个圆 x 和 y,通常都会认为圆 x 比圆 y 大,而实际上它们一样大[29].发生的原因是在观察圆 x
时,与其周围相比,显得很大,而在观察圆 y 时,与其周围相比,显得很小,因此这是一种相对性比较的结果.为模型

化这种认知规律,我们以原始数据空间 X={x1,…,xi,…,xN}中的每个数据点作为基向量来构造新的空间,这样任

意点 xi 到所有点的距离就构成该点在新空间中的坐标,这个过程称为相对变换. 

 
Fig.1  Vision perception is relative 

图 1  视觉感知的相对性 
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Γx:X→Y⊂R|X|. 
yi=Γx(xi)=(di1,…,dij,…,di|X|)∈Y,dij=||xi−xj||为距离. 

其中|,X|=N 为集合 X 的元素个数,通过相对变换构造的空间称为相对空间. 
定理 1[21]. 对任意 xi,xj ∈X 有 d(xi,xj)≤d(yi,yj). 
因此相对变换不是等距变换,而是具有放大作用,这有利于我们观察数据之间的拓扑结构的细节. 
定理 2. 相对变换可以提高数据之间的可区分性. 
证明: 
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此时分两种情况,若 d(xi,xj)=d(xi,xm),则在原始空间中 xi 到 xj 和 xm 的距离是一样的,难以区分 xj 和 xm 谁是 xi

的最近邻.此时若∇≠0,那么 d(yi,yj)≠d(yi,ym),这表示在相对空间中,相对于 xi 来说,xj 和 xm 变得可区分了.反之的情

况也可能成立 ,即在原始空间中 ,d(xi,xj)≠d(xi,xm),但 d(yi,yj)=d(yi,ym),即将原来可分的数据变得不可分了 ,此时

∇=−(d(xi,xj)2−d(xi,xm)2),这种情况发生的概率要远远小于第 1 种情况发生的概率 ,因为第 1 种情况的概率

P(∇≠0)=P(∇>C)+P(∇=C)+P(0<∇<C)+P(∇<0)>>P(∇=C),这里 C=− (d(xi,xj)2−d(xi,xm)2),且假定 C>0.对 C<0 的情况

推导类似. □ 
我们举一个实例来说明.从图 2 中可以看出在原始数据空间中 d(x3,x1)=d(x3,x4),此时,x3 无法决定 x1 和 x4

谁离自己更近 ,这对基于最近邻选择的机器学习方法产生了不利影响 .但是在转换后的相对空间中 , 
d(y3,y1)<d(y3,y4),很容易决定 y1 与 y3 更近,特别是这种情形也更符合人类的直觉,因此相对变换不是线性变换,
它能够将原来在原始数据空间中不能区分的数据在相对空间中区分开来,从而提高了数据之间的可区分性.同
时,相对变换对抑制噪音或识别孤立点都非常有用,从而提高机器学习的鲁棒性.例如,图 2 中的 x4 可能是孤立

点,但是在原始数据空间中,d(x3,x1)=d(x3,x4),这使 x1 和 x4 有相同的机会成为点 x3 的近邻,这与我们的直觉不

一致.而在相对空间中,d(y3,y1)<d(y3,y4),这意味着孤立点 y4 更加远离正常数据点,从而更加易于区分. 
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 (a) Original data space  (b) Relative data space 
 (a) 原始空间 (b) 构造的相对空间 

Fig.2  Relative transformation can weaken the influence of noise on machine learning 
图 2  相对变换能抑制噪音影响 

相对变换中的距离通常是 Euclidean 距离,但也可以是任意距离,如测地距离.计算数据集 Xi 中任意两点之

间的测地距离可以采用 ISOMAP 的方法,主要包括两步:① 根据 Xi 和 k 确定每个点的 k 邻域,然后构造权重图

G=(V,E).V 对应于 Xi 中的数据,E 为连接 V 中两点的边集合,(xi,xj)∈E,若 xi 是 xj 的 k 最近邻,xi 与 xj 之间的距离为
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欧氏距离 de(xi,xj).② 通过求 G上任意两点之间的最短距离来估计Xi所形成的局部流形上的所有点对之间的测

地距离 dg(xi,xj).首先对所有(xi,xj)∈E 令 dg(xi,xj)=de(xi,xj),否则令 dg(xi,xj)=∞.然后利用所有 t,迭代计算所有的

dg(xi,xj)=min{dg(xi,xj),dg(xi,xt)+dg(xt,xj)}.我们利用计算出的测地距离构造相对变换,进而构造相对空间,并称此相

对空间为相对流形,然后用其改进 HLLE. 

2   增强的 HLLE 算法 

假定有一个参数空间Θ⊂Rd 和一个光滑映射ϕ:Θ→Rn,其中,嵌入空间 Rn 满足 n>d,则称 M=ϕ(Θ)为流形,流形

学习的目的是根据观察数据确定参数空间Θ.ISOMAP采用等距嵌入来实现流形学习,而 HLLE则采用局部线性

方法实现流形学习,其理论依据来源于流形切空间上的 Hessian 变换.框架上 HLLE 与 LE 和 LLE 一致,不同的

是,用 Hessian 变换取代了 LE 的 Laplacian 算子,而 LLE 是 LE 理论框架下的一种经验实现,但是 HLLE 要求每

个点邻域是线性的,当邻域高度弯曲时,极易面临短路威胁,我们通过构造相对空间和相对流形,并用之确定邻

域的方法来解决这个问题.虽然采用 Euclidean 距离作为测度只能发现球形邻域,但在相对空间中或相对流形上

发现的球形邻域在原始数据空间中却可能是任意形状的,同时还抑制了噪音和数据稀疏的影响,因此构造的邻

域图能够明显地减少短路现象.图 3 的原始数据是从 Swiss roll surface 上采样 400 个点形成的数据,并添加了均

值为 0、方差为 0.4 的随机高斯噪音,然后绘制的几个邻域图.不难看出,在原始空间中构造的邻域图随着邻域参

数 k的增大,短路的边数也快速增加.相反,在相对空间中构造的邻域图中,短路的边数明显减少,特别是在邻域参

数取 5 和 10 时没有短路边出现,因此在相对空间中构造 HLLE 的邻域图能够获得更好的低维嵌入,记此改进的

算法为 R-HLLE. 
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  (a) k=5        (b) k=10       (c) k=15        (e) k=5        (f) k=10       (g) k=15 

Fig.3  (a)~(c) shows the neighbourhood graph constructed in the original data space,  
while (e)~(g) shows the neighbourhood graph constructed in the relative data space 

图 3  (a)~(c)是在原始数据空间构造的邻域图,(e)~(g)是在相对数据空间中构造的邻域图 
算法 1. R-HLLE 算法(X,k,d). 
/* X 是高维数据,k 是局部线性邻域大小,d 是低维参数空间的维数,min(k,n)>d.输出是低维参数空间 W */ 
1) 将 X 转换到相对空间,然后在相对空间计算每个点 xi∈X 的 k-NN 邻域 N(xi). 
2) 将每个点 xi 的邻域表达为中心化的行向量 ki×n 矩阵 Mi. 
3) 采用奇异值分解每个邻域矩阵 Mi,将其正交向量 V 的前 d 个分量作为其切空间. 
4) 求切空间的 Hessian 矩阵.当 d=2 时,根据切空间中的点形成如下矩阵 Xi=[1 V.,1 V.,2  (V.,1)2  (V.,2)2  

(V.,1×V.,2)],其中 V.,1 表示切空间中所有点的第 1 个维的值,对 d>2 采用相同的方法创建 1+d+d(d+1)/2
列的矩阵,然后用 Gram-Schmidt 正交化 Xi 产生新的正交矩阵,并将其转置后取最后的 d(d+1)/2 列构

成 Hessian 矩阵 Hi. 

5) 构造二次型 , ,(( ) ( ) )l l
ij r i r j

l r
H H H= ∑∑ ,对 H 进行特征分析,获取其(d+1)个最小特征值对应的(d+1)维 

子空间,第 1 个特征值 0 对应于常函数,接下来的 d 个特征向量就构成 d 维空间,对其选择一个正交基,
变换就可以获得要恢复的参数空间 W. 

与 HLLE 相比,算法只增加了第 1 步和修改了第 2 步,其增加的时间复杂度是 O(|X|2),其余步骤与 HLLE 相

同,数据的嵌入仍然在原始数据空间中完成.但是 R-HLLE 构造相对空间时采用的是 Euclidean 距离.考虑到大多

数高维数据是流形,采用测地距离更合适,而计算全局的测地距离需要很大的时间代价,此时可构造局部相对流
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形并用其确定任意点的邻域.具体方法是为任意点 xi 根据最近邻方法定义一个局部区域,然后构造局部相对流

形,进而在此局部相对流形上确定邻域,提出基于局部相对流形的局部线性嵌入算法 RM-HLLE. 
算法 2. RM-HLEE 算法(X,L,kg,k,d). 
/* X是高维数据,L定义局部区域大小(L>k且 L>kg),kg是估计测地距离的邻域参数,k是局部线性邻域大小,d

是低维参数空间的维数,min(k,n)>d.输出是低维参数空间 W */ 
1) 计算每个点 xi∈X 的 k-NN 邻域 N(xi). 

a) 根据 L-NN 方法和欧氏距离确定每个点 xi 的局部区域 Xi ={xj|xj 是 xi 的 L 个最近邻成员}. 
b) 以 kg 为邻域参数,计算每个点 xi 到其局部区域 Xi 中任意点之间的局部测地距离. 
c) 根据每个局部区域 Xi 和测地距离构造其相对流形 Xim={yj|yj=Γxi(xj∈Xi). 
d) 对任意点 xi∈X,在其局部相对流形 Xim 中用欧氏距离计算其 k-NN 邻域 N(xi). 

2) 其余步骤与 R-HLLE 相同. 
RM-HLLE 用 Floyd 算法估计局部区域中的测地距离所需要的时间复杂度为 O(|X|L2),因为 L 通常很小,可

认为是常数,因此增加的时间复杂度是线性的.特别是其确定的邻域具有良好的结构,这将加速后继的低维嵌入

过程,因此整体时间相对 HLLE 并不增加,对大规模数据还有减少趋势,这将从后面的实验得到验证. 

3   实验分析 

实验比较 LLE,ISOMAP,HLLE,R-HLLE,RM-HLLE 的性能和时间复杂度,评价准则采用定性的可视化嵌入

效果和定量标准 Spearman’s rho 和 procrustes 值[6],Spearman’s rho 越大越好,procrustes 则越小越好. 

3.1   实验参数设置 

实验中,LLE 和 HLLE 的邻域参数设置为 12,ISOMAP 中的邻域参数选择 7,它们是 HLLE 和很多流形学习

算法在实验中采用的参数值 .为了在相同的参数下比较 ,R-HLLE 和 RM-HLLE 的线性邻域参数也选择

12,RM-HLLE 中估计测地距离的邻域参数也选择 7.RM-HLLE 新增加的局部区域大小参数 L 则通过实验选择.
方法是以 Spearman’s rho 和 procrustes 作为评价标准,在数据上抽样实验.例如,从 Swiss roll surface 上随机采样

规模分别为 800 个点和 400 点的 10 个样本,L 为 30,40,…,120.RM-HLLE 以 L 的每个值运行每种规模的 10 个

样本,计算 Spearman’s rho 和 procrustes 的平均值,结果如图 4 所示,不难看出,对两种规模,RM-HLLE 都在 L=40
时取得较好的 Spearman’s rho 和 procrustes 平均值,因此下面的实验均取此值.除非另有说明,否则以上参数对以

下所有的实验适用. 
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Fig.4  Average value of Spearman’s rho and procrustes vary with the local region sizes 

图 4  Spearman’s rho 和 procrustes 的平均值随局部区域大小的变化情况 

3.2   Swiss roll surface数据 

Swiss roll surface 是标准数据集,我们采用 HLLE 的采样方法[4],从其表面随机采样 N 个点的长方形,但同时
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从其中心移去一个小的长方形以使得数据不再是凸的,这是一个很有挑战性的数据集,很多算法都得不到理想

的结果,在此数据集上我们做几个实验. 
实验 1:噪音数据. 
真实数据一般都有噪音,具有拓扑稳定性的算法受噪音的影响较少.我们从 Swiss roll surface 上随机采样

800 个点,然后叠加均值为 0 和方差为 0.4 的高斯噪音.按此方法采样多次并实验.分析发现,HLLE 在少部分情况

下能够将数据嵌入在二维空间.ISOMAP 总是将去除的区域强烈膨胀,并扭曲其余的数据点.LLE 在绝大多数情

况下都得不到正确结果.而 R-HLLE 和 RM-HLLE 也受噪音的影响,在部分情况下也不能正确嵌入,原因是噪音

影响了测地距离的估计,导致最终的嵌入偏差.但相对稳定,特别是 RM-HLLE 表现最好,在较多情况下都能够较

完美地将数据嵌入在二维空间,其中心移去的一个小长方形也能在嵌入的二维空间中正确体现,图 5 是其中的

一个结果,可以看出,R-HLLE 和 RM-HLLE 表现最好,这能够从其获得的 Spearman’s rho 和 procrustes 值得到 
支持. 

实验 2:稀疏数据. 
大量真实数据是稀疏的,很多算法难以处理.我们从 Swiss roll surface 上随机采样数据规模为 400 点的多个

稀疏数据集,实验发现在很多情况下,HLLE 和 LLE 获得的结果是混乱的.R-HLLE 和 RM-HLLE 在部分情况下

也不能正确嵌入,但相对而言,RM-HLLE 表现最好,图 6 是其中的一个结果,可以看出,RM-HLLE 表现最好,这证

实了在相对流形上,原始数据空间中的稀疏数据变得相对密集. 
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Fig.5  Embedding results of compared approaches on noisy Swiss roll surface data set 

图 5  几种方法在含噪音密集的 Swiss roll surface 数据上的降维结果 

实验 3:大规模数据. 
RM-HLLE 只对局部数据作相对变换,与整体的规模没有关系,因而与 HLLE 一样能够处理大规模数据.我

们从 Swiss roll surface 上采样 2 500 个样本点的较大规模数据,并叠加均值为 0 和方差为 0.1 的高斯噪音.结果

如图 7 所示,可以看出,HLLE,R-HLLE 和 RM-HLLE 在此数据集上都取得了较好的嵌入效果,但 RM-HLLE 表现

最好,这也可以从其 Spearman’s rho 和 procrustes 值得到一致支持. 

3.3   S-Curve数据 

S-Curve 是另一个常用的标准数据集[6].我们随机采样 800 个点,然后叠加均值为 0 和方差为 0.1 的高斯噪
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音,按此方法多次采样实验发现,HLLE 在少部分情况下能够将数据嵌入在二维空间.LLE 在性能上是最差的,绝
大多数情况下都得不到正确结果.而 ISOMAP,R-HLLE 和 RM-HLLE 也受噪音的影响,在部分情况下也不能正确

嵌入,但相对稳定,特别是 RM-HLLE 表现最好,图 8 是其中的一个结果,可以看出,RM-HLLE 表现最好,这也可以

从其 Spearman’s rho 和 procrustes 值得到一致的支持. 
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Fig.6  Embedding results of compared approaches on sparse Swiss roll surface data set 
图 6 几种方法在稀疏的 Swiss roll surface 数据上的降维结果 

 
Fig.7  Embedding results of compared approaches on large Swiss roll surface data set 

图 7  几种方法在较大规模的 Swiss roll surface 数据上的降维结果  
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Fig.8  Embedding results of compared approaches on S-Curve data set 

图 8  几种方法在含噪音且密集的 S-Curve 数据上的降维结果 
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Fig.9  Embedding results of compared approaches on Toroidal Helix data set 

图 9  几种方法在含噪音的 Toroidal Helix 数据上的降维结果 

3.4   Toroidal Helix数据 

Toroidal Helix 是常用的另一标准数据(http://www.math. umn.edu/~wittman/mani/index.html).好的流形学习

方法应能够将此盘绕的曲线还原成一个圆.我们采样 600 个点,并叠加均值为 0 和方差为 0.05 的高斯噪音.根据

Spearman’s rho 和 procrustes 值,以及图 9 的嵌入效果可知,ISOMAP 表现最好,它属于全局性方法.RM-HLLE 则

是局部线性嵌入方法中表现最好的,说明了相对变换和相对流形的有效性. 

3.5   Sculpture人脸数据 

Sculpture 人脸数据是 ISOMAP 使用的数据,包含 698 幅 4 096 维的灰度人脸图像.由于 Spearman’s rho 和
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procrustes 值对非常高维的数据集计算复杂,内存要求太高,不适用.因此我们采用残差作为定量评估的标准,残
差越小越好.根据图 10 所示的嵌入效果和残差可以发现,ISOMAP(kg=6)表现最好,RM-HLLE(k=12,L=26,kg=L)
比 HLLE(k=12)的嵌入效果要好,说明了相对变换和相对流形的有效性. 

LLE 0.678323 ISOMAP 0.085745

        

HLLE 0.445861 RM-HLLE 0.379931

 
Fig.10  Embedding results of compared approaches on Sculpture data set 

图 10  几种方法在 Sculpture 人脸数据上的降维结果 

3.6   时间复杂度比较 

我们从 Swiss roll surface 上采样 5 类规模的数据样本,每类规模的样本随机采样 5 次,记录每种方法分别运

行这 5 个样本的平均时间作为该类规模的时间,则 5 种方法在 5 类规模数据上的平均时间见表 1 所示,不难发

现:① RM-HLLE 不仅提高了性能,而且速度比 HLLE 更快,规模越大,差距越大,原因是优化的邻域加速了后继

的嵌入过程,这特别适合于大规模数据.② R-HLLE 的运行时间略高于 HLLE,因为数据点变成高维,高维计算需

要更多的时间.③ LLE 运算速度最快,是我们未来拟改造的主要方法,而 ISOMAP 对数据规模十分敏感,增长率

最快,对大规模数据需要采用其有效的改进算法. 
  Table 1  Comparison among average running time of five approaches on five data sizes (s) 
 表 1  5 种方法在 5 种样本规模上的平均运行时间比较  (秒) 

 Data size 
 500 1 000 1 500 2 000 2 500 

LLE 0.501 4 1.643 8 3.626 9 6.473 3 10.375 0 
RM-HLLE 2.464 2 18.179 6 59.620 5 138.740 7 276.609 0 

HLLE 2.521 9 18.365 5 60.056 0 139.692 1 279.609 0 
R-HLLE 2.728 4 19.659 3 63.526 6 147.585 9 305.406 0 
ISOMAP 7.228 2 57.534 4 185.231 4 444.890 6 865.195 0 

4   结论及未来的工作 

根据认知的相对性规律提出了相对变换,并构造了相对空间和相对流形,它们可以提高数据之间的可区分

性,并能够抑制噪音和数据稀疏的影响,将其用于增强 HLLE 算法,明显提高了性能和速度,适合于大规模数据处

理,实验验证了相对流形的有效性.未来的工作是,首先将相对变换用于增强 LLE,以处理大规模很高维的数据,
例如图象和文本数据.第二,继续研究相对变换,特别是理解与核函数的内在联系.第三,目前对高维数据与内在

低维流形之间的联系已有很好的研究成果可以借鉴[30],以此为基础,研究降维过程中的拓扑不变性规律,进而提

出新的流形学习方法. 
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