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Abstract:  This paper is primarily to improve the efficiency of real-time dynamic programming (RTDP) algorithm 
for solving Markov decision problems. Several typical convergence criteria are compared and analyzed. A criterion 
called optimal action criterion and a corresponding branch strategy are proposed on the basis of the upper and lower 
bound theory. This criterion guarantees that the agent can act earlier in a real-time decision process while an 
optimal policy with sufficient precision still remains. It can be proved that under certain conditions one can obtain 
an optimal policy with arbitrary precision by using such an incremental method. With these new techniques, a 
bounded incremental real-time dynamic programming (BI-RTDP) algorithm is designed. In the experiments of two 
typical real-time simulation systems, BI-RTDP outperforms the other state-of-the-art RTDP algorithms tested. 
Key words: MDP (Markov decision process); RTDP (real-time dynamic programming); convergence criterion; 

incremental solving; heuristic search 

摘  要: 主要以提高求解马尔可夫决策问题的实时动态规划(real-time dynamic programming,简称 RTDP)算法的

效率为目的.对几类典型的实时动态规划算法所使用的收敛判据进行了对比分析,并利用值函数上界、下界给出了

称为最优行动判据的收敛判据,以及一个更适合实时算法的分支选择策略.最优行动判据可以更早地标定当前状态

满足精度要求的最优行动供立即执行,而新的分支选择策略可以加快这一判据的满足.据此设计了一种有界增量实

时动态规划(bounded incremental RTDP,简称 BI-RTDP)算法.在两种典型仿真实时环境的实验中,BI-RTDP 均显示出

优于现有相关算法的实时性能. 
关键词: 马尔可夫决策过程;实时动态规划;收敛判据;增量求解;启发式搜索 
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马尔可夫决策模型适用于行动结果具有不确定性的多步规划问题[1],它有着广泛的现实应用背景.在人工

智能领域已发展出大量针对马尔可夫决策问题的求解算法.马尔可夫模型将客观世界的动态特性用状态转移
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来描述,相关算法可以按是否求解全部状态空间进行划分.早期求解算法有值迭代和策略迭代,这些方法采用动

态规划,以一种后向的方式同时求解出所有状态的最优策略 .随后,一些利用状态可达性的前向搜索算法 ,如
AO*,LAO*[2]相继被提出来,其特点是只求解从给定初始状态开始的最优策略,通常可以避免大量不必要的计

算,获得更高的效率.与 AO*算法相比,LAO*能够处理状态转移存在环的系统.同样利用状态可达性并结合动态

规划的算法有 :Heuristic Search/DP(HDP)[3],Envelope Propagation(EP)[4]以及 Focused Dynamic Programming 
(FP)[5]. 

从另一个角度来说,相关算法还可以按照离线或在线来划分.对于很多现实世界应用中的大规模问题,无论

是否利用状态可达性,解都不可能以离线的方式一次性求出,这种情况更适合使用在线算法,也称为实时算法.
实时算法的决策计算与执行交替进行,且解的质量通常随给定计算时间的增加而提升.最早的基于动态规划的

实时算法是 RTDP[6].RTDP 通过不断循环 Trail 来改进策略,每次 Trail 确定一个从初始状态到目标状态的路径,
然后进行反向的值迭代,然而 RTDP 不处理停止问题(stopping problem)[7].停止问题是指如何判断当前解的质量

是否已满足要求进而停止计算并提交策略供执行 .在值迭代类算法中 ,停止问题对应于收敛判据 .Labeled 
RTDP(LRTDP)[8]通过标记各经历状态是否已被求解,给出了一种处理停止问题的方式,同时避免已经求解过的

状态处的计算进而加快收敛 .最新的实时动态规划 (real-time dynamic programming,简称 RTDP)算法 ,如
BRTDP[9]及 FRTDP[10]使用了另外一种技术,求解过程记录并不断更新相关状态期望值函数的上界、下界.这些

信息用来指导分支选择,显著地提高了算法性能.另一方面,上、下界提供了最优值函数的一个区间估计,当给定

初始状态的值函数上、下界间隔足够小时,便可认为已经获得满足精度的最优策略. 
事实上,实时系统的多步决策具有下面的特性,决策与执行交替进行,整个在线计算被分割在各步执行之

间,而当前第 1 步的行动是要被马上执行的,且执行后仍有时间计算后续策略.实时系统本身可以分为软实时与

硬实时两类[11].软实时系统对于每步决策没有严格的时间限制,可以在任何时刻选择决策或者执行,只要求总的

规划时间尽可能短.而硬实时系统每步决策有严格的时间限制,通常要求在每个给定时间片内必须提交一个行

动供执行.本文结合上、下界给出了一个最优行动判据,在实时环境中,相关算法利用该判据可以更早地提交一

个行动供执行,而保证满足精度要求的最优策略仍然存在.同时,我们证明,当满足额外几个适当的条件时,可以

在求解过程中利用最优行动判据来标定状态是否已被求解.这不同于 LRTDP 的标定方式,后面的章节将详细加

以区别.另一方面,实时动态规划本质上是一个异步值迭代过程,值迭代的顺序决定了算法的收敛速度.RTDP 类

算法使用了类似前向搜索的分支选择来确定值迭代顺序.本文给出一种利用最优行动判据对分支选择加以改

进的方法,其对应值迭代顺序更倾向于集中计算来确定当前步的最优行动.结合上述几点改进,我们设计了一种

有界增量实时动态规划算法 BI-RTDP(bounded incremental RTDP).在 RaceTrack 标准问题上模拟两种实时系统

所进行的实验都显示出,较之现有相关算法,BI-RTDP 具有更好的实时性能. 
第 1 节介绍一些 MDP 相关基本概念及 RTDP 算法的基本框架.第 2 节首先分析现有几类处理停止问题的

RTDP算法的收敛判据,然后给出新的最优行动判据.第 3节分析最新实时动态规划算法与相关启发式搜索类算

法之间分支控制方面的联系,进而给出一个更好的配合最优行动判据的分支选择策略.第 4 节为 BI-RTDP 算法

增量实时求解的实现.第 5 节为实验及结论. 

1   背景及相关工作 

1.1   马尔可夫模型 

马尔可夫决策过程(Markov decision process,简称 MDP)[12]的模型为一个四元组〈S,A,T,R〉.其中,S 为状态集

合;A 为行动集合; [ ]:  0,1T S A S× × →

( | , )P s s a′ :  R S A× →

为转移函数,对于每个状态及选择的行动,由 Ta(s,s′)指定了转移到下一个

状态的概率分布 ; 为立即收益的回报函数(reward function),它指定了在某个状态要选择

哪个行动.定义值函数(value function) 为采用策略π时在状态 s 的期望回报: :V Sπ →

 0
0

( ) ( , ( ))t
t t

t
V s E R s sπ γ π

∞

=

⎡ ⎤= ⎢ ⎥
⎣ ⎦
∑  (1) 
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π ′

其中,st 为时刻 t 所处状态.类似地,定义行动值函数 为在状态 s 采用行动 a,其他状态采用策略π的
期望回报.最优策略记为π*,对应值函数为 V*,称为最优值函数. 

:Q S Aπ × →

通常,当一个策略π满足对状态 s,有 时,我们称π为状态 s 处的ε最优策略,当π对问题所有状 *( ) ( )V s V sπ ε− ≤

态均满足上述条件时,称其为问题的ε最优策略. 

1.2   策略迭代与值迭代 

策略迭代与值迭代是求解 MDP 问题的两种最基本的方法.在策略迭代中,策略显式表示,可以计算得到对

应 Vπ,然后使用以下的公式来改进策略: 

 ( , ) ( , ) ( , ) ( )a

s S
Q s a R s a T s s V sπ γ

′∈

′= + ∑  (2) 

 ( ) arg max ( , )
a A

s Q s aππ
∈

′ =  (3) 

其中,γ为折扣因子(discount factor), 1γ ≤ .重复这个过程,直到策略固定为止. 

在值迭代过程中,策略没有显式表示,整个过程按照 Bellman 公式对值函数进行迭代计算: 

  (4) ( ) max ( , ) ( , ) ( )a

s S
V s R s a T s s V sγ

′∈

⎧ ′ ′= +⎨
⎩ ⎭

∑ ⎫
⎬

每次迭代,所有状态值函数更新前后的最大差值称为 Bellman 误差 , max ( ) ( ) .
s S

r r V s V s
∈

′= −  

定义一致性条件(monotonic condition)为:对所有 s,有 ( ) max ( , ) ( , ) ( )a

a s S
V s R s a T s s V s

′∈

⎡ ⎤′ ′≤ +⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑ [8]. 

策略可以由值函数 V 得到,定义一步前瞻的贪婪策略 为:对所有 s,有 πG

 
'

( ) arg max ( , ) ( , ) ( )a

a A s S
s R s a T s s V sπ γ

∈ ∈

⎧ ′ ′= +⎨
⎩ ⎭

∑G
⎫
⎬  (5) 

如果下界满足一致性 ,则 是对当前值函数对应的隐式策略πV 的改进 ,有 即对πG .
V

V Vπ π≥
G

,s∀ 当  

时, 亦为ε最优策略. 

*( )V s −

( )V s ε≤ πG

1.3   结合启发式搜索的RTDP 

对于行动结果具有不确定性的问题的启发式搜索是在一个与或树(图)上进行的.或节点对应状态,此处进

行行动选择 ;与节点对应行动 ,行动的结果可能并不唯一 ,需要考虑所有分支的后继状态 .RTDP 是一个

Trials-based 方法,每次实验也可以看成在与或图上做的搜索,分支选择分为行动选择与后继状态选择.行动选择

根据值函数上界提供的启发式信息采用一步前瞻的贪婪策略,后继状态选择模拟行动结果的不确定性随机选

取.一次 Trial 从初始状态出发,到终止状态结束,然后进行反向值函数的更新,此过程不断循环.流程见算法 1. 
算法 1. RTDP. 
Function trialRecurse(s): 
 if isTerminal(s) then return end if 
  a←chooseGreedyAction(s) 
  s′←chooseSuccessorStochastically(s,a) 
  trialRecurse(s′) 
  update(s) 
Function RTDP(s0): 
 loop trialRecurse(s0) 

一些较新的 RTDP 类算法同时还记录下界的信息,结合上界可以提供对最优值函数的一个区间估计.定义

VU(s)和 VL(s)分别为状态 s 处最优值函数的上界和下界,下界为最优策略值函数的保守估计,上界为乐观估计.对 

于 ,s S∀ ∈ 有: .在值迭代过程中,上界和下界的更新都按照 Bellman 公式独立进行. *( ) ( ) ( )LV s V s V s≤ ≤ U
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2   收敛判据 

2.1   现有RTDP类算法的收敛判据 

收敛判据用以解决解的质量的评估问题.在同步值迭代算法中,每次迭代会将所有状态全部更新一遍,可以

结合下面两点来判定解是否收敛:(1) 每次值迭代的 Bellman 误差;(2) 所有状态处策略执行到问题结束的期望

步数,两者的乘积决定了当前值函数与最优值函数差值的上限[2].MDP 求解问题通常假设任何适当的策略的期

望执行步数是有限的.在有限步 MDP 问题中,这一点显然满足.而无限步 MDP 问题的求解会设置小于 1 的折扣

因子γ,事实上,这是人为地附加了一种条件,表示过程每步都可能以(1−γ)的概率结束,这同样满足策略不会无限

步执行. 
实时动态规划类算法的求解也是一个值迭代过程,每次由前向搜索确定一个状态序列,然后进行反向的异

步值迭代[6].由于此过程中每次值迭代并不更新所有状态,因此,同步值迭代中使用的收敛判定方法在这里是不

可行的.RTDP 是最早的实时动态规划算法,它没有处理此异步值迭代过程的收敛判据问题,也就是说,它不处理

停止条件,因而,算法不适合离线运行.事实上,RTDP 只适合在硬实时环境中执行,依靠问题本身每步决策的时间

限制来停止决策. 
LRTDP 给出一种适用于异步值迭代的收敛判定方法.在反向值迭代的过程中,它会进行检测并标记哪些状

态已经被求解.状态被标记的条件是其后继状态均满足 Bellman 误差小于某给定值.当问题给定初始状态被标

记为已求解时,则认为已经获得满足精度要求的解,算法可以停止.LRTDP 能够离线运行,同时也可以在软实时

及硬实时环境下执行. 
BRTDP 和 FRTDP 使用了一种新的技术——结合上界、下界的区间估计,给出了设初始状态为 s 时解的一

个非常简洁的收敛判据: 
(I)   ( ) ( )U LV s V s ε− ≤

设 Lπ G

,s

为下界得到的贪婪策略,当下界满足一致性时,有 ,可得:  

即 也就是说,当判据(I)满足时,已经找到状态 s 处的ε最优策略. 

( ) ( )
L LV s V sπ ≥
G

*( ) ( ) ( )U LV s V s V sε ε≤ ≤ + ≤ +

U

( )
L

Vπ G

*( ) ( ) .
L

V s V sπ ε− ≤
G

2.2   最优行动判据 

本文结合上、下界技术 ,给出了一个新的最优行动判据 .首先定义行动值函数上、下界 和    

QL(s,a),有 

( , )UQ s a

  (6) 
( , ) ( , ) ( , ) ( )

( , ) ( , ) ( , ) ( )

a
U U

s S
a

L L
s S

Q s a R s a T s s V s

Q s a R s a T s s V s

γ

γ
′∈

′∈

⎧ ′ ′= +
⎪
⎨

′ ′= +⎪
⎩

∑

∑

其中, 上界行动 下界行动

同时有 . 

( ) max ( , ), ( ) max ( , ),U U L La A a A
V s Q s a V s Q s a

∈ ∈
= =

( )( ) , ( )
L L LV s Q s a sπ =
G

( ) arg max ( , ),U
a A

a s Q s a
∈

= ( ) arg max ( , ),L L
a A

a s Q s a
∈

=

事实上,应该注意到对给定状态,当某个行动值函数下界不小于其他所有行动值函数的上界时,其他行动都 

可以被排除.按照这一思路,首先定义 La
UV − 和 两个量,( )L

Ua s− La
UV −

), (Ls a a−

为状态 s 处除 aL 以外其他行动对应的最大行动

值函数上界, ( 为相应行动,有: 在考虑近似最优的情况下, ) U
L

Ua s−

,
max

La A a a∈ ≠ ,
( , ) arg max ( , ).

L
U U U

a A a a
Q s Q s a

∈ ≠
= =( )LaV s−

有下述定理: 

定理 1. 当 时,总是 且满足( ) ( )La
U LV s V s ε− − ≤ ,π∃ ( ) ( ),Ls a sπ = 使得  *( ) ( ) .V s V sπ ε− ≤

证明:分两种情况来看:如果 *( ) ( ),Ls a sπ = 那么显然结论成立;如果 *( ) ( ),Ls a sπ ≠ 可知 进而有

即 因此,可以得到结论,当满足判据: 

*( ) ( ),La
UV s V s−≤

*( ) ( ) ( , ( ))L L LV s V s Q s a sε ε≤ + = ,+ * ( ,V Q s− ( )) .L La s ε≤

(II)  ( ) ( )La
U LV s V s− − ≤ ε
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时,执行 aL 后,ε最优解仍然存在,则称判据(II)为最优行动判据. □ 

推论 1. 当判据(I)中的条件成立时,判据(II)中的条件总是成立,反之则未必.也就是说,作为条件,判据(II)比
判据(I)更弱. 

证明:由于 立刻有 即当判据(I)成立时,判据(II)总成立.对于其逆命题, ,La
U UV V− ≤ ,La

U L U LV V V Vε −− ≤ ⇒ − ≤ ε
图 1 给出反例并示意了判据(I)与判据(II)的区别,判据(I)在图 1(a)中满足,在图 1(b)中不满足,但判据(II)在两种情

况下均满足. □ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.1  Difference of the criterion (I) and the criterion (II) 
图 1  判据(I)和判据(II)的区别 

我们考虑这样的问题:给定ε,从状态 s0 开始,且当每步执行时都满足判据(II)且执行对应 aL,整个过程获得的 

期望回报 与 一定满足 吗?每步的这种误差会累加吗?考虑这样一个反例如图 2 0( )LaV s *
0( )V s *

0 0( ) ( )LaV s V s ε− ≤

所示,其中 S0 为起始状态,Sg 为目标状态,行动 a1 和 a2 在任何状态处的立即回报均为−1. 
 
 
 
 
 
 

Fig.2  An example of multi-steps decision problem 
图 2  一个多步决策问题的例子 

由图 2 易知, 令ε =1,可以初始化上界、下界如下: *
0( ) 4,V S = − *

1( ) 3.V S = −

0 0 1 1( ) 0, ( ) 4, ( ) 3, ( ) 100.U L U LV s V s V s V s= = − = − = −  

由式(7)可得: .进而在起始状态 s0,判据(II)满足且第 1 步 1 1 2 2
0 0 0 0( ) 1, ( ) 5, ( ) 4, ( ) 101a a a a

U L U LQ s Q s Q s Q s= − = − = − = −

可以执行 a1,然后状态仍在 s0 处,并可以这样重复下去.显然,整个策略不是ε最优的.出现这种结果的本质原因是

初始化的下界不满足一致性,或者说假设能够获得下界期望回报的基础在后续执行过程中未能成立. 
事实上,在一个同时使用上、下界的实时动态规划算法中,我们有下面的利用最优行动判据增量获取ε最优

策略的定理. 
定理 2. 给定一个 MDP 问题,满足: 
(S1) 问题存在最优策略,且所有最优策略都能在有限步内结束. 

ε
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(S2) 具有满足一致性条件的下界值函数: ( ) max ( , ) ( , ) ( )a
L La s S

V s R s a T s s V s
′∈

⎡ ⎤′ ′≤ +⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑ . 

如果一个策略 Incπ 以如下方式增量获取:在每步决策过程中,进行策略求解,假设当前状态为 ,s 当最优行动

判据V s 满足时,令( )La
U V− − ( )L s ε≤ ( )Inc Ls aπ = 并且行动 La 被立即执行,进入下一步决策,重复此过程直到问题结

束,那么,有 Incπ 为 最优. ε
证明 :假设每步执行的 aL 与最优策略对应的行动一致 ,条件(S1)保证过程在有限步内结束 ,且结果是

否则,假设在任意一步,执行的行动背离了最优策略,即* 0;
Inc

V Vπ− = *( ) ,LV s a≠ 条件(S2)及定理 1保证当前下界

值函数对应的一步前瞻贪婪策略 Lπ G 已经为 最优,而继续求解都是对ε Lπ G 的改进,策略 Incπ 不会比 Lπ G 更差,即

. □ *
Inc

V Vπ ε− ≤

按照定理 2 给出的方法,在软实时系统中,当前状态一旦满足最优行动判据,策略被固定,就可以马上执行一

步.好处是执行后获得观察,而观察可以消除不确定性,比如执行行动后到底进入了哪个状态,那么此前有可能

进入的其他一些分支对应的策略计算就可以避免了.注意到这里没有对状态空间是否有限的要求,换句话说,它
可以被扩展到具有无限信念状态空间的 POMDP 问题上. 

推论 2. 在对一个满足条件(S1)和条件(S2)的 MDP 问题的求解过程中,对任意状态 s,当
时,可以标定此状态已经被求解,令

( ) ( )La
U LV s V s ε− − ≤

( ) Ls aπ = .以这种方式最终确定的策略π为ε最优. 

证明:假设 *( ) Ls aπ = ,将该状态处策略标定为 aL 显然没有问题;假设 *( ) Ls aπ ≠

≤

,状态 s 处期望回报最大为

,由于 ,且下界满足一致性,即 ,也就是说,状态 s 处的一个ε策略已经

获得了. □ 

( )La
UV s− ( )La

UV s V− − ( )L s ε≤ *( ) ( )
L

V s V sπ ε−
G

在以这种方式求解策略时,任何一个状态处的计算分为两个阶段:在第 1 阶段,状态未被标定已求解,在此处

进行值迭代需要考虑所有行动;第 2 阶段,最优行动判据满足,该状态处行动固定,值迭代时无须考虑其他行动.
推论 2 给出了一种利用最优行动判据标定状态已被求解的方法.它在各类结合值函数上、下界的离线或在线算

法中都可以应用. 
实时规划的另一个重要特点是,当前状态处的行动是要被马上执行的,执行之后又会有计算时间进行后续

决策,因此,系统对当前步策略的需求更加紧迫.事实上,利用新的判据,可以设计不同的分支选择策略,优先确定

当前状态的行动.下一节我们讨论与此相关的内容. 

3   分支选择策略 

3.1   现有相关算法的分支选择策略 

实时动态规划的分支选择包括行动选择和后继状态选择,每次Trail从初始状态开始,反复选择行动及行动

后继状态直到边缘节点,扩展边缘节点,然后按Bellman公式反向值迭代回到初始状态,完成一次更新.RTDP与
LRTDP的分支选择策略基本一致,行动选择由启发式信息采用一步前瞻的贪婪策略,后继状态的选择采用随机

策略.BRTDP及FRTDP使用了区间估计的技术,使分支选择的标准从期望收益最大化变成了尽可能减小区间不 

确定性.在行动选择方面,FRTDP与基于POMDP的HSVI算法非常类似[13],基于判据(I),初始状态的不确定性V
a

是

由值函数上界VU与下界VL确定的.式(8)指出两者分别对应一个行动值函数QU和QL及行动aU和aL.而 和a
UQ LQ 又

是由一组后继状态确定的.为了减小V ,应该在这组后继状态中选择下面的分支.按照贪婪策略,最直接的做法就 
是在 aU 或 aL 的后继状态中选择.FRTDP 与 HSVI 在这一问题上都是选择 aU.原因如下:首先需要知道两个结论,
更新上界值函数只会使它变小,而对下界值函数的更新只会使其变大.如果选择总是采用 aL 的策略,在树结构

中,其他行动的值函数下界不会得到更新,由于 aL 已经对应当前最大的行动值函数下界,以后在该状态处永远都

只会选择这个 aL,计算己经变成对这个策略的评价而不存在改进了.选择 aU则不存在这个问题,对上界更新会使

其下降,在后面的过程中,其他行动值函数有可能成为上界进而被选中[13].事实上,在图结构中并非如此,这是因

为不同的行动可能有相同的后继状态,即使选择 aL,其他行动值函数下界也是有可能得到更新的.但无论如何, 
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.

FRTDP 这种行动选择策略都是一种高效的做法.对于后继状态的选择,使用区间估计算法的基本思路都是尽量

选择值函数不确定性更大的后继状态,本文对此不作过多讨论.下面主要针对行动选择给出一个更适合判据(II)
的分支策略. 

3.2   针对实时决策的行动选择策略 

相对于 判据(II)所描述的可以被称为行动不确定性,记为 为了减少 按照同样

的思路,应该选择除 aL 外拥有最大值函数的行动,记为 .

ˆ ,V ˆ ˆ: Laa a
U LV V V V ε−= − ≤ ˆ ,aV

L
Ua− 事实上,这一过程是在不断地尝试证明 L

Ua− 最乐观的

期望回报也不比 aL 的保守期望回报高出ε以上.并且,选择 L
U
−a 使得其上界下降的同时,其下界也会上升,有可能

取代 aL 成为新的对应最大下界的行动,进而其他行动也有机会被选定为 L
Ua− 继续更新.要说明的一点是,基于判 

据(II)的分支选择只在对应实时系统当前状态时使用,因为我们要确定的只是第 1 步. 
这里涉及到的另一个问题是下界一致性.定理2要求下界一致才能保证ε最优.事实上,在实时系统中,即便初

始化的下界不满足一致性,仍有解决方法.设初始化的下界为VL,此时下界对应行动是未知的,不妨记为a?,当 

( ) max ( , ) ( , ) ( )a
L a s S

V s R s a T s s V s
′∈

⎡ ⎤′ ′> +⎢
⎣ ⎦

∑ L ⎥时,下界没有得到更新,对应行动仍是a?,此时选择 L
Ua− 其实就是aU了.这与 

基于判据(I)的选择一致.由于a?没有确定,算法也不会给出满足ε最优策略的行动供执行.只有当前状态一致性条

件首次就得以满足后,VL才被更新,事实上,此后该状态处一致性条件将会始终得到满足. 

4   实时算法设计 

有界增量最优实时动态规划算法(BI-RTDP)是以 FRTDP 为基础的,结合了新的基于最优行动判据的分支

选择策略及已求解状态标定的技术. 
每步决策时,当算法获得一个满足最优行动判据的解或者当前步决策时间用尽时,BI-RTDP 会返回一个行

动供立刻执行.执行之后,行动的结果被观察到,算法继续下一步的决策.流程见算法 2.本节后面的内容集中介绍

算法在 FRTDP 上扩展的部分,其他实现细节可以参考 FRTDP 算法实现本身[10]. 
算法 2. BIRTDP. 
Function trialRecurse(s,w,depth) 
  if isTerminal(s,depth) or TIMEOUT() then return end if 

 trackUpdateQuality(s,w,depth) 
  ←chooseGreedyAction(s,depth) *a

s′ ←chooseMaxPriSuccessor *( , )s a  

if depth<max_depth then trialRecurse( ,s′ γ *( , )aT s s w′ ,depth+1) end if 
 update ( )s  

Function BIRTDP  0( , )s ε

  while  La
U LV V ε− − >

if TIMEOUT() then break end if 
trialRecurse 0( ,s w=1,depth=0) 
adjustTrailDepth() 

  end while 
  if monotoniclowerbound( 0s ) return La  
  else return  end if Ua
Function Run  ( )ε
 (max_depth,s)←(INIT_DEPTH, INIT_STATE) 
  while !isTerminal ( )s  

*a ←BIRTDP ( , )s ε  

s ←execute *( )a  
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( ) ( ) / 2U LV s ε− ≤

( , , , ).

max_depth←max(INIT_DEPTH,max_depth−1) 
  end while 
(1) chooseGreedyAction()在搜索深度为 1,即实时环境当前所在状态处,行动分支选择按第 4.2 节所述策略,

是在最大下界对应行动之外的其他行动中选取的.当下界不满足不一致性或者对未来状态进行规划时,候选集

合是所有行动.此外,对于已标记求解的状态,无须进行选择,直接返回对应状态的下界行动 aL. 
(2) update()操作基于推论 2 会标定已被求解的状态.若状态未被标定,则更新所有行动,否则只更新标定的 

行动.通过最优行动判据标记状态已解使用条件 .这里将ε替换为ε/2 的原因与 FRTDP 中一

次 Trial 的返回条件使用V s 类似,通常这样更有利于收敛. 
( ) ( ) / 2La

U LV s V s ε− − ≤

(3) FRTDP 有一个自适应深度调整机制 adjustTrailDepth(),当前设定最大深度内更新效果不明显时,参数

max_depth 会增加.而在 BIRTDP 的实时运行模式中,每执行一步后,最大深度同时也作减 1 的调整. 
(4) BIRTDP()返回当前状态最大值函数下界对应行动供执行,但在下界不满足一致性条件时,仍返回最大

值函数上界对应的行动.原因是下界代表可行解,即当前已经找到的最好的解的情况,不满足一致性则意味着还

未找到从当前状态达到终点状态的任何解,而上界代表启发式信息,在不得不执行行动时通常按贪婪策略基于

上界选择是更好的方式. 
(5) 在硬实时环境的实时计算中,TIMEOUT()也将引起递归调用返回. 
(6) execute()与环境交互执行行动,并返回观察到的系统实际进入的状态. 

5   实  验 

实验采用被大量相关算法用作标准的测试问题 RaceTrack[6].RaceTrack 是一个赛车问题,在有障碍物的地

图上给定初始位置与目标位置,状态由二维的位置及二维的速度 4 个量组成,记为 x y x y 行动是可以对赛车

施加的一个加速度 ( , ),x y x 及 取值为整数集合{0,−1,1}.每次加速有一定概率发生滑动,导致加速度为(0,0).赛

车撞墙会被置于初始位置重新跑.在任何状态执行行动都会获得立即回报−1,赛车达到目标位置后过程结束. 

y

测试选用标准地图 small-b 与 large-b[6].记地图左下角坐标为(0,0),这里选择固定起点,small-b 起点定为

(0,5),large-b 为 ,终点维持与标准地图不变.并有另外两个稍加修改的地图分别称为 small-b-m 与 large-b-m, 

small-b-m 是在地图坐标(7,15)处增加一个终点状态,large-b 是在正中部赛道一侧(33,11)−(33,17)处增加几个终

点.这种修改不失一般性,目的在于使问题具有从起点到达终点解决问题之外更多的无关状态空间.这里统一使

用默认滑动概率 0.1,上界初始为 0,下界初始为−1000.整个实验使用的计算环境为 Windows XP,AMD64 3200+ 
CPU,1G RAM.实验分为两部分,分别模拟软实时与硬实时两种不同的实时环境: 

(1,1)

1. 软实时:每次实验开始,赛车被置为起点,算法给出自己有质量保证的策略后,提交并执行一步,系统模拟

行动的不确定性结果进入下一状态,此过程循环直至到达终点状态.由于 RTDP 不处理停止条件,并不

支持软实时测试,这里只选择 LRTDP,FRTDP 作为对比.每个算法共进行 500 次测试取平均值,实验结果

见表 1.其中,Backup 为总迭代次数,它是算法效率最关键的指标;Time 为总决策时间,单位为秒;由于每

步执行立即收益都是−1,Reward 取负值即为到达终点花费的总步数, ε 为精度要求.要说明的一点是,上
下界在每步执行后都继续使用,直到一次测试到达终点才重置为初始值进行下次测试. 

2. 硬实时 :系统限定每步决策时间 ,TIMEOUT 时要求算法给出当前状态的行动供执行 .采用 RTDP, 
LRTDP,FRTDP 进行对比实验,每个算法测试 1 000 次取平均,这里记录的是到达终点的平均步数 Steps,
在此问题中它就是 Reward 取负的值,实验结果如图 3 所示. 

实验结果整体上显示 BI-RTDP 具有更好的实时特性.此外,从软实时测试结果可以看出,BI-RTDP 在两类情

况下优势更加明显:1) 问题给定了更多的无关状态空间;2) 要求更高的精度.而这两种情况事实上都体现了

BI-RTDP 只把计算集中在寻找每步最优行动,并不要求获得对应的精确期望回报,也因而能够在环境中更早地

行动并达到目标.从另一方面来看,使用最优行动判据的算法不必担心因给出了过多的无关状态空间或设定了

过高的精度要求而花费过多额外的计算. 
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Table 1  Soft real-time test 
表1  软实时测试 

Algorithm Backups Time (s) Reward Backups Time (s) Reward 
ε 0.1e−3 0 

small-b(9312s,9a) 
LRTDP 186 509 1.678 −13.410 0 N/A N/A N/A 
FRTDP 141 583 1.429 −13.216 0 173021 1.476 −13.217 3 

BI-RTDP 130 846 1.372 −13.227 8 133 862 1.378 −13.279 3 
small-b-m(9312s,9a) 

LRTDP 317 958 1.812 −5.436 0 N/A N/A N/A 
FRTDP 81 844 1.147 −5.466 0 118229 1.240 −5.700 0 

BI-RTDP 14 716 0.330 −5.394 0 14 879 0.334 −5.360 0 
large-b(23880s,9a) 

LRTDP 1 601 485 8.130 −23.338 0 N/A N/A N/A 
FRTDP 591 606 3.724 −23.534 0 741 758 4.113 −23.720 0 

BI-RTDP 566 732 3.643 −22.874 0 604 322 3.647 −23.412 0 
large-b-m(23880s,9a) 

LRTDP 787 025 4.126 −8.520 0 N/A N/A N/A 
FRTDP 53 660 1.102 −8.565 0 129 737 1.525 −8.526 2 

BI-RTDP 45 411 0.756 −8.615 0 98 801 0.974 −8.360 0 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

small-b-m 

0 
5 

10 
15 
20 
25 
30 
35 
40 
45 
50 

5 10 20 30 40 50 100 200 300 400 500 1000
Times (ms) 

Steps 

RTDP
FRTDP

LRTDP
BIRTDP

Fig.3  Hard real-time test 
图3  硬实时测试 

软实时测试中Reward有统计误差,但也可以看出精度要求下BI-RTDP解的质量不比相关算法差.硬实时测

试显示 BI-RTDP 有明显更优的瞬时响应特性,如在每步决策只有 30ms 时,解的质量提高 1 倍以上,且达到接近

最优解所需要的每步决策时间更短.这应该来源于 BI-RTDP 的分支选择策略,因为在给定的很短的每步决策时

间内,各个判据在开始其实都得不到满足,行动的提交都是 TIMEOUT 引发的,所以解的质量的好坏最大程度上

来源于分支选择策略.对于新的分支选择策略的一个更直观的理解是,相对于其他策略,它并不直接关心最优解

能够好到多少,而是当前状态是否有哪个行动比其他行动已经足够好,以至于选择它之后未来仍能获得满足精

度要求的最优策略,因而它的计算更集中于找出当前状态的最优行动. 

6   结  论 

本文的主要贡献是对现有实时动态规划算法的收敛判据及分支选择策略进行了对比分析,结合值函数上

下界理论给出了一个新的最优行动判据,以及以此为基础的实时动态规划增量求解方法和一个更适合实时系

统的分支选择策略.从本质上讲,增量求解更充分地利用了实时系统固有的决策与执行交替的特点,把求解过程

的计算内容按策略被执行顺序作了更好的调整,利用新的判据优先确定当前步的行动,并通过一致性条件保证



 

 

 

2878 Journal of Software 软件学报 Vol.19, No.11, November 2008   

此过程误差不会积累,每步执行依靠观察消除行动结果的不确定性,避免了相关的不必要的计算. 
基于这一原理设计的 BI-RTDP 算法在两类典型的实时系统测试中都显示出优于当前最新相关算法的性

能.BI-RTDP 受无关状态空间的影响更小,对精度的要求更不敏感.另外,在有严格响应时间限制的硬实时测试

中,BI-RTDP 也显示了更好的实时响应特性. 
本文给出的最优行动判据目前主要应用在实时决策中,用作在线计算.未来的工作希望能够测试最优行动

判据标定已求解状态的方法在离线计算中的效果.另一方面,目前 FRTDP 算法采用的是一个自适应深度控制,
这部分的分支控制仍然存在很大程度的盲目性,希望将来在结合上、下界做前向搜索的 RTDP 算法中尝试迭代

加深(IDA*)的技术[14]. 
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