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Abstract:  In this paper, the authors discuss the degree reduction of generalized Ball curves of Wang-Said type by 
perturbation and the best uniform approximation respectively. The approximation error and relative approximation 
error are given and the two different methods are compared by some examples. 
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approximation; perturbation method 

摘  要: 主要讨论 WSGB 曲线的两种不同的降阶算法,分别为扰动法和最佳一致逼近法,给出了两种方法所得
降阶曲线与原曲线的逼近误差与相对逼近误差,并通过实例对两种降阶算法进行了比较. 
关键词: 广义 Ball曲线;WSGB曲线;降阶;最佳一致逼近;扰动法 

广义 Ball 曲线是对 Ball[1]在 CONSURF 系统中首次提出的三次 Ball 基函数的推广,具体的有 Said-Ball 曲
线与 Wang-Ball 曲线,国内外有很多作者对广义 Ball 曲线的性质进行了研究[2−10].广义 Ball 曲线与 Bézier 曲线
有许多类似的性质,如计算稳定性、对称性、凸包性、端点插值性、几何不变性等,在曲线求值及升降阶的计
算速度方面,Ball曲线明显优于 Bézier曲线.2000年邬[9]根据 Wang-Ball和 Said-Ball曲线的特点,又提出了两族
新的带位置参数的广义 Ball 曲线(WSGB 型曲线和 SBGB 型曲线).WSGB 包含了 Said-Ball 曲线与 Wang-Ball
曲线以及介于两者之间的曲线,这两族新的广义 Ball曲线具有许多与广义 Ball曲线和 Bézier曲线共有的性质.
但它们具有比 Bézier 更有效的递归算法,更适合于曲线次数的提高或降低.同时通过选取不同的位置参数还能
适当地调整曲线的位置.江[13]给出了 WSGB 基函数的对偶基,并利用对偶基实现了从 Bézier 曲线到 WSGB 曲
线的互换. 
升降阶变换处理是 CAGD 中相当重要和热门的研究课题之一.不同的 CAD/CAM 系统中所使用的基的最
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高次数的限制范围和要求是不同的,为了实现不同阶数的曲线曲面的数据转换,必须对高次曲线曲面进行降阶
变换处理.国内外很多学者对 Bézier曲线/曲面、B－样条曲线的降阶逼近做了大量的研究工作[13−19].Watkins和
Worsey 在 空间内利用 Tchebyshev 多项式的最小零偏差性质,通过把 Bernstein 基变为 Tchebyshev 基,降阶,
再变为 Bernstein基,得到高精度降阶逼近算法;Eck

∞L
[13]在 空间用约束 Legendre多项式所给出的最小二乘逼近

考虑了 Bézier 曲线的降多阶逼近问题;Brunnett
2L

[14]探讨了这种逼近的几何意义;Bogacki[15]则通过基转换矩阵来

进行 Bézier曲线的降阶逼近;陈[16]讨论了区间 Bézier曲线的降阶逼近问题;胡[17]利用扰动控制顶点和约束最小

二乘方法来实现降阶;Chen[18]通过预先确定部分降阶逼近曲线的控制顶点来满足端点所需保持的几何插值信

息给出了 Bézier 曲线的保端点插值近似最佳一致降多阶逼近算法和最佳最小二乘降多阶逼近算法.Piegl[19]先

将 B样条曲线分解成若干段 Bézier曲线,然后对各段 Bézier曲线进行降阶,最后删除多余节点的方法得到 B样
条曲线的降阶. 
关于广义 Ball曲线的降阶,文献[3]曾讨论了 Said-Ball曲线与Wang-Ball曲线的降阶,文献[9]给出了WSGB

曲线的升阶,但关于 WSGB 曲线的降阶问题鲜有文献涉及,本文将分别应用控制顶点扰动法及 Tchebyshev 多
项式最佳一致逼近法这两类方法, 给出了 WSGB 曲线的降阶算法.实验表明,用最佳一致逼近法效果显然比扰
动法好,若利用扰动法得到的降阶曲线不能达到预期的误差,则可以先利用 WSGB曲线的细分算法[12]对曲线做

细分,再逐段用扰动法降阶.而且在用扰动法对 n(n≥3)次WSGB曲线降阶时,所得曲线必定插值端点,而利用最佳
一致逼近法则不一定,且运算量较大.WSGB 曲线的降阶算法的给出,丰富了广义 Ball 曲线的算法理论, 提高了
广义 Ball曲线的工程应用价值. 
定义.[9] 给定 R2或 R3中 1n + 个控制点{ }, 0,1, ,i i =p L n ,对于给定整数 0 2L n 1≤ ≤ −   ,称曲线  
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为定义在区间[0,1]上的 WSGB 基函数, 1u v= − , 表示小于或等于 x x的最大整数,  x 表示大于或等于 x的
最小整数 .显然 ,当 时 ,曲线 为 Said-Ball 曲线 ;当0L = ( ;r ,0)u n 2 1L n= −   时 ,曲线 ( ; , 2u n n −   1)r 为

Wang-Ball曲线;当1 2 − 2L n≤ ≤    时,曲线 则位于两者之间. ( ; ,u n Lr )
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Fig.1  WSGB curve r(u;7,L) 
图 1  WSGB型曲线 r(u;7,L) 

为讨论问题方便 ,首先介绍 Bernstein-Bézier 基函数 与 次 WSGB 基函数 {( )n
iB u n )},;( Lnuiβ 及

Tchebyshev 多项式 ( ) ( )( )n cos n arccos t=T t 的转换公式. 

引理 1. 次 Bernstein-Bézier基函数 可由 次 WSGB基函数{n ( )n
iB u n )},;( Lnuiβ 表示[12]: 
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引理 2. Bernstein 基函数与 Tchebyshev 基函数之间有下述关系式[14]: 
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1

1   WSGB型曲线的降阶 

下面讨论如何将 次的 WSGB型曲线(1)降阶成 n−1次曲线 n
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的问题,具体用扰动法和最佳一致逼近法讨论 WSGB曲线的降阶问题. 
引理 3.[9] n次的 WSGB型曲线(1)可精确降阶为 n−1次的 WSGB型曲线,即如果 
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由定义可知, n次 WSGB曲线的 nx 项系数为 
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则曲线 为( ; , )u n Lr ( ; 1, )u n L−r 的充要条件为 
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1.1   扰动法 

通过对曲线(1)的控制顶点适当的扰动,若添加扰动后的曲线退化为 n−1次 WSGB曲线,即 
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则该曲线即为曲线(1)的 n−1次逼近,由引理 3,且有关系式 

当 n=2m+1时 

  (5) 
1 1

,0 ;
, 1 2

i i
i

i i

i m
m i

ε
ε+ +

+ ≤ ≤
=  + + ≤ ≤

p
q

p

当 n=2m时 

 

( ) ( )

( )

( )

1 1

2 2 2 2

1 1 2 2 2 2

1

( )
,0 1 ;

2(2 1 2 ) ( 1 )( )
,

2( )
2(2 1 2 ) ( 1 )( )

, 1
2( )

(3 1 )

i i i i

i i m L m L m L m L

i
i i m L m L m L m L

i i

m L i i
i m L

m L
m L m L

m L i m
m L

m L m L
m i m L

m L
m L i

ε ε

ε ε ε

ε ε ε

ε

− −

− − − − + + + +

+ + − − − − + + + +

+ +

− + + − +
≤ ≤ − −

−
− − + − − − + +

− ≤ ≤ −
−

=
− − + − − − + +

1;

;≤ ≤ + −
−

− − − +

p p

p p + p

q
p p + p

p( ) ( )1 2 2(2 1 )
, 2 1;i im i
m L i m

m L
ε+ +












− − − + + ≤ ≤ − −
p

 (6) 

因此,讨论 n次WSGB曲线的降阶问题即为讨论适当的扰动 iε ,使得扰动后的 n−1次曲线与原曲线的误差

最小,也即转化为求解优化问题: 
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而由约束优化法,易得 
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2) 当 n=2m时 
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代入式(6)即可得到相应的 qi,特别地,有 
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且由此可以看出,当 n≥3时,利用扰动法的 WSGB曲线降阶是保两端点插值的. 

1.2   最佳一致逼近法 

为计算方便,先将 n−1次 WSGB曲线(3)升阶为 n次曲线 
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i i i i
i i

u n L u n L u n Lβ β
−

= =

− = − =∑ ∑r q q ,  

根据 Tchebyshev 最佳逼近理论,易得下述引理: 
引理 4.[14]  若 n次多项式 p(t)可表示为 

( ) ( )
0

2 1 0 1
n

i i
i

p t f T t , t
=

= − ≤∑ ≤ , 

则 n−1次多项式 

( ) ( )
1

0
2 1 0 1

n

i i
i

q t f T t , t
−

=

= − ≤∑ ≤  

为 p(t)的最佳一致逼近,其中 ( )n tT 为 Tchebyshev 多项式 Tn(t)=cos(n arcos(t)). 

定理 1. 由(3)定义的 n−1次WSGB曲线 为由(1)定义的 n次WSGB曲线 的最佳一致

逼近,其中 
(ˆ ; 1,u n L−r ) ( ; , )u n Lr

 ( ) ( )2 1
0

2
1

22

n
n i

j j in
i

nlecˆ ĉ
i

+

−
=

 
= − −  

 
∑

r
q p j

, j=0,1,…,n (9) 

且 c 满足引理 1,lec(r)由(4)定义. ijˆ
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证明:由引理 4,有  

 ( ) ( ) (2 1

1ˆ( ; 1, ) ; , 2 1
2 nnu n L u n L lec T u−− = − −r r r )

)ij j

, (10) 

而由引理 1与引理 2, 
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比较式(10)两边的同次幂系数,则可知式(9)成立,故定理得证. 

2   误  差 

为刻画降阶曲线对原曲线的逼近程度,定义逼近误差与相对误差分别为 

( ) ( ) ( )ˆ ; 1, ; , , / ; ,error u n L u n L e error u n L∞ ∞= − − =r r r , 

其中 

( )
0 00 0

; , max(max min , max min )i i ii n i ni n i n
u n L x x y y∞ ≤ ≤ ≤ ≤≤ ≤ ≤ ≤

= − −r i
. 

下面给出上述两种降阶法对应的误差计算. 
定理 2. 扰动法与最佳一致逼近法所得得降阶曲线 ˆ( ; 1, )u n L−r 与原曲线 ( ); ,u n Lr 的逼近误差为 

1) 扰动法 
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2 ,

L m
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 (11) 

2) 最佳一致逼近降阶法 

 
2 1

1

2 2
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证明: 只讨论 n=2m+1情形,对于 n=2m可以同理得到. 
由扰动法及式(7),有 
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而 ( ) 1 11
4

mm
m

+− ≤u u ,故有(11)成立.而由(10),得最佳一致逼近降阶时误差为 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1

1 1ˆ( ; 1, ) ; , 2 1
2 2nn nu n L u n L lec T u lec∞ − − ∞

∞

− − = − ≤r r r r , 

再由(4),即可得(12).故定理成立. 
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3   数值实例 

如图所示,图 1为 WSGB曲线 r u ,其控制顶点为{(220, 110), (160, 220), (180, 340), (260, 400), (355, 

425), (470, 320), (490, 200), (420, 100)}.图 2为 L=1时相应的WSGB曲线的降阶曲线图,其中图 2.1中降阶后曲
线的控制顶点为{(220, 110), (160, 220), (180, 340), (307.5, 412.5), (470, 320), (490, 200), (420, 100)}, 图 2.2中
降 阶 后 曲 线 的 控 制 顶 点 为 {(219.861,109.963), (164.314,221.135), (150.313,332.188), (307.5,412.5), 
(499.688,327.813), (485.686,198.865), (420.139,100.037)}.图 3 为曲线 r(u;6,L)的降阶曲线图,其中曲线 r(u;6,L)
的控制顶点为{(220, 130), (160, 220), (220, 340), (300, 400), (370, 350), (420, 200), (400, 160 )},其中图 3.1中降
阶后曲线的控制顶点为{(200,130), (440/3,250), (2365/9,4055/9), (3055/9,4325/9), (1280/3,640/3), (400,160)},图
3.2 中降阶后曲线的控制顶点为 {(200.029,130.322), (139.077,254.849), (184.6,488.096), (409.6,503.096), 
(428.975,208.721), (400.029,160.322)}.且曲线 r(u;7,1)用扰动法与最佳一致逼近法的降阶误差分别为
17.813,0.139,相对误差分别为

( ;7, )L

=0. 004e 0539, 0.0 ;曲线 r(u;6,0)用扰动法与最佳一致逼近法的降阶误差分别为
34.375,0.537,相对误差分别为 =0 2e .127, 0.00 ,而 r(u;6,1)相应的误差分别为 20.625,0.322,相对误差分别为

=0.0764, 0.0012e .图 2.1和图 2.2所示为曲线 r(u;7,1)的降阶,其中实线为原曲线(控制多边形),虚线为降阶后曲

线(控制多边形);图 3.1和图 3.2所示为曲线 r(u;6,L)的降阶,其中实线为原曲线(控制多边形),虚线为降阶后曲线
(控制多边形). 

 

        
Fig.2.1  Degree reduction of r(u;7,1)                 Fig.2.2  Degree reduction of r(u;7,1) 

    by perturbation                               by uniform approximation 
    图 2.1  利用扰动法对曲线 r(u;7,1)的降阶      图 2.2  利用最佳一致逼近法对曲线 r(u;7,1)的降阶 

 

       
 Fig.3.1  Degree reduction of r(u;6,0)                 Fig.3.2  Degree reduction of r(u;6,1)  

      by perturbation                              by uniform approximation 
图 3.1  利用扰动法对曲线 r(u;6,0)的降阶     图 3.2  利用最佳一致逼近法对曲线 r(u;6,1)的降阶 
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4   结  论 

本文主要利用扰动法及最佳一致逼近法讨论了WSGB曲线的降阶算法.实验表明,从逼近效果而言,用最佳
一致逼近法效果显然比扰动法好,但若利用扰动法得到的降阶曲线不能达到预期的误差,则可以先利用 WSGB
曲线的细分算法[12]对曲线做细分,再逐段用扰动法降阶;从端点插值的要求而言,在用扰动法对 n(n≥3)次WSGB
曲线降阶时,所得曲线必定插值端点,而利用最佳一致逼近法则不一定;从计算时间上而言, 用扰动法耗时较少. 
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