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Abstract:  Gradient vector flow (GVF) snake shows high performance at capture-range enlarging and boundary 
concavity convergence, however, the initial contours encounter a so-called critical point problem (CPP). The initial 
contour must contain the critical points inside the object and exclude those outside the object, otherwise, the final 
result would be far from the expected. This paper investigates the CPP of the GVF snake and points out that, serving 
as an external force field for snake models, gradient vector flow could be effective only under some restrictions. 
Also, it is proved that the theoretical foundation, the Navier-Stokes equation for viscous fluid flow, for the solution 
to this CPP in literatures is incorrect. Finally, an empirical solution to the CPP is presented and its performance is 
validated by experiments. 
Key words:  GVF (gradient vector flow) snake; critical point; image segmentation; Navier-Stokes equation; 

viscous fluid flow 

摘  要: 作为经典 Snake模型的一个变体,梯度矢量流(gradient vector flow,简称 GVF)Snake在扩大 Snake轮廓
的捕捉范围和深度凹陷区域的收敛上具有卓越的性能.但 GVF Snake 在初始化时存在一个临界点问题:在目标
内部的临界点必须在初始 Snake轮廓的内部;在目标外部的临界点必须在 Snake轮廓的外部.否则,Snake轮廓将
不能收敛到正确的结果.对 GVF Snake的临界点问题进行探讨,详细分析了临界点的影响因素,指出 GVF场只有
在合适的条件下才是有效的;证明了相关文献中从粘性流体力学的Navier-Stokes方程来解决临界点问题的理论
基础是不对的;还给出了临界点问题的一个简单、有效的解决方案,并用实验证明了其有效性. 
关键词: GVF(gradient vector flow,简称 GVF) Snake;临界点;图像分割;Navier-Stokes方程;粘性流体力学 
中图法分类号: TP391   文献标识码: A 

图像分割作为图像分析的重要内容之一,是目标重建、识别等问题的基础,其目的是要将图像划分为一些
有意义的互不重叠的区域,但由于杂质、噪声等的干扰,使得经典的图像分割方法如边缘检测、阈值等往往得
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不到一个理想的结果.这也使得图像分割成为一个经典的难题. 

近年来,主动轮廓模型(包括参量主动轮廓模型[1]和几何主动轮廓模型[2])成为图像分析领域的一个研究热
点.参量主动轮廓模型,即 Snake模型,是一种能量曲线,通过极小化如下的能量泛函来确定目标轮廓 
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其中,前两项刻画曲线的性质;第 3项则由图像梯度来构造,吸引曲线朝目标运动.它将目标轮廓的初始估计、曲
线性质、图像信息和先验知识融于一个统一的过程中;另一方面,它在分割目标边缘的过程中寻找能量泛函的
局部极小点,而非全局最小点.但它具有如下不足:弱边界泄漏;初始轮廓要离真实的目标较近;不易收敛到目标
的深度凹陷区域;拓扑不可变等.国内外对 Snake 模型有广泛的研究,如 Wang 在分割心脏核磁共振图像左心室
外轮廓时提出了预测-校正两步形变的方法[3],该方法改变了约束引入的方式;Li 在用 Snake 模型跟踪运动目标
时,将其外力用块运动矢量加权[4];Park则整合了梯度方向信息并提出了方向 Snake模型[5];而 Xu等人提出的梯
度矢量流(gradient vector flow,简称GVF)[6]和广义梯度矢量流(generalized GVF,简称GGVF)Snake模型[7]在改善

Snake 轮廓的捕捉范围和深度凹陷区域的分割上具有卓越的性能.对 GVF 和 GGVF,国内外也有广泛的研究,如
Zhou 在 GGVF 的计算中,将边缘图用模糊算子增强,并把其结果叫做广义模糊梯度矢量流(generalized fuzzy 
gradient vector flow,简称 GFGVF)[8];Tang在跟踪血管边缘时,在多尺度下计算 GVF[9];Paragois则在几何主动轮
廓模型(geometric active contour,简称 GAC)中整合 GVF[10],加快了 GAC 的速度,提高了其鲁棒性.但在 GVF 
Snake中,Snake轮廓在初始化时将会遇到一个问题,本文称其为临界点问题(critical point problem,简称 CPP):在
目标内部的临界点必须包含在初始 Snake 轮廓的内部;在目标外部的临界点必须在 Snake 轮廓的外部.否
则,Snake 轮廓将不能收敛到正确的结果.以上提到的工作中都没有谈到这个问题,只有文献[11]指出了这一现
象,并试图从粘性流体力学的 Navier-Stokes(N-S)方程来阐述 GVF的机理,由此给出一个解决方案. 

本文探讨 GVF Snake模型的临界点问题,指出这些临界点依赖于边缘检测的效果和目标的形状、平滑参数
µ和|∇f|2的相对大小、方程求解的迭代次数等,并分析了相互之间的影响关系;同时,我们指出证明文献[12]中所
给解决方案的理论基础是错误的,即 GVF 并不是 N-S 方程所代表的流动.我们还将对 GVF Snake 的临界点问
题给出一个简单的解决方案. 

1   GVF Snake模型的临界点分析 

对于式(1)定义的能量泛函,由变分法的原理出发,可以将其转化为 Euler方程: 
 0)()( =∇−′′−′ extEscsc βα  (2) 

这是该能量泛函取极小值的必要条件.Xu等人将式(2)看成一个内外力的平衡方程 
 Fint+Fext=0 (3) 
其中, )()( scscFint ′′−′= βα ,Fext=−∇Eext.以此为出发点,Xu 等人提出了一种新的外力场,即梯度矢量流(GVF)外力
场,来代替传统的图像梯度外力场.它通过极小化如下能量泛函得到 
 ∫∫ ∇−∇+∇= yxff dd222 vv

rr
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其中, 就是梯度矢量场;f 是图像的边缘,可以由其他边缘检测算子得到或者用图像梯度来近 )],(),,([ yxvyxu=v
r

似.由变分法得到的 Euler方程的解就成为式(4)取极小值的必要条件,其相应的 Euler方程为 
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其中,∇2是 Laplace算子.Xu等人将它解释为一个广义的扩散方程[6],它将∇f向外延拓:当|∇f|很小时,式(4)中的平
滑项(第 1项)起主导作用,它将产生一个缓慢变化的场;当|∇f|较大时,式(4)中的梯度项(第 2项)起主导作用,文献
[6]认为:这时 将会使式(4)达到极小.当µ=0 时,就退化为经典的图像梯度外力场情况;当µ逐渐增大时,平

滑作用逐渐增大,使得 GVF 场的作用范围也逐渐扩大,平滑项也在一定程度上消除了噪声的影响.Xu 等人在随
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后的研究论文中指出[7]:在靠近边缘的地方,即|∇f|较大的地方,常数µ对∇f的平滑过大,以至于 Snake轮廓不能进
入狭长的凹陷区域,因而提出了广义 GVF模型: 
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其中, )/exp()( kffg ∇−=∇ , )(1)( fgfh ∇−=∇ .参数 k 的作用与µ类似,但由于 g(⋅)中考虑了 |∇f|的影响,使得 

g(⋅)是自适应的,并且 g(⋅)和 h(⋅)是一个此消彼长的关系.因此在边缘附近,g(⋅)将会很小,而 h(⋅)将会较大. 
无论是 GVF还是 GGVF,都会将∇f由|∇f|大的地方向|∇f|小的地方扩散,因而扩大了 Snake模型的捕捉范围,

也能较好地进入深度凹陷区域.但我们在大量实验过程中发现:在 GVF(包括 GGVF)场中存在某些点,这些点对
Snake 轮廓的初始化具有重要的影响:当这些点在目标内部时,初始 Snake 轮廓必须包含这些点;而当该点在目
标外部时,初始 Snake轮廓必须不包含这些点,否则将不能收敛到正确的结果.这就是 GVF Snake在初始化时遇
到的问题,本文把它叫做临界点问题.这些临界点可以看成是 GVF 场的源,如图 1(a)中箭头所指,图的正中心就
是临界点.Xu 等人在分割这一目标时,给出了两个看似任意的初始轮廓(如图 1(b)、图 1(c)所示[6]),其实他们都
将这个临界点包含在其内部. 

 

Critical point

 
 
 

(a) Critical point                    (b) Initial contour            (c) Initial contour 

(a) 临界点                       (b) 初始轮廓                (c) 初始轮廓 

Fig.1  Critical points and its effect on initial contour 
图 1  临界点及对初始化的影响 

临界点的存在对 GVF Snake的初始化提出了新的要求:当 GVF场中包含多个临界点时,要根据分割的目标
给出一个恰当的初始轮廓.因而在临界点分布较复杂的情况下,GVF Snake 不仅不能改善轮廓的初始化,反而对
初始轮廓提出了更高的要求.我们通过在合成图像和实际图像上的大量实验发现,临界点的分布与以下几个因
素相关: 

(1) 与∇f的分布相关,即与目标的形状和边缘检测的效果相关.当图像为黑白图像时,∇f描述了目标的形状;
而当图像为灰度图像时,∇f 实际代表了边缘检测的结果.图像由于受噪声的污染,∇f 的分布也会显得凌乱.在通
过极小化式(4)中的能量泛函将∇f 向外延拓时,∇f 中由于噪声而产生的局部极值将会生成额外的临界点.因此,
在灰度图像中,要想得到一个理想的GVF场,图像中目标区域要求比较均匀.我们用以下两幅图像来说明(µ=0.2,
迭代 200 次,时间步长为 0.5),图 2(a)是一幅包含一个矩形和一个圆的黑白图像,在矩形中间包含一条线段,线段
上的点都是临界点;在圆中,只有圆心才是临界点;而在矩形和圆之间的曲线也是临界点,初始 Snake轮廓必须不
包含这条曲线上的点.另一个例子是一幅心脏MR图像,图像灰度不均,为了减少噪声的影响,我们对原始图像作
高斯平滑,其标准差为σ.图 2(b)是原始的心脏图像,以分割左心室内轮廓为目标,图 2(c)给出了σ=1时的 GVF场, 
图 2(d)给出了σ=2.5 时的 GVF 场(这时µ和σ的取值与文献[6]一样,而时间步长和迭代次数在文献[6]中没有给
出),图中白色的圆圈即为临界点.对比这两个结果,当σ值更大,即∇f的效果更好时,GVF场更规则. 

(2) 与平滑系数µ (GGVF中的 K)的大小相关.为了说明这一问题,取µ=0.45,其他条件与图 2(c)相同(CFL条
件仍然满足).这时的结果显然更加平滑(如图 3(a)所示),临界点减少.增大µ值也就加大平滑作用,但µ的平滑作用
与高斯平滑的作用是不一样的,对比图 3(a)和图 2(d)的结果不难发现,图 3(a)中目标的结构部分被抹平(图中的
白色框所示).这也说明,对于灰度不均的图像,GVF 的性能将会受到影响:要么只能得到一个不十分理想的 GVF
场;要么目标的结构可能抹平.一般来说,选择较大尺度的高斯平滑和较小的µ值能得到相对好的结果. 
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Fig.2  Effect of ∇f on critical points 
图 2  ∇f对临界点的影响 
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Fig.3  Effect of smoothing parameter and iteration number on critical points 
图 3  平滑系数和迭代次数对临界点的影响 

(3) 与求解方程(5)(或者式(6))迭代的次数相关.以图 2(d)中的结果为例,将迭代次数增加到 1 万次,这时的
GVF场已经面目全非,如图 3(b)所示,GVF矢量场从右边流入,从左下角流出.这样的结果作为 Snake模型的外力
场,无论初始轮廓如何,都得不到理想的结果.进一步增加迭代次数至 2万次时,所得结果几乎不变,这表明图 3(b)
的结果是方程(5)的最后收敛解.这也说明,尽管文献[6]中要求采用最后收敛解,但文献[6]并没有采用最后收敛
解,而且,我们也不需要最后的收敛解,我们需要的只是一个中间结果.顺便提一句,时间步长也会给 GVF 场的结
构带来影响,但增大时间步长只是加快了收敛过程. 

因此,要想得到一个理想的 GVF 场,待分割的区域要比较均匀,还要选取适当的平滑参数和迭代次数.同时,
在初始化时还要有适当的机制来避免临界点. 

2   Navier-Stokes方程及 GVF的机理 

在上一节中,我们通过大量的实验分析了 GVF 场的影响因素,但未能够从理论上给出解释.文献[11]对这一
问题作了探讨,对粘性流体力学的 Navier-Stoke方程进行了简化,认为 GVF场是一个不可压缩层流模型,由此给
出一个解决方案,并用层流的性质证明其方案是正确的.不可压缩粘性流的 Navier-Stoke方程为[12,13] 

  (7) 
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这是不可压缩粘性流体的动量方程,其中, ],[ vu=v 为流体的流速;P 为流场的压力;µ为粘性系数.当雷诺数很小
时,上述方程可以简化为[13] 
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这是不可压缩粘性层流的动量方程.通过对比式(8)和式(5),文献[11]令 
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将方程(8)和方程(5)统一起来,给出一种解决方案,并利用式(8)所代表的流动性质来证明其方案是正确的. 
我们认为这种做法是错误的,因为流体在流动过程中不仅满足动量方程(动量守恒),而且还满足如下连续

性方程(质量守恒): 

 0=+ v
r

div
Dt
D ρρ  (10) 

其中,ρ为密度.对于不可压缩流,密度为常数,因此, 
 0=v

r
div  (11) 

即 
 ux+vy=0 (12) 
对于不可压缩层流有[13] 

 ∇2P=0 (13) 
结合式(11)、式(13),在式(9)两边取散度得 
 ∇2f=0 (14) 
这意味着 f 是一个调和函数.但式(5)中的 f 是边缘图,往往不是调和的.同时,采用实验手段很容易验证 GVF 场

并不满足式(12)(事实上,由于 与迭代次数有关,即],[ vu=v
r

v
r

)](),([)( tvtut == vv
rr

,满足式(12)意味着对一定范围

内所有的 t,ux+vy=0).也就是说,GVF 矢量场并不能由方程(8)所代表的流动来描述.因此,以式(8)所代表的流动的
性质来解决式(5)中的问题是不合理的.正如文献[13]所指出的,我们并不能按任意指定的速度场来构造一个 
流动. 

事实上,GVF场和流体的流动有重大区别,对于不可压缩流体,在流动过程中必须同时满足方程(7)和式(11).
也就是说,流体流动过程中的速度分量 u,v 是耦合的,而式(5)中的 u,v 则是独立的,因为式(4)中的泛函本质上可
以写成如下两个独立的泛函: 

 ∫∫ −∇+∇= yxfufu x dd222
1 µε  (15.1) 

 ∫∫ −∇+∇= yxfvfv y dd
222

2 µε  (15.2) 
r

通过极小化ε1,ε2 分别得到 u 和 v.文献[6]认为,当|∇f|较大时, f∇=v 将会使式(4)达到极小.事实上,只有当 
µ<<|∇f|2 时才会成立,而当µ<<|∇f|2 时却起不到平滑作用.另外,通过变分法得到的方程(5)也只是式(4)取极小值
的必要条件,这些原因使得 GVF的形成机理非常复杂. 

3   GVF Snake临界点问题的解决方案 

GVF作为 Snake模型的外力,性能卓越,但临界点的存在对 Snake 轮廓的初始化形成了新的干扰.从所给出
的实验结果来看,应该说文献[11]的方法是可行的,但不能从理论上证明其有效性.这里我们给出一种经实验证
明有效的方法,该方法直接找到目标内部的临界点,然后在其周围给出初始轮廓. 

对于目标内部的临界点,其八邻域中点的 GVF矢量都不指向该点.对于点 p和其八邻域中的点 q, qp为由 q
指向 p的单位矢量, 是 q处的 GVF矢量,则临界点按如下方法计算, v

r
q

 0≤⋅qpqv
r

 (16) 

受目标形状的影响,在均匀区域中可能存在多个临界点.两个相邻的不连通临界点之间存在一个类似于层
流中的滞止点(如图 2(d)所示).从这两个临界点发出的 GVF矢量要么在滞止点终止,要么在目标的边缘终止. 

基于这样的观察,我们这样解决临界点问题: 
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1) 先对目标所在区域作一个估计; 
2) 根据式(16)找到该区域中的所有临界点; 
3) 在这些临界点周围给出一个初始轮廓,这个 Snake轮廓将在 GVF外力的作用下向目标边缘靠近,最后分

割出目标轮廓. 
为了说明临界点对初始轮廓的影响,我们首先在合成图像上进行了实验,如图 4(a)所示.由于初始轮廓没有

包含目标内的临界点,最后的结果都没有分割出目标.在图 4(b)中,我们首先找到了目标中的临界点,然后自动给
出一个初始轮廓,由于这些临界点都包含在初始轮廓中,最后的分割结果较为理想.在图 4(c)中,我们对图 2(b)中
的左心室图像进行分割,这个实验也展示了自动寻找临界点,然后给出初始轮廓,最后得到了一个理想的分割结
果.在这几个实验中,我们分别给出了初始轮廓、中间结果和最后的结果. 

最后,我们在一套心脏 MR 图像上实验了这种通过寻找临界点然后自动给出初始轮廓的方法.对于每一个
图像层,在一个心动周期中采样 21帧图像.我们只需要对第 1帧图像判断左心室所在的区域,然后寻找临界点并
给出初始轮廓,而对于后续的图像,我们以前一帧图像的分割结果作为参照区域.图 4(d)给出了一个图像层上的
分割结果,对每一帧图像都给出了初始轮廓和最后的分割结果.由于排除了临界点的影响,最后的分割结果是比
较理想的. 

       

Provisional results              

            Initial contours

Fin   al results

            Critical points

(a) Negative effect of critical points      (b) Segmentation results on synthetic image          (c) Segmentation of LV 
  (a) 临界点的负面影响                 (b) 合成图像上的分割结果                (c) 左心室的分割结果 

  

 

 
(d) Segmentation results of left ventricle sequential images 

(d) 左心室序列图像的分割结果 

Fig.4  Segmentation results 
图 4  分割结果 

4   结  论 

作为 Snake 模型的一种外力,GVF 在扩大其捕捉范围和深度凹陷区域的收敛上具有卓越的性能,但其中所
包含的问题被广大研究人员所忽视.本文探讨 GVF的临界点问题,在大量实验的基础上指出:临界点受如下 3个
因素的影响:边缘检测的效果、平滑系数和迭代次数.这对生成理想的 GVF 场具有重要的指导意义;证明了文 
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献[11]中试图从粘性流体力学的角度来解决 GVF 临界点问题的理论基础是错误的;澄清了一个事实,即文献[6]
中并没有使用方程(5)的收敛解,我们也不需要最终的收敛解,而只是一个中间结果.本文还对临界点问题给出了
一个简单的解决方案,实验结果表明,这种方案是有效的.GVF 的机理非常复杂,至今没有文献能够给出一个完
美的解释.进一步探讨 GVF的机理是我们正在深入研究的问题. 
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